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Préambule

La mécanique des matériaux solides représente, au sein de la mécanique, une branche aux
ramifications multiples, dont les modéles sont mis a I'épreuve dans des contextes parfois inattendus, pour
expliquer des phénoménes naturels, ou encore concevoir des ouvrages, des véhicules, des composants.
Elle est omniprésente, a toutes les échelles, elle s’applique sur des matériaux aussi différents que le
magma terrestre, le béton, les alliages métalliques, les composites a fibre ou les monocristaux de silicium.

Il serait donc vain de tenter d'étre exhaustif dans le cadre d'une vingtaine de séances. Le but de ce
cours est plutét de donner un certain nombre d’éclairages sur le domaine et les méthodes utilisées, tout en
offrant des points d’entrée en vue d'études plus approfondies. Le fait de suivre un tel axe de découverte
fait courir le risque d’étre parfois trop lapidaire. On cherchera donc, dans le temps imparti, a trouver un
juste équilibre dans I'exposé. On espére ainsi montrer que la mécanique des matériaux est un carrefour,
ou se croisent mathématiciens et ingénieurs, industriels et universitaires, théoriciens et expérimentateurs.

Il faut également trouver un équilibre entrélément de volumet la structure. Cette discussion, qui
renvoie au cours de Mécanique des Milieux Continus, améne a considérer dans un premier tiensps les
de comportemerui régissent les relations entre les contraintes et les déformations, puis a envisager
leur insertion dans une théorie portant sur I'équilibre d'un domaine. Le plan du cours découle donc de
ces choix.

Une premiére partie permet d'aller au-dela de la théorie de I'élasticité déja acquise, en considérant
de nouveaux phénoménes physiques conduisant a la dilatation ou la déformation du matériau. On
mentionnera ainsi les dilatations thermiques ou de changement de phase (séance 1), puis les déformations
plastiques ou vicoplastiques. C’est une présentation progressive qui est adoptée pour celles-Ci :
on considérera successivement les modéles sous chargement uniaxial (séance 2), puis les critéres
multiaxiaux (séance 3), avant de combiner les deux dans I'écriture du formalisme sous chargement
tridimensionnel (séances 4 et 5). Afin de bien montrer la nécessité du dialogue entre théorie et expérience,
ce premier «cycle» se termine par la réalisation d’essais mécaniques, suivie d’une séance d’identification
de paramétres (séance 6). Un prolongement naturel, qui sort du cadre du cours, serait une étude
systématique des structures inélastiques, qui se soucie de I'existence et de I'unicité des solutions.

Afin de rester & un niveau de complexité raisonnable, on revient en élasticité linéaire pour les séances
7 a 10. |l est parfois difficile de distinguer le niveau de I'élément de volume et celui de la structure.
Dailleurs, une tendance actuelle de la recherche consiste a étudier les matériaux comme des structures,
en caractérisant leurs propriétés macroscopiques par I'analyse mécanique dedmssucturesCeci
explique que la transition entre les deux grandes parties du cours se préoccupe de ce point, et présente
les méthodes adaptées pour effectuer les transitions d'échelles (séance 7). Il ne s’agit que d’'un «coup de
projecteur», unéntroduction a I'étudedans un domaine en pleine expansion. C’est dans le méme esprit
gue sont traitées au cours des séances suivantes, les poutres (séance 8) et les plaques (séance 9). On se
limite & I'étude de cas simples, mais qui permettent de présenter un cadre général, et de faire comprendre
les idées directrices. La derniére séance (10) est une introduction a la mécanique linéaire de la rupture
puisqu’il est vrai que, malgré tous les cours de mécanique, les efforts des ingénieurs et des chercheurs, il
y a des fissures dans les structures...
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Généralités sur les propriétés des matériaux

Il est de coutume de dire que chaque secteur industriel a les performances de ses matériaux. Cela
est particulierement marquant dans le cas de l'informatique, pour laquelle les progrés sont directement
liés a la densité des circuits, c’est encore le cas dans I'aéronautique, ou les performances des réacteurs
dépendent de la température maximale que supportent les matériaux dans les zones les plus chaudes.
Les exemples de ce type peuvent étre aisément multipliés, il suffit de penser aux chemins de fer
(développement des aciers a rail a la fin d§MSiecle), a la construction civile (mise au point des
bétons de fumée de silice), a la navette spatiale (composites, tuiles en carbone-carbone). Mais en fait,
il serait plus précis de dire que les performances obtenues dépendent aussigigissancesur le
matériau utilisé. Ainsi, dans le plan d’exploitation d’'une mine souterraine en chambres et piliers, ou
il n'est bien entendu pas envisageable de choisir son matériau, il est possible de diminuer la taille des
piliers si les propriétés de la roche sont bien connues.

Le fait de concevoir ainsau plus justdes structures, est la marque d’'une démarche qui, outre son
élégance, présente deux aspects importants :

e il y a une amélioration de la sécurité, dans la mesure ou il est préférable d'avoir une bonne
connaissance des phénomenes physiques plutdt que d’appliquer un large coefficient de sécurité,
qui s'apparente souvent a oaoefficient d'ignorancepar ailleurs, dans certains cas, I'utilisation de
plus grandes guantités de matiere peut devenir préjudiciable (ainsi, augmenter I'épaisseur d’'une
enceinte sous pression peut certes diminuer les contraintes, mais aussi étre néfaste s’il y a des
gradients thermiques dans la paroi).

e le résultat est une meilleure performance sur le plan écologique, ainsi le gain de quelques diziemes
de grammes sur chaque boite-boisson conduit & des économies de matiére premiére importantes,
siI'on songe aux quelques milliards qui sont fabriqguées chaque année ; de méme, la diminution de
poids permet de réduire la consommation des automobiles ou des avions.

Il faut distinguer plusieurs types de propriétés des matériaux. Dans le cas du développement
des ordinateurs, ce sont essentiellement les propriétés physiques qui sont en cause, encore que les
échauffements résultant de la concentration des circuits aménent maintenant a se préoccuper également
de la tenue mécanique. Dans le cas du développement des moteurs d’'avions, ce sont les propriétés
mécaniques et les propriétés chimiques (résistance a I'environnement) qui sont déterminantes.

Les principales propriétés des matériaux se regroupent donc en :

e Propriétés mécaniqueqi) modules d’'élasticitgi) limite d'élasticité, écrouissage, ductilitj)

viscosité, vitesse de fluage, amortissengeficharge a la rupture, résistance a la fatigue, a l'usure,

e Propriétés physiques (i) conductibilité électrique, aimantatioKij) conductibilité thermique,
chaleur spécifiqud(jii) température et chaleur latente de transformatjioy.énergie de surface,
de liaison,(v) transparence, ...
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e Propriétés chimiques (i) résistance a la corrosion, a I'oxydatiofii) stabilité, diagrammes

d’équilibre, ...

En général, le choix d'un matériau pour une application donnée est la conséquence de propriétés
adaptées dans un ou plusieurs des domaines indiqués (par exemple I'aluminium est parfois utilisé dans
les culasses automobiles malgré sa faible température de fusion, en raison de son faible poids et de sa
bonne conductibilité thermique). Il est aussi orienté par d’autres considérations, ce pentdemances
du matériau, au rang desquelles vont se classer des éléments technologiques et économiques, en méme
temps que des caractéristigues moins facilement mesurables comme I'aspect (fondamental dans le
batiment pour les éléments de facade, pour les carosseries automobiles, ...) :
disponibilité, reproductibilité, fiabilité,
usinabilité, aptitude a la mise en forme, soudabilité,
absence de nocivité, possibilité de recyclage,
codt,
aspect,
bonne caractérisation.

1.2 Domaines d'utilisation des modeles

La bonne connaissance des matériaux et leur bonne utilisation font donc intervenir trois domaines
d’activité.
1. Le développement du matériau lui-méme (ce secteur étant absent dans le cas des géomatériaux).
La se jouent I'évolution du matériau, la découverte de nouvelles microstructures, qui concourent a
I'amélioration des performances intrinséques.

2. La caractérisation des propriétés d’emploi. Ce point a pour but d'apporter une meilleure
connaissance d’'un matériau existant, (mécanismes physiques qui provoguent ou accompagnent la
déformation, effets mécaniques macroscopiques), donc de réduire les incertitudes et d’augmenter
la fiabilité des modéles utilisés.

3. Le travail sur les modéles numérigues permet d’améliorer la représentation des piéces, structures
ou domaines calculés (par amélioration des algorithmes, qui autorisent le traitement de modéles
numériques plus importants, par exemple 3D au lieu de 2D).

Le cours deMécanique des Matériaux Solidest consacré essentiellement a I'étude des propriétés
mécaniques des matériaux (point (2)). Le point (1) est le domaine des métallurgistes et des chimistes.
Le point (3) celui de la mécanique des structures. La figuteschématise les types d’'opérations pour
lesquelles il est fait appel aux propriétés des matériaux.

La phase deonception (fig.1.1a) met en ceuvre une approche synthétiqgue du probléme, qui est en
fait résolu paméthode inversesoit : «quelle forme donner a la piéce, en quel matériau la construire pour
gu’elle réponde au cahier des charges». Dans la mesure ol les éléments extérieurs sont nombreux, et
parfois non scientifiques, il n’y a en général pas d’autre solution que de choisir des descriptions simples
des matériaux, et d’appliquer desdes ou regles simplifiées. Dans la plupart des cas, cette approche est
suffisante.

Il peut subsister parfois des cas litigieux (pieces de haute sécurité, .. .) qui nécessitent la mise en place
d’'une procédure dgustification (fig.1.1b). Au contraire de la précédente, la démarche est analytique,
puisque la géométrie, les charges, le matériau, etc... sont figés, et qu’il s'agit simplement, par un calcul
direct, de caractériser la bonne tenue. Cette procédure peut étre employée a la construction, ou encore
longtemps aprés la mise en route d’une installation, afin d’obtenireoalificationqui prolonge la
durée de vie : on cherche ainsi actuellement a justifier une prolongation de la durée de vie garantie
des centrales nucléaires. Ayant été concues a l'aide de méthodes de dimensionnement simplifiées, elles
peuvent sans doute voir la prévision de leur espérance de vie prolongée a l'aide de méthodes plus
précises.
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FiG. 1.1 — Opérations industrielles ou intervient le comportement des matériaux

Il faut encore avoir recours a des modéles plus précis dans le caxgertisgfig.1.1c) puisqu’une
telle opération intervient aprés qu'un probléme, grave ou non, soit apparu. Le point important ici est
d’'étre capable de mettre en regard les modéles utilisés et les phénomenes physiques qui se sont produits.
L' optimisation(fig.1.1d) va tendre a se généraliser, grace a l'arrivée de calculateurs suffisamment
puissants pour qu'il soit envisageable d’'effectuer plusieurs dizaines de fois le calcul de la structure a

étudier.

1.3 Lestypes de modeles de matériaux

Ce cours va s’efforcer de faire référence a une grande variété de matériaux solides. Les modéles qui
seront considérés s’appliquent aux métaux, aux céramigues, aux polymeres, aux composites, au bois, au
béton, aux sols (sables et roches), aux biomatériaux (0s, tissus).

Il'y a deux grandes voies permettant d’avoir acces aux propriétés mécaniques de ces matériaux :

1. Uneapproche déductivejui cherche a prendre en compte la microstructure du matériau en vue de
déterminer ses propriétés macroscopiques. Ainsi un métal sera considéré corpotgctistal
agrégat de grains d'orientations cristallographiques différentes, et au comportement individuel
parfaitement caractérisé, un composite se verra représenté par sa matrice et ses fibres, un béton
par la matrice et les granulats... Cette approche choisit donc de modéliser I'hnétérogénéité des
matériaux, en vue de mieux prévoir le comportement moyen global (par exemple si les proportions
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Matériau | Type d’hétérogénéité Taille de 'EVR
Métaux cristal, 10-10Qum 1 mm
Polyméres | molécules, 10-50m 1 mm
Céramiques  grains, 1-1Qum 0,1 mm
Bois fibres, 0,1-1 mm 10 mm
Béton granulats, 1 cm 10cm
Argiles grains, 1-10 mm 1mm

TAaB. 1.1 — Exemples de volumes élémentaires représentatifs (la taille de 'EVR désigne la dimension
du c6té du cube élémentaire considéré).

des constituants changent). Elle est donc relativement riche, de par son principe méme, mais elle
est également lourde a mettre en ceuvre, si bien que son utilisation est encore limitée a la prévision
du comportement des matériaux, dans I'optique de mieux comprendre leur «fonctionnement» et
d’améliorer leurs propriétés mécaniques.

2. Une approche inductivede nature phénoménologique, qui, a I'inverse, cherchera simplement
a caractériser le comportement d’'un élément de volume représentatif (EVR). Faisant alors
abstraction de la structure fine du matériau. Cette méthode de travail consiste & déterminer les
relations de cause a effet qui existent entre les variables constituant les entrées et les sorties du
processus étudié. C’est par excellence I'approche de I'ingénieur dans ses travaux de conception.
Elle trouve une justification dans le fait que des phénoménes de I'échelle microscopique trés divers
peuvent conduire, apres des effets de moyenne, a des réponses globales de méme nature. Par contre,
leur emploi aveugle peut étre dangereux s'il s'agit d’appliquer le modéle hors de son domaine de
détermination initial. Il reste que cette méthode est, dans bien des cas, la seule applicable dans
un cadre industriel. Le choix de I'élément de volume représentatif est bien entendu fondamental :
celui-ci doit étre suffisamment grand par rapport aux hétérogénéités du matériau, et rester petit
par rapport aux gradients de contraintes et de déformations dans la structure. Il faut par exemple
une trentaine de grains dans la partie utile d’'une éprouvette de traction, qui sert a déterminer les
propriétés d’'un métal. Le tabledul donne des exemples de tailles raisonnables pour quelques
matériaux courants.

1.4 Les essais mécaniques

Il y a une grande variété de comportements présentant des non-linéarités liées a la déformation ou au
temps, en relation avec I'environnement. Il est donc indispensable de les caractériser expérimentalement.
Les essais mécaniques sur de petits spécimerprouvettesont donc a la base de toutes les études. lls
vont donc étre brievement caractérisés ici. L'observation des caractéristiques expérimentales va permettre
d’identifier les types de comportement fondamentaux qu’il importera de simuler.

Il existe de nombreux essais qui permettent de caractériser les propriétés mécaniques des matériaux.
Certains sont normalisés (AFNOR, Association Francaise de NORmalisation; ISO, International
Standardisation Organisation; ASTM, American Society for Testing and Materials) ; il s'agit d’essais
simples a réaliser, reproductibles, servant a donner des informations sur les seuils de charge qui
produisent des déformations irréversibles, ou encore la rupture. lls sont utilisés par les ingénieurs en
contrdle et caractérisation. En revanche, et pour caractériser plus finement les matériaux, les chercheurs
ont recours a des moyens d’essais plus complexes, mettant en ceuvre des chargements multiaxiaux ou
anisothermes. La présentation qui est donnée ici est tres succincte. Des essais spécifiques d’un matériau
ou d’'un domaine industriel seront détaillés au cours des différentes séances. On trouve maintenant des
sites internet qui contiennent des bases de données matériau. Quelques adresses sont signalées sur le site
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http ://mms2.ensmp.fll faut bien retenir par ailleurs que I'obtention de ces données et les méthodes de
calcul associées sont souvent considérées comme stratégiques par les entreprises, et qu’elles sont gardées
confidentielles.

1.4.1 Différents types d’essais

Essai de traction simpleUn essai de tractioro(> 0) ou de compressiomw(< 0) réalisé a vitesse de
déformation constantesur un matériau réel donne des résultats en termes d'efforts et de déplacement,
gue I'on cherche ensuite a convertir en une courbe contrainte-déformatemnfonction dee). Dans le
cas des alliages métalliques et des polyméres, on cherche a se ramener a un état de contrainte simple,
uniaxial. Leséprouvettessont des cylindres munis en général de tétes d’amarrage filetées. Pour des
raisons de représentativité, on est amené a utiliser de plaques pour le cas des materiaux composites,
ou encore des poutres pour les matériaux céramiques, qui cassent de fagon fragile en traction. C’est
pour la méme raison que I'on teste les géomateriaux en utilisant des cyclindres en compression, avec
parfois un confinement latéral. Pour le cas dedenpression simpJél faut porter une grande attention
aux conditions aux limites, en autorisant le meilleur glissement possible sur les appuis, faute de quoi se
développent dans I'éprouvette des champs de contrainte et de déformation complexes (mise en tonneau
de I'échantillon).

Les courbes obtenues a l'aide de cet essai ont typiguement I'allure indiquée enlfigloesque
le comportement du matériau observé est indépendant de la vitesse (comportement de plasticité
indépendante du temps). Le comportement fait apparaitre une partie linéaire (élasticité) suivie d’'une
partie non linéaire, au cours de laquelle la pente diminue dans le diagramme déformation—contrainte, au
point de devenir éventuellement négative.

2

e R. désigne la limite d’'élasticité
limite de proportionnalité,

e Ry désigne la limite d'élasticité conven-
tionnelle, qui correspond a une déformation
inélastique de 0,2%,

e R, désigne la résistance a la traction,

e A, désigne I'allongement correspondant a la
contrainte maximale,

e A désigne l'allongement a la rupture.

vraie", ou

FIG. 1.2 — Schéma d’'un essai de traction simple

Quoique d'apparence simple, il s'agit en fait d’'un essai dont l'interprétation peut devenir délicate,
puisque la diminution de pente observée peut recouvrir des phénomeénes physiques tres différents, et
surtout que le passage a des pentes négatives est en géneral lié au fait que le champ de déformation n’est
plus uniforme. En traction sur un métal, ceci correspond a des phénoménes qui peuvent étre d'origine
métallurgiqgue (bandes de Liders) ou géométrique, lorsque les déformations sont trop importantes
striction au centre de I'éprouvette. Une approche élémentaire di@naidéreindique que 'apparition
de la striction se produit lorsque I'égaliié /de = o est vérifiée. Dans le cas des roches, I'adoucissement
est en général lié a des phénoménes d’endommagement, qui introduisent des désordres dans le matériau
étudié.
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FiGg. 1.3 — (a) Traction simple sur une éprouvette en alliage d’aluminium; (b) Traction simple sur un
acier austénitique a 726

La figure 1.3a montre le début d'une courbe de traction d’'un alliage d’aluminium a température
ambiante. Lorsqu’on éléve la température au dessus du tiers de la température de fusion, le comportement
devient sensible a la vitesse de déformation. C’est le cas de la fidiequi montre I'allure des courbes
obtenues pour un acier austénitique a°I25A trés grande vitesse, on obtiendrait une certaine saturation
de l'effet de vitesse. A faible vitesse, on tend également vers une limite correspondant a la courbe de
traction a vitesse nulle, qui n'est liée qu’'a I'écrouissage.

Essai de fluageLorsgu’une éprouvette est soumise a une traction simple (essai monodimensionnel
sSous une contrainte et une déformation), si, a partir d’'un certain état, la contrainte est maintenue
constante, la déformation restera constante (absence de déformations différées dans le temps) s'il n'y a
aucune viscosité. Lorsqu’on dépasse le tiers de la température de fusion dans les alliages métalliques,
on observe au contraire des déformations liées au caractére visqueux du comportement. On distingue
classiguement 3 stades dans un essai de fluage, comme indiqué sur |a.Agute fluage primaire (1),
au cours duquel le matériau se durcit le fluage secondaire (Il) pendant lequel la vitesse est constante,
et le fluage tertiaire (lll) au cours duquel 'endommagement devient significatif, ce qui conduit a une
augmentation de la vitesse menant a la rupture. La fijdkemontre quant a elle le résultat obtenu pour
différents niveaux de chargement sur une fonte 800

6=12MPa
6=16MPa
6=20MPa
6=25MPa
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FiGc. 1.4 — (a) Les trois étapdes d'un essai de fluage ; (b) Fluage d'une fonté@ 800

En fait, dans le cas d’'un matériau réel (concu par 'homme ou existant déja dans la nature), des
déformations différées (phénomeéne de viscosité) seront alors observées de fagon a peu prés systématique,
a tel point qu’il faut admettre que tous les matériaux réels présentent ce phénomene de viscosité, pourvu
gu’'une période de temps suffisamment grande soit considérée. Ainsi, si une éprouvette cylindrique
d’une roche saline (Nacl : sel gemme, Kcl : potasse) d’'une dizaine de centimétres est soumise a une



1.4. LES ESSAIS MECANIQUES 7

FiG. 1.5 — Représentation d’un essai de relaxation

pression axiale d'une dizaine de MPa, pression maintenue constante, et que sa hauteur est mesurée au
bout d’'une journée, puis une journée plus tard avec une précision absolue de 1mm, alors, a température
ambiante, aucune variation de longueur ne sera détectée. Il ne faut pas en déduire que les roches salines
a température ambiante ne présentent pas de viscosité, car, en augmentant la précision de la mesure ou
en attendant plus longtemps (un mois de fluage par exemple), il est possible d’observer des déformations
différées.

Essai de relaxationUne autre maniére de caractériser la viscosité d’un matériau est de le soumettre
a un essai de relaxation, dans lequel la déformation de I'éprouvette est maintenue constante apres
une prédéformation intitiale. Plus le comportement du matériau présente une composante visqueuse
importante, et plus la contrainte chute rapidement, pour atteindre éventuellement une valeur nulle. Cet
essai est essentiellement réalisé sur les métaux et les polymeres.

Essai triaxial : Comme indiqué précédemment, certains matériaux ne peuvent pas étre testés
simplement en traction, en raison de leur trés faible résistance, ou de leur forte sensibilité aux décentrages
des lignes d’amarrage (béton, céramique). lls sont alors testés en compression, ou en flexion. La
compression uniaxiale sur des cylindres a déja été décrite, mais il est parfois nécessaire d’avoir recours
a un mode de sollicitation ou les bords latéraux sont contezssa( triaxia) : I'échantillon est soumis
latéralement a une pression hydrostatique qui assure son maintien, ce qui permet par exemple de tester
des matériaux pulvérulents (argiles, sables).

Essai de flexion Il est réalisé sur des barrettes, avec 3 ou 4 points d'appuis, ce dernier cas
permettant de bénéficier d’'une zone centrale dans laquelle le <moment de flexion» est uniforme. Il est
essentiellement utilisé avec des matériaux fragiles, dont le comportement sera élastique. La plastification,
associée au fait que le comportement en traction et en compression peut étre différent, conduit a des
redistributions de contraintes complexes dans I'éprouvette, si bien que le dépouillement de I'essai lui-
méme peut nécessiter un calcul de structure.

Dans un méme ordre d’idée, il existe également des essais de flexion rotative, dans lesquels une
éprouvette en rotation, encastrée a une extrémité, subit un effort perpendiculaire a son axe, si bien que
les points de la surface extérieure voient leur état de contrainte passer alternativement de la traction a la
compression. Ces essais sont utilisés pour déterminer la «limite de fatigue», sollicitation en dessous de
laquelle le matériau résistera a un chargement répété.

Essai de torsion: Réalisé sur éprouvette pleine, cet essai est essentiellement utilisé a haute
température pour connaitre I'aptitude a la mise en forme des métaux. L'avantage de ce type d'essai
est d’éviter la striction. Par contre, il est d'interprétation difficile, dans la mesure ou I'état de contrainte
et déformation n’est pas uniforme. Il est possible de remédier a ce dernier inconvénient, en adoptant
comme éprouvettes des tubes minces, qui peuvent étre instrumentés localement, a I'aide de jauges ou
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d’extensomeétres.

Essai de dureté Largement employé comme moyen de contrble, il mesure la résistance a la
pénétration d’indenteurs de diverses formes, par exemple une bille d’acier de gros diamétre (10 mm)
dans le cas de I'essai Brinel, ou une pyramide diamant a base carrée, I'angle entre les faces opposées
étant de 138our I'essai Vickers. Une relation empirique indique que, dans les aciers doux, la dureté
Vickers (force/dimension de I'empreinte) est de I'ordre de 3 fois la résistance a la traction.

Essai Charpy: Il permet de caractériser sur un barreau entaillé le passage d’un mode de rupture
ductile, accompagné de déformation inélastique, donc a forte énergie, & un mode de rupture fragile,
présent a plus basse température, qui ne met en jeu que des énergies faibles. Cette étude se fait en
rompant I'éprouvette sous impact a I'aide d’'un mouton-pendule, et en mesurant I'énergie absorbée lors
de I'impact : le résultat s’exprime en joules par centimétre carré de section résiduelle, et est dénommé
résilience.

Essais complexeQutre les essais de traction-torsion sur tube, il existe d’autres moyens de générer
des états de contraintes multiaxiales contrdlés dans des éprouvettes. C'est le cas d'essais de traction-
pression interne sur tube, ou encore d’essais sur des éprouvettes cruciformes.

1.4.2 Moyens de mesure, ordres de grandeur

La bonne connaissance de la précision des mesures effectuées est fondamentale pour pouvoir
considérer d’un ceil critique les résultats obtenus dans un essai mécanique.

e Les forces ou les contraintes sont généralement mesurées avec des dynamometres, dont la
précision relative est de I'ordre de 10

e Les déplacements fournissent une information moyenne sur ce qui se passe dans une zone de
I'éprouvette. Les capteurs doivent donc étre fixés si possible dans une zone ou les déformations
sont homogénes, faute de quoi des hypothéses, ou un calcul de structure seront nécessaires pour
analyser les résultats de I'essai. Les capteurs classiques, inductifs ou a jauges de déformation,
assurent une précision absolue de 'ordre jg®.1Des développements spécifiques, ou I'utilisation
d’extensomeétres optiques peuvent permettre d’abaisser cette limitgra. M2Ans tous les cas, |l
est préférable d'effectuer une mesure locale de la déformation, ce qui permet de faire abstraction
des phénoménes complexes prenant naissance hors de laipkeitide section constante.

¢ L'information locale sur la déformation donnée par une jauge de déformation (fil résistant collé sur
une éprouvette, qui se déforme avec elle, si bien que la résistance électrique change) est en général
plus précise que la précédente, puisqu’il est possible de mesurer des déformations de I'ordre de
10~7. Néanmoins les jauges ne fonctionnent pas & haute température, et sont susceptibles de se
décoller en cours d’essai.

e Latempérature est une des grandeurs les plus difficiles a maitriser. Les thermocouples (utilisant
I'effet Peltier) fournissent en général une précision théorique inférieure au degré. Par contre, il peut
étre trés délicat de venir positionner un thermocouple sur I'éprouvette, sans générer de résistance
thermique de contact, et sans que la mesure ne perturbe le milieu environnant.

e La méthode électrique s'avere étre un complément utile des méthodes citées ci-dessus, lorsqu'il
s'agit de mettre en évidence I'endommagement ou la rupture d’'une éprouvette conductrice. Elle
consiste a faire circuler un courant continu de forte intensité dans I'éprouvette, et & mesurer la
variation de potentiel sur deux prises de potentiels situées au voisinage de la partie utile. Les
étalonnages peuvent s'effectuer sur des configurations de référence (fissures calibrées), ou par le
calcul. Il est possible d’accéder a des variations de potentiel de I'ordre de 1mV, ce qui correspond
en général a des fissures de I'ordre de quelques diziemes de millimétres.
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1.5 Mise en ceuvre

La maniére dont sont stockées et utilisées les connaissances en matériau et en mécanique a
considérablement évolué au cours des vingt derniéres années. Le recours a I'informatique est général,
avec le développement de bases de données, de sites internet proposant leurs services, et les codes
de calcul de structures notamment. Cette floraison ne dispense pas de développer une compréhension
profonde des modéles utilisés en simulation. Sans les capacités de juger de la bonne tenue de ses
résultats, un ingénieur ou un chercheur peut en effet se laisser porter par I'apparente facilité d’utilisation
gu’'apportent des interfaces-utilisateurs de plus en plus conviviales, et fournir des résultats, en couleur,
tout a fait aberrants. Cette conséquence est d’autant plus probable que le modéle est complexe, et le
comportement non linéaire est une source inépuisable de résultats erronés.

Pour tacher d’éviter cet écuelil, il faut en passer par un apprentissage manuel des ordres de grandeurs
et des méthodologies de calcul. On sera ainsi mieux armé pour aborder I'indispensable outil numérique.
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Chapitre 2

Rhéologie

La construction des modéles de comportement non linéaire des matériaux comporte deux volets :
I'étude des propriétés rhéologiques et la définition de la forme des équations pour un chargement
tridimensionnel. Lahéologie étude des écoulements, permet de relier les contraintes, les déformations,
et leurs dérivées, et caractérise la nature des comportements. La caractérisation expérimentale a été
évoquée en introduction. Certains comportements fondamentaux ont été identifiés. Chacun va se
caractériser ici par unlerique élémentaireLes comportements les plus complexes se batissent ensuite
a partir de celles-ci en formant des assemblages qui sont décrits dans ce chapitre. La conception d’'un
modeéle complet nécessite enfin le choix d’'une généralisation qui permette de passer de I'étude sous
chargement uniaxial & celle des chargements multiaxiaux. Ce sera I'objet du chapitre suivant, qui décrira
les différentcritéresqui autorisent cette généralisation. On commence I'examen des différentes classes
de modéele par quelques remarques sur les types de déformation que peut subir la matiére.

2.1 Les différents types de «déformation»

2.1.1 Les sources de «déformation»

Pour les lois de comportement les plus simples (élasticité, viscosité pure) un seul tenseur de
déformation permet de caractériser les changements de forme de I'élément de volume. De nombreuses
situations pratiques font au contraire intervenir d'autres types de déformations. Avant d'aborder cette
description, on fait le bilan des éléments nécessaires a la construction d’'une loi de comportement.

Un cadre devenu classique, et qui est présenté dans le cours de MMC [4] (chapitre 5) suppose que I'on
définisse un certain nombre dariables d’étatyui représentent a I'instabte résultat de toute I'histoire
du matériau. La déformation élastique est I'exemple d’une telle variable. Il faut ensuite introduire des
coefficients, oiparameétres matérigLgui vont porter sur ces variables et définir les grandeurs associées
(I'approche thermodynamique parle de «forces» thermodynamiques) qu’elles générent. Ainsi, le tenseur
des modules d’élasticité permet-il de calculer le tenseur des contraintes. Un matériau est également
soumis a I'action dgparamétres extérieurgjui vont créer en son sein des distorsions ou des variations
de volume.

Le fait de solliciter le matériau dans des conditions extrémes (fortes charges par exemple) fait
apparaitre des irréversibilités dans le processus de déformation, qui devront étre caractérisées par de
nouvelles variables d’état. On entamera au paragraphe suivant I'étude de ce type de déformation. Il faut
auparavant citer le cas dégformations paramétrique©n regroupe derriére cette dénomination les
modes de déformations additionnels, qui sont pilotés par des parameétres extérieurs. En toute rigueur
les distorsions et dilatations produitee conduisent paa un tenseur de déformation, parce qu’'elles
ne vérifient pas forcément les équations de compatibilité. L'usage a néanmoins consacré I'abus de
notation, et on utilise par exempgé‘ pour désigner la dilatation thermique ; on accepte méme parfois de
parler de déformation thermique. Parmi les autres paramétres extérieurs qui fournissent des déformations

11
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additionnelles, on peut citer par exemple :

¢ l'irradiation d’'un matériau, qui provoque dans certaines gammes de température la germination et
la croissance de cavités, ce qui produit un changement de volume;

e le changement de phase; les métaux et alliages, mais aussi les roches, peuvent changer de
réseau cristallin en fonction de la température et de la pression. Ces phénoménes doivent bien
entendu étre décrits a I'aide de variables d'état, mais, dans la mesure ou une quantité donnée
d’atomes n’'occupera pas le méme volume en fonction de sa phase cristallographique (cubique,
hexagonale,...), un changement de volume spécifique accompagnera de facon systématique le
changement de phase.

2.1.2 Dilatation thermique

La dilatation thermique est proportionnelle a la variation de température pour une petite variation
de celle-ci autour d'un point de fonctionnement considéré. Ceci permet donc d’introduire un tenseur de
dilatation thermique. Sur une large gamme de température, I'expérience montre que les termes de ce
tenseur dépendent de la température. Comme par ailleurs on peut choisir la température a laquelle on
prend la dilatation thermique nulle, il faut introduire deux températures particuliéres dans la définition,
To température a Iaquelgéh est nul, eff;, température de référence a partir de laquelle est mesiure
forme compléte est alors :

e pour le cas anisotrope

"= a(T)(T-T) - a(To)(To— Tr) 2.1)
e pour le cas isotrope
g = a(T)(T =Tl —a(To)(To—Tr)! 2.2)
soit
el = a(T)(T = T)dj — a(To)(To— Tr)&j (2.3)

Dans une telle définitiorg(T) (dépendant de la température) estdefficient de dilatation sécant
C’est lui qui est ordinairement tabulé dans les bases de données.

La déformation totale s’écrit comme une somme de la part élastique et de la part thermique :
g=g°+el

Lorsque le champ de température dans une piéce n’est pas uniforme, la dilatation varie d’'un point a
l'autre. Sile champ appliqué permet de vérifier les conditions de compatibilité, et s’il peut se développer
unedilatation libre, il N’y a pas de contrainte, dans le cas contraire (champ de température trop complexe
ou restrictions cinématiques), ceci conduit au développement de contraintes thermomeécaniques.

2.2 Les brigues de base du comportement non linéaire

L'allure qualitative de la réponse des matériaux a quelques essais simples permet de les ranger dans
des classes bien définies. Ces comportements «de base», qui peuvent étre représentés par des systemes
mécaniques élémentaires, sont I'élasticité, la plasticité et la viscosité. Les éléments les plus courants sont
reportés en figur@.1, ou le point au-dessus d’'une variable désigne la dérivée temporelle :

1. Le ressort, qui symbolise I'élasticité linéaire parfaite, pour laguelle la déformation est entierement
réversible lors d'une décharge, et ou il existe une relation biunivoque entre les paramétres de charge
et de déformation (figur2.1a).

2. Lamortisseur, qui schématise la viscosite, linéaire (figud) ou non—linéaire (figur@.1c). La
viscosité est dite pure s'il existe une relation biunivoque entre la charge et la vitesse de chargement.
Si cette relation est linéaire, le modéle correspond a la loi de Newton.
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3. Le patin, qui modélise I'apparition de déformations permanentes lorsque la charge est suffisante
(figure 2.1d). Si le seuil d'apparition de la déformation permanente n'évolue pas avec le
chargement, le comportement est dit plastique parfait. Si, de plus, la déformation avant écoulement
est négligée, le modéle est rigide—parfaitement plastique.

c=n¢
b.

( c=ne/N

C.

.
% I —6, <6 <0,

d

FiG. 2.1 — Les « briques de base » pour la représentation des comportements

Ces éléments peuvent étre combinés entre eux pour former des modeles rhéologiques. Ceux-ci
représentent des systemes mécaniques qui servent de support dans la définition des modéles. Il ne faut en
aucun cas leur accorder un trop grand crédit pour ce qui concerne la représentation des phénoménes
physiques qui sont a la base des déformations. lls sont néanmoins brievement présentés ici, car ils
permettent de comprendre la nature des relations a introduire pour chaque type de comportement, en
pratiquant par exemple I'exercice qui consiste a combiner deux a deux les modéles élémentaires. C'est
aussi I'occasion d’'introduire I'ensemble du vocabulaire qui sera utile dans le cas général des chargements
tridimensionnels.

En fonction du type de chargement imposé, la réponse de ces systémes peut étre jugée dans 3 plans
différents :

e plan déformation—contrainte;o, pour I'essai de traction simple, ouét'rouissageaugmentation

monotone de la charge ou de la déformation ;

e plan temps—déformation g-pour I'essai ddluage sous charge constante;

e plan temps—contrainted; pour I'essais deelaxation sous déformation constante.

2.3 Plasticité uniaxiale

2.3.1 Modele élastique—parfaitement plastique

L'association d'un ressort et d'un patin en série (figdr2 a) produit un comportemerastique
parfaitement plastiquenodélisé en figur@.2c. Le systéme ne peut pas supporter une contrainte dont la
valeur absolue est plus grande que

Pour caractériser ce modéle, il faut considérerfonetion de charge féépendant de la seule variable
o, et définie par :

f(o) =|o| -0y (2.4)

Le domaine d’élasticité correspond aux valeurs négativds eele comportement du systéme se résume
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FiG. 2.2 — Associations en série ou paralléle de patin et ressort

alors aux équations suivantes :

— domaine d’élasticité si : f< 0 (e=¢°=0/E) (2.5)
— décharge élastique si :f=0 etf<0 (e=¢*=0/E) (2.6)
— écoulement plastique si:f=0 etf=0 (e=¢P) (2.7)

En régime élastique, la vitesse de déformation plastique est bien entendu nulle, la vitesse de
déformation élastique devenant a son tour nulle pendant I'écoulement plastique. Ceci implique que
I'expression de la vitesse de déformation plastique ne peut pas se faire a I'aide de la contrainte. C’est au
contraire la vitesse de déformation qui doit étre choisie comme pilote.

Le modéle essans écrouissagguisque le niveau de contrainte ne varie plus au sortir du domaine
d’élasticité. Il n'y a pas d’'énergie stockée au cours de la déformation, et la dissipation en chaleur est égale
a la puissance plastique. Le modéle est susceptible d’atteindre des déformations infinies sous charge
constante, conduisant a la ruine du systéme par déformation excessive.

2.3.2 Modele de Prager

L'association en paralléle de la figu2b correspond au comportement illustré en figared.
Dans ce cas, le modeéle présente de I'écrouissage. Il estndinatique linéaird16], car dépendant
linéairement de la valeur actuelle de la déformation plastique. Sous cette forme, le modele est rigide—
plastique. Il devient élasto—plastique si I'on rajoute un ressort en série. La forme de la courbe dans le
planc — P est due au fait que, lors de I'écoulement plastique, la contrainte qui s’établit dans le ressort
vautX = HeP. Par ailleurs, cet écoulement ne se produit que si la valeur absolue de la contrainte dans le
patin, soitjo — HeP|, est égale &,. Pour une déformation donnée, cette contraliest unecontrainte
internequi caractérise le nouvel état neutre du matériau.

Ce deuxieme exemple offre I'occasion d'écrire un modéle plus complet que précédemment. La
fonction de charge dépend maintenant de la contrainte appliquée et de la contrainte interne. Elle s’écrit :

f(0,X)=|0—-X|—oy (2.8)

Il 'y aura présence d’écoulement plastique que si on vérifie a laffei€) et f = 0. Ceci conduit a la



2.3. PLASTICITE UNIAXIALE 15

condition suivante :

SOt s X =0 (2.9)

D’ou
signgo — X) 6-+signgo — X)X =0 (2.10)
o =X, etfinalement: &° =¢&/H (2.11)

Dans ce cas, la contrainte augmente au cours de I'écoulement plastique, si bien qu’elle peut servir de
variable de contrdle. Mais il est aussi toujours possible d’exprimer la vitesse d’écoulement plastique en
fonction de la vitesse de déformation totale, en utilisant la décomposition de la déformation combinée
avec I'expression de la vitesse de déformation plastique, le cels-eld redonnant bien entendu le cas

du matériau parfaitement plastique :
E

TEfHS
Il est remarquable de noter que le calcul de I'énergie dissipée au cours d’un cycle produit exactement

le méme résultat que pour le premier montage, ce qui indique que, pour ce type de comportement,

une partie de I'’énergie esmporairemenstockée dans le matériau (ici, dans le ressorgngerement

restituée a la décharge. Ceci donne une illustration physique de la notion d’'écrovissagsablealors

gue d'autres regles d’écrouissage cinématique, non—linéaire, qui ne seront pas considérées dans le cadre

de ce cours, sont accompagnées d’une dissipation d’énergie.

£p (2.12)

2.3.3 Ecriture générale des équations de I'élastoplasticité uniaxiale

Dans le cas général, les conditions de «charge—décharge» s’expriment donc :

—domaine d’élasticité si : f(o,A)< 0 (e=0/E) (2.13)
—décharge élastique si  :f(0,A)=0 etf(o,A)<0 (E=0/E) (2.14)
—écoulement plastique si :f(0,A)=0 etf(o,A)=0 (¢=06/E+¢£P) (2.15)

Dans le cas général, le modutedépend de la déformation et/ou des variables d’écrouissage. La
valeur du module plastique au poiat ) s’obtient en écrivant que le point représentatif du chargement
reste sur la limite du domaine d’élasticité au cours de I'écoulement. L'équation qui en découle s'appelle
la condition de cohérence

f(o,A)=0 (2.16)

Ce formalisme peut paraitre un peu lourd dans le cadre d'un chargement uniaxial, mais il est utile de
le mettre en place, car ce sont les mémes outils qui seront ensuite utilisés dans le cas plus complexe
des chargements multiaxiaux. Dans les deux exemples qui ont été décrits, le domaine d’'élasticité est
soit fixe, soit mobile, sa taille étant conservée. Le premier cas ne nécessite bien entendu aucune variable
d’écrouissage, le second fait intervenir une variable X qui dépend de la valeur actuelle de la déformation
plastique. Cette variable deviendra tensorielle dans le cas général. Comme indiqué plus haut le type
d’écrouissage correspondant s’appelle écrouissage cinématique Higuire

Une autre évolution élémentaire que peut subir le domaine d’élasticité est I'expansion. Cet autre cas
(figure2.3a) correspond a un matériau dont le domaine d’élasticité voit sa taille augmenter, mais qui reste
centré sur l'origine : il s’agit d’un écrouissage isotrope [22]. La variable d’écrouissage qui intervient dans
f est la dimension du domaine d’élasticité, noRe

f(o,R) =|o|—R—o0y (2.17)

L'évolution de cette variable est la méme quel que soit le signe de la vitesse de déformation plastique.
Elle s’exprimera donc en fonction de dgformation plastique cumulép, variable dont la dérivée est
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égale a la valeur absolue de la vitesse de la déformation plastijaecP|. Bien entendu, il n’y a pas de
différence entrep eteP tant que le chargement est monotone croissant. Dans ce cas, Vvérifier la condition
de cohérence revient tout simplement a exprimer que la valeur actuelle de la contrainte est sur la frontiére
du domaine d'élasticité. Pour I'écrouissage cinématique, cela stéefiX + oy, et pour I'écrouissage
isotropec = R+ 0y. Cela signifie donc que c’est la loi d’évolution de la variable d’écrouissage qui
détermine exactement la forme de la courbe de traction. Les deux modéles rhéologiques invoqués
donnent des courbes linéaires, avec des modules plastiques nul ou constant. Il est souvent plus réaliste
de considérer une courbe qui se sature en fonction de la déformation, soit par exemple une fonction
puissance (loi de Ramberg—Osgood, avec deux coefficients matdtiaixn) ou une exponentielle,

cette derniere formulation offrant 'avantage d’introduire une contrainte ultgmeupportable par le
mateériau (deux coefficients matériam, etb en plus deoy) :

0 =0y +K(e”)™ (2.18)
0 =0, + (oy — 0y) exp(—beP) (2.19)

Dans bien des cas, les utilisateurs ne prennent pas la peine de définir une forme explicite de la loi de
comportement, et décrivent la courbe de traction point par point. Cela revient implicitement a considérer
un écrouissage isotrope. Ce type d'écrouissage est prédominant pour les déformations importantes
(au-dela de 10%). Cependant, I'écrouissage cinématique continue de jouer un réle important lors de
décharges, méme pour les grandes déformations, et c’est lui qui est prépondérant pour les faibles
déformations et les chargements cycliques. Il permet en particulier de simuler correctement I'effet
Bauschinger, c’est-a-dire le fait que la contrainte d’élasticité en compression décroit par rapport a la
contrainte initiale a la suite d’'un préécrouissage en traction. Il est néanmoins moins souvent utilisé que
I'écrouissage isotrope, car son traitement numérique est plus délicat.

(¢} (&}

. /_ G /_ Gy
J R+o, Y X
817 - -7 - Gy Sp
R + Gy /
a. Isotrope b. Cinématique

FiG. 2.3 — lllustration des deux principaux types d’écrouissage

2.4 \Viscoélasticité uniaxiale

2.4.1 Un exemple de modéle rhéologique

Le modele de Maxwell regroupe un amortisseur et un ressort en série @igajecelui de Voigt un
amortisseur et un ressort en paralléle (figlub). Leurs équations respectives sont :

—Maxwell:  &€=0/Ep+0/n (2.20)
—\Voigt : 0 = He+ng, ou encore £ = (0—Heg)/n (2.21)

La particularité du modéle de Voigt est de ne pas présenter d’élasticité instantanée. Ceci entraine que
sa fonction de relaxation n’est pas continue et dérivable par morceaux, avec un saut fini a I'origine :
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(H)
—000000000 Y
g ) (Eo)
%
M)
a. Maxwell b. Voigt
€ c
Maxwell
G()/Eo Eogo
co/H
Voigt Maxwell
t t
c. Fluage d. Relaxation

FiG. 2.4 — Fonctionnement des modeles de Maxwell et Voigt

I'application d’'un saut de déformation én= 0 produit une contrainte infinie. Ce modele n’est donc
pas utilisable en relaxation, sauf si la mise en charge est progressive, et sera pour cette raison associé
a un ressort en série pour effectuer des calculs de structure (modéle de Kelvin—Voigt du paragraphe
suivant). Sous l'effet d'une contraint®) constante en fonction du temps, la déformation tend vers la
valeur asymptotiqueg/H, le fluage est donc limité (figur.4c). Par ailleurs, si, aprés une mise en
charge lente, la déformation est fixée a une vatgula contrainte asymptotique setig. Il N’y a donc
pas dans ce dernier cas disparition compléte de la contrainte. Au contraire, dans le cas du modéle de
Maxwell, la vitesse de fluage est constante (figire), et la disparition de contrainte au cours d’'une
expérience de relaxation est totale (fig@réd).

Dans le cas de modéles et de chargement aussi simples, la réponse est obtenue instantanément
par intégration directe des équations différentielles. Les formules obtenues sont respectivement, pour
le modéle de Maxwell :

—fluage sous une contraint® : €= 0p/Eo+0pt/n (2.22)
—relaxation & la déformatiogy : 0 = Eggpexp—t /1] (2.23)

et pour le modeéle de Voigt :
—fluage sous une contraintg : €= (dp/H)(1—exg—t/1]) (2.24)

Les constantes=n/Ep ett' = n/H sont homogenes a un tempsjésignant léemps de relaxatiodu
modele de Maxwell.

2.4.2 Etude d’un modéle composé

Le modele de Kelvin—Voigt (figur2.5a) présente respectivement les réponses suivantes, poyr
en fluage sous une contraimtg en posant; =n/H, et en relaxation pour une déformatigy) en posant
Tr=n/(H+Ep):

1
Eo
H Eo

o(t)=E(t)gp = <H T Eo + HoE exp[—t/rr]> Eogo (2.26)

£(t) = C(t) gp = ( +I}|(1—exp[—t/rf])> G (2.25)
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(H) (E1)
(Eo)
m) (E>) m)
a. Kelvin—Voigt b. Zener

FiG. 2.5 — Exemple de modéles composés

Le temps caractéristique en relaxatiopn, est plus court que le temps correspondant en fluagd,e
matériau évolue donc plus vite vers son état asymptotique en relaxation qu’en fluage.
Le modéle de Zener (figur2.5b) peut se ramener au modéle de Kelvin—Voigt, a I'aide du double
changement de variable'B; = 1/Eo+1/H, etE, = Eg+H, ce qui prouve que les deux modéles sont
en faitidentiques. La méme observation peut étre faite en fluage. Ce modéle correspond au comportement
du béton frais. Les modéles indiqués peuvent étre encore améliorés :
¢ le modéle de Kelvin—\Voigt généralisét obtenu en ajoutant en série d’autres modules amortisseur-
ressort H,n) dans le cas du premier modéle ; ce modéle représente en général correctement le
comportement des polyméres fortement réticulés ;
¢ le modéle de Maxwell généraligst obtenu en ajoutant en paralléle d’autres modules amortisseur-
ressort Ex,n) au second modéle; ce modeéle représente qualitativement le comportement des
polymeéres thermoplastiques.

2.5 Viscoplasticité uniaxiale

2.5.1 Un exemple de modéle rhéologique

(H) ©
—S500000800 ¥
—0050000003 s,
(cy)
|_l er
a. Schéma du modele b. Comportement en traction

FIG. 2.6 — Modele de Bingham généralisé

La figure 2.6a indiqgue comment, en rajoutant un simple amortisseur, il est possible de passer
trés simplement d’'un modele ayant un comportement plastique indépendant du temps & un modele
viscoplastique : le modéle obtenu est le modéle de Bingham généralisé. On retrouverait I'original de
ce modéle en enlevant le ressort en séle—{ «, pas d'élasticité instantanée, on obtient alors un
modeélerigide viscoplastiqug et en supprimant le ressort en parallélé,=€ 0, pas d’écrouissage). La
déformation élastique se lit aux bornes du ressort de caractérigfiglaedéformation viscoplastique,
gue I'on nommera&'P, aux bornes de I'assemblage en paralléle. La détermination des équations de ce
modéle s’effectue en considérant les équations de comportement individuelles de chacun des éléments :



2.5. VISCOPLASTICITE UNIAXIALE 19

ouX, oy etop sont respectivement les contraintes dans le ressort de caractérisfidars I'amortisseur
et dans le patin, et :
0=X+0y+0p (2.28)

Il'y a donc comme pour le modéle plastique un domaine d’élasticité, dont la frontiére est atteinte lorsque
lop| = oy. On distingue alors trois régimes de fonctionnement, selon que la vitesse de déformation
viscoplastique est nulle, positive ou négative :

(@) €P=0  |op|=|o—HEe"P| <Oy (2.29)
(b) €P>0 o0, =0—He'P—ne'P? =gy (2.30)
(c) €P<0 op =0—HeP—ne"?P =—oy (2.31)

Le cas(a) correspond a l'intérieur du domaine d'élasticit@4] < oy) ou a un état de décharge élastique
(lop| = oy et|op| < 0), les deux autres cas a de I'écoulemeap(= oy et|0,] = 0). En posant
< X >=maxx,0), les trois cas peuvent se réesumer par une seule expression :

ne'? = (Jo — X| — oy) signgo — X) (2.32)

Oou encore :

VP _ f>

signgo—X) avec f(0,X)=|o—X|-0y (2.33)

La nature du modéle a maintenant complétement changé, puisque le point représentatif de I'état de
contrainte courant peut se trouver dans la zéne 0, et que la vitesse d’écoulement est maintenant
régie par le temps : elle peut étre non nulle sans qu'il y ait d'incrément de contrainte ou de déformation.
Ceci expligue gu’en figur@.6b la courbe de traction ne soit plus unique (plus la vitesse est grande,
plus la contrainte visqueuss, sera élevée, et plus la courbe de traction sera haute), et que, lors d’'une
décharge, le point de fonctionnement ne péneétre pas immédiatement dans le domaine d’élasticité (on
peut donc avoir un écoulement positif a contrainte décroissante). Par ailleurs, il est possible de simuler
des expériences de fluage ou de relaxation.

En fluage (figure2.7), en supposant qu’on applique un échelon de contrainte (def>aaoy) a
partir d'un état de référence ou toutes les déformations sont nulles, le modéle prévoit que la déformation
viscoplastique est une exponentielle en fonction du tempsec un temps caractéristique = n/H

(figure2.7a) :
vp _ 7:0 Oy _ _L
3 1—exp - (2.34)

La figure2.7b montre, dans le plan contrainte—déformation viscoplastique, les évolutions respectives de
la contrainte internX et du seuilX + oy. Lorsque ce dernier rejoint la contrainte appliqagela vitesse
de déformation viscoplastique s’annule.

evr (o}
O
Gp — Oy 0
H Oy
Oy -
X _--
t -7 . e'r
a. b.

FIG. 2.7 — Fluage avec le modéle de Bingham
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En relaxation, la réeponse a un échelon de deformation (de.,Otél queEe, > ay) fait cette fois
intervenir un temps caractéristique de relaxatioa-n/(E+H) :

- YY), Es _t
O_OVE+H <l—exp<—rr>> +E+H <H+Eexp< Tr)> (2.35)

La figure 2.8a montre le trajet parcouru par le point représentatif de I'état de contrainte au cours
de la relaxation (pente-E puisqueg'P + 6/E = 0). La figure2.8b représente quant a elle le trajet
caractéristique au cours d’'une expérienaffdcementou encore deecouvranceEn fonction du niveau
de chargement initial, on peut rencontrer apres décharge une vitesse d’écoulement négative ou nulle, mais
en aucun cas on ne pourra ramener la déformation viscoplastique a zéro, sauf dans le cas particulier ou la
contrainteoy est nulle. Il n’y a alors plus de seuil initial, et on congoit bien qu’il n’est plus nécessaire dans
ce cas de définir une décomposition de la déformation : on retrouve d'ailleurs le modéle de Kelvin—\oigt,
donc une approche viscoélastique.

c SN

—E \ OA : transitoire
g/ AB : relaxation
H BC : décharge

CD : effacement
incomplet

evr evp
N
/&;

a. b.
FiG. 2.8 — Fonctionnement du modéle de Bingham a déformation imposée

2.5.2 Quelques modéles classiques en viscoplasticité

Dans I'exemple précédent, la vitesse de déformation viscoplastique est proportionnelle a une certaine
contrainte efficace, différence entre la contrainte appliquée et le seulil, qui représente la distance entre le
point de fonctionnement actuel et la frontiére du domaine d’élasticité, qui n’est rien d’autre que la valeur
de la fonctionf au point de fonctionnement courant. La relation linéaire peut étre remplacée par une
forme plus générale, en introduisant une fonction de viscagitgyi fournit alors en traction simple :

£ = (1) (2.36)

Pour un modéle qui comporterait a la fois de I'écrouissage isotrope et cinématique, cette relation s'inverse
sous la forme suivante, toujours en traction simple :

0= 0y+X+R+@ 1EP) = oy + X +R+0y (2.37)

La courbe de traction est déterminée par I'évolution du seuil, exactement comme dans le cas d'un modéle
de plasticité (au travers d¢€etR), mais également par la fonction de viscosité, qui pilote la valeur de la
contrainte visqueusa,. Pour des raisons physiques évidentes, on considérg(Que- 0, et on suppose
également que est une fonction monotone croissante. Dans le cas,&rannule, le modéle reproduit
un comportement plastique indépendant du temps. Par ailleurs, plus la vitesse de sollicitation augmente,
et plus la contrainte atteinte pour une déformation donnée sera élevée.

Dans le cadre d’'un modeéle viscoplastique, il y a donc deux possibilités pour introduire de
I'écrouissage. On conserve les possibilités d’action sur des variables d¢ gtpe et on peut également
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jouer sur la forme de la contrainte visqueuse. On appelle classiquement modéles a écrouissage additif
ceux qui jouent sur les variables de type plasticité et modéles a écrouissage multiplicatif ceux qui
jouent sur la contrainte visqueuse, une approche ou les deux mécanismes sont présents étant bien
entendu également envisageable. Par ailleurs, contrairement au cas de la plasticité, on peut ici considérer
un modeéle dans lequel le domaine d'élasticité se réduit a I'origine- Q), et qui ne posséde pas
d’écrouissage. Ainsi le modeéle le plus courant est-il le modéle de Norton (avec deux coefficients
matériak etn) :

e'P = (ﬁ’)nsigne(o) (2.38)

On peut le généraliser pour en faire un modéle a seuil sans écrouissage, ou réingaiRraux cotés
deay, ce qui conduit & un modele a écrouissage additif.

e'P = <M|;Gy>nsigne{0) (2.39)

: o-X|-R-ay\" .
gvP = <| |K y> signgo — X) (2.40)
Il'y a également une grande liberté pour choisir d'autres formes que la fonction puissance, ainsi un sinus
hyperbolique dans le modeéle de Sellars et Teggart (loi sans écrouissage, coefliet)s

é"p_Asinh<E‘> sign€o) (2.41)

Pour obtenir des lois & écrouissage multiplicatif, il faut admettre que la fongtitendépend pas
uniqguement dd, ainsi la loi de Lemaitre (coefficients matérigym etn positifs) :

n
.'gVP:<E’> p "V™Msigngo) avec p= &' (2.42)

2.6 Influence de la température

Tous les coefficients caractéristiques qui ont été définis ci—dessus sont susceptibles de dépendre de la
température. Les dépendances se définissent en général par des tables, aprés examen du comportement
isotherme. Dans certains cas, lorsque les mécanismes physiques sont bien définis, il est possible de
préciser explicitement l'influence de la température. La loi la plus couramment utilisée pour cela est
la loi d’Arrhenius. Elle est valide en fluage. Elle introduit une énergie d'activation thern@e¢R,
constante des gaz parfaits (le rappQitR est homogene a une température), et indique que plus la
température est élevée pour une charge donnée, plus la vitesse de déformation est grande :

£P = g exp(—Q/RT) (2.43)

Ceci permet de construire des équivalences temps—température, et, en menant en laboratoire des essais a
température plus élevée que la température de fonctionnement visée dans les applications, d’obtenir en
un temps limité des informations sur le comportement a long terme. Cette approche doit bien entendu
étre manipulée avec précaution dans le cas de matériaux vieillissants, et elle ne peut étre étendue a de
trop grandes plages de température.
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Résumé

Les équations tres générales qui ont été écrites pour le moment mettent en évidence |a nature
des modeéles de viscoélasticité, de plasticité et de viscoplasticité. Ces deux dernierg ont en
commun I'existence d’'un domaine d’élasticité (éventuellement réduit a I'origine pour le modéle
viscoplastique) et de variables d'écrouissage. Par contre, il faut aussi retenir que I'écoulement
plastique esinstantangalors que I'écoulement viscoplastique etardé:

deP=g(o,...)do  de'P=g(o,...)dt (2.44)

Ceci aura des conséquences importantes pour I'écriture du comportement élasto-(visco)-plastique
tangent, qui est la caractéristique utilisée par les codes de calcul de structures.
On ne considére dans ce cours que des formes trés naives d’'écrouissage, dans la mesure ou
I'objectif est avant tout de mettre en place les structures des théories. La description de formes plus
réalistes nécessiterait bien plus de temps. On retiendra pour mémoire les effets des chargements
cycligues, des trajets de chargement multiaxiaux non proportionnels, des changements de phase,
le vieillissement, les interactions avec I'environnement, etc... La plupart de ces effets sont
maintenant bien documentés, et font I'objet de modélisations spécifiques.
En I'absence de déformations paramétriques, les principales équations sont donc les suivantes (en
adoptant a partir de maintenant la méme notatiBnpour la déformation viscoplastique comme

pour la déformation plastique) :

e Viscoélasticité ; le modele est une combinaison des déformations, des contraintes, et|de leurs
vitesses :

—Maxwell : € =0/Ep+0/n

—\oigt : 0 =He+ng, ou encore €= (0—Heg)/n
e Plasticité et viscoplasticité :
g=¢%4¢P
e Plasticité :
—domaine d'élasticité si : f(g,A)< 0 (e=0/E)
—décharge élastique si  :f(0,A)=0 etf(o,A)<0 (¢=G0/E)
—écoulement plastique si :f(0,A)=0 etf(o,A)=0 (¢=06/E+£P)

En traction a contrainte imposée :

En traction a déformation imposée :

e Viscoplasticité :

—domaine d’élasticité si : f(0,A)< 0 (e=0/E)
—écoulement plastique si :f(0,A)>0 (¢=0/E+¢€P)

En traction a contrainte et a déformation imposée, une forme possible est :

) o—oy\"
p_ y
=)




Chapitre 3

Criteres

La description des modeles a utiliser sous chargement uniaxial qui a été faite dans le chapitre
précédent a mis en évidence un domaine d'élasticité, dans I'espace des contraintes et des variables
d’écrouissage, pour lequel il n'y a pas d’écoulement plastique ou viscoplastique. La trace de ce domaine
sur I'axe de la contrainte se limite a un segment de droite, qui peut subir une translation ou une expansion
(il peut méme parfois se limiter a un point). Par ailleurs certains modéles sont capables de représenter
une contrainte maximale supportable par le matériau. Afin de pouvoir aborder I'étude des chargements
multiaxiaux, il est nécessaire de se donner les moyens de définir de telles limites en tridimensionnel. On
passe donc en revue les outils disponibles pour écrire ces modéles dans le cas de milieux continus, enfin
on montre les principales classes de critéres. De méme que pour les lois d'écoulement qui ont été citées
précédemment, le choix de tel ou tel critére va dépendre du matériau étudié.

3.1 Les outils disponibles

Le cas du chargement uniaxial étudié jusqu’'a présent fait apparaitre un domaine d’élasticité au
travers de deux valeurs de contrainte, 'une en traction, l'autre en compression, pour lesquelles se
produit I'écoulement plastique. Ainsi dans le cas du modele de Prager, le domaine d’élastiaité
est le segment-oy,0y], et sa position pour une déformation plastigifieest[—oy + X, oy + X], avec
X = HeP. Il est décrit par la fonction de charge (définie Bé dansR), f : (,X) — f(ag,X). Pour
définir ce méme domaine en présence de chargements multiaxiaux, la fohcteent une fonction
du tenseur de contrainte, et du tenseuX = HeP, (deR'? dansR) telle que sif (0,X) < 0, I'état de
contraintes est élastique, §{g,X) = 0, le point de fonctionnement est sur la frontiére, la condition
f(o,X) > 0 définissant I'extérieur du domaine. Dans le cas général, 'ensemble de départ contiendra les
contraintes et toutes les variables d’écrouissage, scalaires ou tensorielles, il faut dond g&fiy.

On va dans un premier temps limiter la présentation a la définition du domaine d’élasticité initial, pour
lequel on supposera que les variabdesont nulles, si bien qu’on se contentera d’écrire les restrictions
des fonctiond dans I'espace des contraintes.

L'expérience montre que, pour la plupart des matériaux, le domaine d'élasticité initial est convexe
(c’est en particulier vrai pour les métaux qui se déforment par glissement cristallographique). La fonction
de charge doit donc elle-méme étre convexe are qui implique, pour tout réél compris entre 0 et 1,
et pour un coupleds, g2) quelconque de la frontiere :

f(Ao1+(1-A)02) <A f(01) +(1-A)f(02) 3.1
Comme dans le cas de I'étude du tenseur d’élasticité, il faut ici encore respecter les symétries

matérielles. Ceci implique en particulier dans le cas d’'un matériau isotropd go@é une fonction
symétrique des seules contraintes principales, ou bien encore, ce qui est équivalent, des invariants du

23
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tenseur des contraintes dont la définition provient du polynéme caractéristique :

Iy =traceo) =G (3.2)
I2:(1/2)trace(g2):(1/2) 0ijTji (3.3)
I3=(1/3)trac€0*) = (1/3) 6ij Ok Oki (3.4)

L'expérience montre que la déformation plastique d’'un grand nombre de matériaux est indépendante
de la pression hydrostatique. Ceci améne a considérer comme variable critique a faire figurer dans la
définition du critére non plus le tenseur de contraintes lui-méme, mais son dégadétini en enlevant
ag la pression hydrostatique, et ses invariants :

s =0-(11/3)! (3.5)
J; =traces) =0 (3.6)
Jo=(1/2)tracds?) = (1/2) sjS;j (3.7)
Js=(1/3)tracds?) = (1/3) s} SikSi (3.8)

(3.9)

Il est commode, en vue de réaliser les comparaisons avec les résultats expérimentaux, de disposer
d’expressions des critéres dans lesquelles les valeursdet homogénes a des contraintes, c’'est ce qui
ameéne par exemple a utiliser a la placelgiBinvariant J, qui peut également s’exprimer en fonction des
contraintes principaless, a2, 03, ou de la contrainte dans le cas d’'un état de traction simple :

3= ((3/2)sj5i) "2 = ((1/2) (01— 02)*+ (02— 032+ (53— 01)?)) "* =|o]  (3.10)

La valeur précédente est a rapprocher de celle de la contrainte de cisaillement octaédral. Les plans
octaédraux sont ceux dont le vecteur normal est de{tyk 1} dans I'espace des contraintes principales.
Il est aisé de montrer que le vecteur contrainte évalué sur le plan (1,1,1) a partir des vateusdes
a pour composantes normaig et tangentiellac :

Ooct = (1/3) 11 Toct = (\@/3) J (3.11)

La valeur deJ définit donc le cisaillement dans les plans octaédraux. Les remarques précédentes
indiquent que le plan de normale (1,1,1) va étre un plan privilégié pour la représentation des critéres.
En effet, tous les points représentant des états de contrainte qui ne difféerent que par un tenseur sphérique
(donc qui sont équivalents vis—a—vis d’un critére qui ne fait pas intervenir la pression hydrostatique) s’y
projettent sur le méme point. La figuel montre ce plan, dans lequel les projections des axes principaux
déterminent des angles da/3, et qui a comme équatian + 02 + 03 = —11/3.

Pour traiter le comportement des sols (les argiles par exemple) ou des matériaux pulvérulents
artificiels, on est amené a utiliser le troisieme invariant. On introduit alors :

S=((9/2)sjsiksd) "> = ((9/2)(s.9) : 9)*° (3.12)

On note queéSvauto en traction comme en compression simple (tenseur uniaxial avec comme seule
composante non nulle), qu'il vaut 0 en cisaillement simple, eto pour une expansion équibiaxiale
(o1 = 02 = g, les autres composantes nulles). Cela permet donc de représenter des différences de
comportement en traction et en compression. Par ailleurs, sa combinaisdrpavetet de définir I'angle
de Lode 8, qui intervient dans la définition de certains critéres :

3
0= ;arcsin<§> (3.13)
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o désigne les points qui peuvent se ramener
a de la traction simple, o ceux qui peuvent se
ramener a la compression simple (par exemple
un chargement biaxial, car un état ou les seules
contraintes non nulles sont 6;=06,=0 est équivalent
a 03=-0), O est un état de cisaillement

FiG. 3.1 — Etats de contraintes caractéristiques dans le plan déviateur

3.2 Criteres ne faisant pas intervenir la pression hydrostatique

3.2.1 Critére de von Mises

Dans la mesure ou la trace du tenseur des contraintes n’intervient pas, le critére le plus simple est
celui qui n'utilise que le second invariant du déviateur des contraintes, ou encore J [25] (voir en annexe
la section10.2). Ceci correspond a un ellipsoide dans I'espace des tenseyraétriques (expression
quadratique des composantgs qui sont toutes équivalentes), soit,asi est la limite d’élasticité en
traction :

f(o)=J-oy (3.14)

3.2.2 Critéere de Tresca

L'expression du critére de von Mises fait intervenir les cisaillements maximaux dans chaque plan
principal, représentés par les quantités< ;). La spécificité du critere de Tresca est de ne retenir que
le plus grand d’entre eux. Le fait de rajouter une pression a chaque terme de la diagonale ne modifie pas,
comme prévu, la valeur du critére. Contrairement au cas précédent, cette expression ne définit en général
pas une surface réguliere (discontinuité de la normale, points anguleux) :

f(0) = max|o; — gj| — oy (3.15)
1)

On peut également exprimer le critére en fonction de I'angle de Lode :

f(o) = \2/‘]§cos(e) — 0y (3.16)

3.2.3 Comparaison des criteres de Tresca et von Mises

Comme il n’est bien entendu pas question de se placer dans I'espace des 6 (ou 9) composantes du
tenseur des contraintes, il faut se résoudre a ne visualiser les frontieres du domaine d’élasticité que dans
des sous—espaces a deux ou trois dimensions. Les représentations les plus courantes s’effectuent :

e dans le plan traction—cisaillement (figuBe2a), lorsque seules les composarges 011 etT = 012

sont non nulles; les expressions des critéres se réduisent alors a :

12

—vonMises:  f(0,1) =(0%+31?)7 — oy (3.17)

—Tresca: f(0,1) = (0 + 41%) vz _ oy (3.18)
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e dans le plan des contraintes principales, ¢2) (figure 3.2b), lorsque la troisieme contrainte
principalecs est nulle :

—von Mises:  f(01,02) = (0% + 03— 0107) vz _ oy (3.19)
—Tresca: f(01,00) = 02—0y Si 0<01<0y (3.20)
f(01,00) = 01—0y Si 0<0<0q (3.21)

f(01,00) = 01—-02—0y si 0,<0 <0 (3.22)

(symeétrie par rapport a l'ax@, = o) (3.23)

e dans le plan déviateur (figul), le critere de von Mises est représenté par un cercle, ce qui est
cohérent avec son interprétation par le cisaillement octaédral, le critére de Tresca par un hexagone;

e dans I'espace des contraintes principales, chacun de ces critéres est représenté par un cylindre de
génératrice (1,1,1), qui s’appuie sur les courbes définies dans le plan déviateur.

012 02
Oy
Tm
72 AN 74 |
G11 —Oy o1
—0O, Oy P Oy,
X VY
X—__ | = //
a o b.
_G),

FiG. 3.2 — Comparaison des critéres de Tresca (en pointillés) et de von Mises (traits pleins), (a) En
traction-cisaillement (von Misesti = 0y/+/3, Tresca 1; = y/2), (b) En traction biaxiale

3.3 Criteres faisant intervenir la pression hydrostatique

Ces critéres sont nécessaires pour représenter la déformation plastique des matériaux pulvérulents,
des sols ou en présence d’endommagement du matériau. lls expriment le fait qu'une contrainte
hydrostatique de compression rend plus difficile la déformation plastique. Une des conséquences de
leur formulation est qu'ils introduisent une dissymétrie traction—compression.

3.3.1 Critére de Drucker—Prager

C’est une extension du critére de von Mises, combinaison linéaire du deuxiéme invariant du déviateur
et de la trace du tenseur des contraintes. C’est toujours un cercle dans le plan déviateur, mais qui dépend
de I'«altitude» sur la trissectrice des ax®so,, 03 de contraintes principales (figuge3a) :

f(o)=(1-a)d+al;—oy (3.24)

La limite d’élasticité en traction rest,, et la limite d’élasticité en compression esty/(1—20a). Le
coefficienta dépend du matériau, il est bien entendu compris entre 0 et 1/2, et on retrouve le critére de
von Mises poun = 0 (figure3.3b).

Une expression plus complexe de ce méme critére fait intervenir une forme plus compliquée de la
contribution déviatorique, prenant en compte le troisieme invariant. En reprenant I'expréd<ioui
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(o] J
3 c,/a
\ Gy/l—OC
02 <
<o L
cy/a
O] a b.

FiG. 3.3 — Représentation du critére de Drucker—Prager, (a) dans I'espace des contraintes principales, (b)
dans le plan; — J

définitS on pose :
3
2

I (1_@ (j’ﬂ (3.25)

On utilise ensuité a la place d& dans la formule.24 K est un coefficient dépendant du matériau ; on
retrouve le critére initial avek = 1, et on doit avoir 0778 < K < 1 pour que le critére reste convexe.

3.3.2 Le critere de Mohr—Coulomb

Il est apparenté au critere de Tresca, faisant intervenir comme lui le cisaillement maximal, mais en
méme temps la contrainte «moyenne», représentée par le centre du cercle de Mohr correspondant au
cisaillement maximum, soit :

f(0) = 01— 03+ (014 03) sing— 2Ccosp (avecosz < 0o < 07) (3.26)

Ce critére est sous—tendu par la notion de frottement, et suppose que le cisaillement maximal que peut
subir le matériauT; en figure3.4a) est d’autant plus grand que la contrainte normale de compression
est élevée [3]. La limite admissible constitue wmairbe intrinsequelans le plan de Mohr. La formule
énoncée ci—dessus est obtenue avec une regle de frottement linéaire :

ITt| < —tan(@) T, +C (3.27)

La constant€ est la cohésion, correspondant a la contrainte de cisaillement qui peut étre supportée par
le matériau sous contrainte moyenne nulle. Langtiesigne le frottement interne du matériauCsist
nul et@ non nul, le matériau est dit pulvérulent. @est nul etC non nul, comme dans le cas du critére
de Tresca, le matériau est purement cohérent.
Le critere peut également s’exprimer sous la forme suivante, en fonction de la p&yssede la
limite d’élasticité en compressioRy, :

f(0) =Kpo1—03—Rp (3.28)
_1+sing _ 2Ccosp
avecKp = 1-sino Rp = 1_sino (3.29)

Dans le plan déviateur (figurg4b) on obtient un hexagone irrégulier, caractérisé par les valeurs
suivantes (avep = (—1/3)l;) :

o = 2v/6(Ccosp— psing)/(3+ sing) (3.30)
oc = 2V/6(—Ccosp+ psing)/(3—sing) (3.31)
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03

o,

O1 02
O;

b.

FIG. 3.4 — Représentation du critere de Mohr-Coulomb, (a) dans le plan de Mohr, (b) dans le plan
déviateur

3.3.3 Critére de Rankine

Ce critére est plutdt employé comme critére de rupture dans les matériaux fragiles (craie), et pas
pour définir la limite d’'un domaine d’élasticité. Il s’exprime [21] en fonction des contraintes normales
principales :

f(0) = Max(ai) — oy (3.32)

On peutillustrer ce critére par sa trace dans le plan de contraintes prin@pateslorsquecs; =0 :

il s’agit de deux demi-droites paralléles aux axes, dans la direction des contraintes négatives, et qui
s’appuient sur le point; = 02 = 0y.

3.3.4 Criteres «fermés»

Les trois critéres précédents prévoient que le matériau devient infiniment résistant en compression
triaxiale. Ce comportement n'est en général pas vérifié sur les matériaux réels qui sont sensibles a la
pression hydrostatique. Pour permettre de simuler par exemple des opérations de compaction, il faut
«fermer» les surfaces de charge. Les modéles ci-dessous s’appliquent aux sols (argiles notamment), aux
poudres artificielles :

o le critére elliptique, dans lequel les deux paramétres mat€retl vont dépendre de la porosité

f(0) =3CF+FIZ -0y (3.33)

e le modéle «Cam-clay modifié»; il s'agit d’'une expression dérivée d'un modéle développé
initialement a I'Université de Cambridge pour représenter le comportement de 'argile ; il est défini
par une ellipse décalée vers la compression hydrostatique ; il n’est utilisable qu’en compression :

IN? (I 2,
o= () +(5-r) - (339

Une autre maniéere d’obtenir un domaine fermé est de conserver la forme initiale du critére qui prévoit
un matériau indéformable en pression hydrostatique de compression, et de lui associer un «bouchon» du
c6té des pressions hydrostatiques négatives. C'est la classe des modélesdp-typadelqui ferment
par une ellipse dans le pldn-1 (out —I) le domaine défini par le critere de Drucker—Prager.

Un dernier type d’'applications mérite d'étre cité dans cette énumération. Il s’agit de la représentation
de 'endommagement des alliages métalliques. Pour le représenter, on travaille également avec une
influence de la pression hydrostatique. Les modeéles sont sensibles a la pression hydrostatique, a cause
de 'ouverture progressive de cavités. Le modele le plus connu est di & Gurson [9].

J? |
f(o)=u. = 7 +2n*q1cosh<220;> — (1+0n?) (3.35)
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On donne icila formulation correspondant a la limite d’élasticité initiale. Pour simuler un chargement
complet, comme pour les tous les autres modeles dailleurs, il faut remptgcgar la limite
d’élasticité actuelle, prenant en compte I'écrouissage isotrope, et éventuellement introduire d’autres types
d’écrouissage.

3.4 Critéres anisotropes

Lorsqu’on mesure expérimentalement la surface de charge sur un matériau métallique, on constate
gu’en présence de déformations inélastiques, elle subit une expansion, une translation, et une distorsion.
Les deux premiéres modifications sont représentées par les écrouissages isotropes et cinématiques, mais
la derniére n’est pas prise en compte par les modéles courants, d’autant que la forme évolue au cours de la
déformation sous chargement complexe : on est la en présence d'anisotropie induite. Il existe par ailleurs
des matériaux fondamentalement anisotropes par fabrication, matériaux composites a fibres longues par
exemple. Les modéles de matériaux hétérogénes permettent de tenir compte naturellement de certaines
anisotropies, mais ils restent d'un emploi délicat, et on ne peut pas actuellement envisager de traiter
dans un cadre industriel le cas de I'anisotropie la plus complexe. Il existe néanmoins de nombreuses
possibilités d’extension des critéres isotropes a la description de matériaux anisotropes. La voie la plus
générale, mais qui n’est pas réellement opérationnelle, consiste a considérer que le critére est une fonction
des composantes du tenseur des contraintes dans une base donnée. La forme choisie doit étre intrinseque,
ce qui impose que le résultat obtenu soit invariant par changement de repére. Un guide pour construire
ce type de modéle est fourni par les théories des invariants. On se contente par la suite d’approches plus
simples.

La solution la plus généralement adoptée généralise le critére de von Mises, en utilisant a la place de
J(o) I'expression :

Js(0) =(0:B:0)"/? (3.36)

qui faitintervenir le tenseur du quatrieme or@eChoisir pouBle tenseud tel ques=J: o (s déviateur

associé a) redonne bien entendu le critere de von Mises. Comme pour le cas de I'élasticité, on peut
reduire le nombre de composantes libres du tenBguar des considérations de symétrie. En plus des

conditions habituelles sur les composarBgg = Bijk = Bjik = Buij, il faut tenir compte du fait que
Bjj« = 0 sil'on veut encore assurer 'incompressibilité plastique (la vitesse de déformation plastique est
portee par la directioB : g). Il reste donc 15 coefficients libres (comme une matrigeSesymeétrique).

Si le matériau admet 3 plans de symétrie perpendiculaires, les termes de couplage entre composantes
axiales et composantes de cisaillement [Blg2) sont nuls, et il ne reste que 6 composantes, lorsque le
tenseur est exprimé dans le repére correspondant. On retrouve alors I'expression classique :

f(0) = (F(011— 022)* + G(022 — 033)* + H (033 — 011)?

(3.37)
+2L0%,+2M0%;+2No%y)? — oy = fu (o)

En représentant le tenseur d’ordre 4 comme une matrice 6x6, les terBesdgivent dans ce cas
particulier :

F+H —F -H 0 0 O
-F G+F -G 0 0 O
—H -G H+G 0 O O
0 0 0 42 0 O (3.38)
0 0 0 0O MM O
0 0 0 0O 0 N

Une manipulation simple permet de vérifier que le méme critére s’exprime également en fonction
des composantes du tenseur déviateur assodi¢Ja(o) = (s: B': s)¥/2, ou les composantes d&
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s’écrivent :

2F —-G+2H 0 0 0O 0 O
0 2F+2G—H 0 O 0 O
0 0 -F+2G+24d 0 0 O
0 0 0 42 0 O (3.39)
0 0 0 O M O
0 0 0 0O 0 AN

L'isotropie transverse autour de I'axe 3 ne laisse subsister que 3 coefficients indépendants, car on a
alorsF =G, L =M, N =F +2H. Lisotropie compléte implique de plus =H, L =N, N = 3F, ce
qui redonne le tenseursignalé plus haut et I'invariant de von Mises. Si on veut de plus représenter la
dissymétrie entre traction et compression, il faut avoir recours a une expression qui réintroduit une forme
linéaire, telle celle du critére de Tsai :

f(0) = fu(0) + Q(022 — 033) + P(011 — O33) (3.40)

De méme qu'il existe une voie de généralisation pour les critéres exprimés en termes d'invariants, il
existe des résultats pour ceux qui sont exprimés en termes de contraintes principales. Un cas trés courant
en géotechnique est celui des matériaux isotropes transverses, dont le critére peut s’écrire en fonction
des contraintes normales principales efNdet T, qui sont respectivement les contraintes normales et
tangentielles sur une facette perpendiculaire a I'axe de schistosité (c’est—-a—dire une facette paralléle au

plan isotrope de schistosité), défini par le vecteur naimé
1/2
N=non T= (Hg.gHz— N2> (3.41)

Ainsi le critére de Coulomb pour les matériaux isotropes transverses s’écrit :

f(0) = maxKpmaxg; —ming; — R, T + Ntang —C') (3.42)
_1+sing _ 2Ccosp
P™ 1—sing " 1-sing (3.43)

et ou@ désigne I'angle de frottement dans le plan de schistdSité,cohésiong I'angle de frottement
pour le glissement d’'une lame par rapport a 'auda cohésion.
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Résumé

31

Critere de Tresca :

Critére de von Mises :

principaleos est nulle :

—von Mises :
—Tresca:

e Critere de Drucker—Prager :

e Critére de Coulomb :

—von Mises :

—Tresca:

avecK, =

f(o) = maxgi —gj| — oy
I’J

f(o)=J-oy

dans le plan traction—cisaillement (figuBe2a), lorsque seules les composantes
0 = 011 etT = 012 sont non nulles ; les expressions des critéres se réduisent alors a :

f(0,1) = (0®+3%)* g,

f(0,1) = (0 +41%) Y2 g,

dans le plan des contraintes principales, 62) (figure 3.2b), lorsque la troisieme contrainte

f(01,02) = (03 + 0% —0107) vz _ oy

f(01,02) = 02—0y si  0<01<02
f(01,00) = 01—0y Si 0< 02507
f(0'1,0'2) = 01—02—0y Si 02<0 <oy

(symétrie par rapport a l'ax@ = o)

f(0) = (1-a)J +al —oy

f(0) =Kpo1—-03—Rp
1+sing
1-—sing

~ 2Ccosyp
~ 1—sing

p
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Chapitre 4

Plasticité et viscoplasticite 3D

4.1 Introduction

La grande diversité des matériaux réels se traduit par I'existence d'une multitude de lois de
comportement et en particulier d’'une grande variété de critéres et de lois d’évolution aussi bien en
élastoplasticité qu’en élastoviscoplasticité. Il est illusoire de vouloir établir une liste exhaustive des
modeles, d’autant plus que les chercheurs continuent encore a proposer de nouvelles versions. Aussi
ce chapitre sera-t-il consacré a une tache plus modeste qui consiste a présenter le cadre général
d’écriture, en illustrant I'exposé par les lois les plus classiques, et en se limitant aux transformations
infinitésimales (petits déplacements et petits gradients de déplacements). On considérera d’abord les
modeles pour lesquels la surface de charge n’évolue pas (elle pourra éventuellement étre de rayon nul
en viscoplasticité), donc qui ne présentent pas d’écrouissage. Lintroduction de I'écrouissage se fera
au chapitre suivant. Pour le moment, on résume les concepts généraux qui ont été introduits dans les

chapitres précédents.

4.1.1 Décomposition de la déformation

Le tenseur symetrique des déformati@rest decomposé en trois parties :
e Une partie élastique® fonction de la variation du tenseur de contraigtentre I'état actuel et
I'état initial (contrainte a I'état de référena®, ; dans un grand nombre d’applications, il s’agit de
I'état de contraintes nulles, mais il est par exemple toujours présent en géotechnique). En élasticité
linéaire :
e=N":(0-0) (4.1)
e Une partie de dilatation thermiqt.géh fonction de la température actuelleet de la température
a I'état de référencd,. Elle s’écrit a l'aide d’'un tenseun, qui dépend éventuellement de la
température, et qui est sphérique dans le cas des matériaux isotropes. En confondant température
initiale et température de référence :
e =(T-T)a (4.2)
e Une partie non élastique™, elle méme décomposée en une partie plastifuet une partie
viscoplastique'P, (régies par des lois d’écoulement en élastoplasticité et en élastoviscoplasticité).
D'ou:
e=N"":(0-0)+e"+eP+e" (4.3)

Cette derniere décomposition de la partie non élastique des déformations exprime le fait que, durant
une transformation du matériau, divers mécanismes peuvent rentrer en jeu conduisant a une dissipation de
I'énergie (irreversibilité) et que, dans I'échelle des temps considérée, la viscosité de certains mécanismes
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peut étre négligee (plasticité instantam€pealors que pour les autres le temps réel doit intervenir dans les
vitesses (déformations viscoplastiqe€d). On alaissé de cote ici les déformations liées a des évolutions
de microstructures tels que les changements de phase.

4.1.2 Critéres

Chacun des mécanismes responsables du comportement inélastique est caractérisé par un certain
nombre de variables, appelées variables d’écrouissage, caractérisant a un instant donné I'état du matériau,
et I'influence du chargement thermomécanique passé. Comme indiqué au chapitre précédent, le domaine
d’élasticité se définit dans I'espace des contraintes et des variables d'écrouissage (et de la température).
A température et écrouissage fixés, c’est une partie de I'espace vectoriel de dimension 6 des tenseurs du
second ordre symétriquede = {g/ f(g,A;,T) < 0}, la conditionf(ag,A;, T) = 0 définissant quant a
elle la frontiere du domaine d’élasticité. On ne considérera pas les varilpesir le moment.

4.1.3 Lois d'écoulement

Ce sont les regles qui vont permettre de définir la vitesse de déformation plastique ou viscoplastique
lorsqu’on n'est plus en élasticité. L'étude des modéles rhéologiques a montré la nature des équations
mises en jeu pour ce qui concernmiénsitéde la vitesse d’écoulement. Celle ci est liée a la vitesse
de contrainte ou de déformation totale pour un modéle plastique, et a I'état actuel de contrainte et
des variables internes pour un modéle viscoplastique. Pour généraliser les résultats précédents au cas
tridimensionnel, il importe de se préoccuper également dirdetion de I'écoulement. Cette direction
doit étre définie par un tenseur dans I'espace vectoriel de dimension 6 des tenseurs du second ordre
symétriques.

Les lois d'écrouissagedéfinissant I'évolution du domaine d’élasticité, complétent le modéle pour
le cas d’'un matériau dont la résistance a la déformation évolue avec celle-ci. Elles seront abordées au
prochain chapitre.

4.2 Formulation des lois de comportement viscoplastiques

4.2.1 Ecriture générale

Pour définir un comportement viscoplastique, il faut disposer d’'un modéle qui donne lintensité
de la vitesse de déformation viscoplastique (un scalaire) et sa direction (un tenseur du second ordre
symétrique en petites déformations). Les deux chapitres précédents fournissent les briques nécessaires.
Ainsi, la généralisation de I'écriture de la vitesse de déformation viscoplastique est-elle immédiate. On
conserve la notion de fonction de viscosjiéqui va continuer de porter sur la valeur de la fonction
définissant le domaine d’élasticité, Dans la mesure ol on dispose maintenant d’une expression valide
sous chargement multiaxial podir on définira I'intensité de I'écoulement, ou vitesse de déformation
viscoplastique équivalente, a I'aide d’'une fonctip(p: R™ — R™), par :

v=0((f)) (4.4)

Dans le cas général, la direction d’écoulement sera niték y a deux possibilités concernant la
définition de la direction d’écoulement. Elle peut n’étre pas liéeauquel cas on introduit généralement
une fonctiong, qui porte sur les mémes variables que savoir le tenseur de contraintes et les variables
d’écrouissaged: (0,A)) — g(g,A)). On écrit :

. . . 0g
vp __ _
€ _VN_v—aG (4.5)
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La seconde possibilité, qui constitue un cas particulier important, consiste a utiliser le €rjjore
définir la direction d’écoulement, si bien gfieet g sont identiques, et que la direction d’écoulement est
df/da. En appelanf la primitive de@, on peut alors écrire :

o 0f _9Q0f 00

"% " a1a0 20 e

Dans un tel modéle, dit modélstandard ou modéle de viscoplasticit@dssociée la direction
d’écoulement est fournie par la normale a la surface de charge. La forfetemmmstitue unpotentiel
viscoplastique[18, 19], puisque sa donnée va suffire a caractériser complétement I'écoulement en
intensité et direction. Dans la suite, on notera gradient def par rapport a, n=0f /do.

4.2.2 Exemple

La généralisation du modéle de Norton en adoptant le critere de von Mises, s'effectue simplement
en utilisant comme critere la fonctioh dépendant des contraintes uniquemént J(o), et comme
potentiel la fonctio suivante :

K J(o n+1
T+l < (KN)> .
On obtient alors : N
= (i) 3;1 (4.8)

Le premier terme de I'expression précédente est un scalaire qui donne l'intensité de I'écoulement, il est
bien égal &|o|/K)" pour une sollicitation de traction simple. Le second est un tenseur symétrique du
second ordre, qui représente la direction d'écoulement, portée par la normale a I'équipotentielle au point
de fonctionnement courant, qui sera natéea derivée partielle d&par rapport & s’évalue simplement
(voir Annexe) par : s .

9 _0).08 3% Lig=32 (4.9)

00 0s dg 2J =~ 3~ -

On note que, lorsqu’on utilise le critére de von Mises, la direction d’écoulement est portée par le
déviateur de contrainte.

Comme on I'a déja souligné, pour un tel type de modéle, la limite d'élasticité est nulle en
permanence, et le domaine d’élasticité est réduit a un point. Ce cas serait sans intérét pour un modéle de
plasticité indépendante du temps.

Pour retrouver le modéle de Bingham, il suffirait de prendre une fonction du second degré :

~1/J0)-o 2
Q_2<n y) (4.10)

4.2.3 De la viscoplasticité a la plasticité

La figure4.1a montre la forme du potentiel viscoplastigQe fonction monotone croissante de
telle queQ(0) = 0, qui illustre le fait que l'intensité de I'écoulement dépend de I"altitude” du point
de fonctionnement courant, et que, géométriguement, la direction du vecteur vitesse de déformation
inélastique est normale aux surfaces équipotentielles. Comme indiqué au début de cette partie, on ne
considere ici que le comportement sans écrouissage ; le domaine d’élasticité est donc défini uniguement
en fonction de I'état de contrainte. Lorsque la fonctipfou Q) devient de plus en plus non linéaire (par
exemple en faisant le choix d’'une fonction puissance dont I'expasimd vers l'infini), les projections
des equipotentielles sur I'espac®) Ee resserrent autour de la surfdce 0. On définit ainsi une zone
de I'espace dans laquelle le potentiel est nul, et une autre ou il varie trés rapidement. A laQimite,
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a. b.

FiGc. 4.1 — Comparaison des théories de plasticité et de viscoplasticité, (a) potentiel viscoplastique, (b)

obtention d’'un modéle plastique par passage a la limite

se confond avec la fonction indicatrice du domaine d'élasticité 4Hig), et on ne peut plus définir
I'intensité de I'’écoulement paQ/of.

On illustre ainsi la différence de nature entre les théories de viscoplasticité et de plasticité. Le
cadre viscoplastique autorise, pour écrire un modeéle, une grande liberté dans le choix de la fonction
de viscosité, alors que, dans le cadre de la plasticité (du moins dans le cas de la plasticité associée),
'expression méme du domaine d’élasticité détermine l'intensité de I'’écoulement. C'est en effet la
condition de cohérencé = 0 qui va fournir en plasticité I'équation qui disparait en raison de la
singularité de la fonction indicatrice deen f = 0. Le formalisme plastique consiste alors a remplacer
0Q/0f par le multiplicateur plastiquk, qui sera déterminé avec la condition de cohérence :

EP =N 4.11
=55 (4.11)
Dans un cas comme dans l'autre, on définit un écoulement qui respeetgdade normalitepuisque
la vitesse est portée par le gradient de la fonction de chdrge( dans le cas plastiqud,= const.
dans le cas viscoplastique). Cette régle aura d'importantes conséquences sur la réponse du matériau, en
particulier dans le cas de sollicitations multiaxiales.

4.3 Formulation des lois de comportement plastique

Historiquement la théorie de la plasticité s’est développée indépendamment de celle de la
viscoplasticité. On vérifie dans ce paragraphe que le chemin suivi améne exactement au méme
formalisme.

4.3.1 Principe du travail maximal

Il est souvent attribué a Hill [10], mais il a été discuté par von Mises [25] et Taylor [20]. Il stipule
que, pour urdeP réel donné, le travail des contraintes réelfesst supérieur au travail de tout autre
tenseur de contraintes admissilaie (id estne violant pas la loi de plasticit¢) associ@e. Afin de
conserver la forme en vitesse qui est employée tout au long de ce document, on donne ici la version en
vitesse de déformation, qui fait donc intervenir la puissance plastique. En nbtartenseur vitesse de
déformation plastique réel, il vient :

(0—0"):€P>0 (4.12)

Ce principe peut en fait étre démontré dans le cas de métaux qui se déforment par glissement et obéissent
a la loi de Schmid. Il n'est pas vérifié par tous les matériaux, en particulier par les sols. Il a des
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conséquences importantes concernant la direction d'écoulement plastique et la forme de la surface de
charge.
Si, se référant a la figur.1b, on cherche a construire une théorie dans laquelle on veut maximiser
la puissance plastique en appliquantdatrainte(au sens d’un processus d’optimisatidiip™) < 0, on
est amené pour résoudre le probleme a introdeiE) tel que

F(0*) = 0" : EP—f (4.13)

Le scalaire\ est un multiplicateur (voir par exemple [14]) qui sera déterminé par la suite. On aura un
point stationnaire s3F /dcg* = 0. Ce point sera effectivement un maximum si la fonctiaest convexe.
On retrouve ainsi :

EP = A 4.14

€ 5 (4.14)
On a bien retrouvé le cas du paragraphe précédent. La direction d’écoulement est donc bien portée
par la normale a la surface de charge. La fonction indicatricé peie le réle d'un pseudo-potentiel
(car elle permet de déterminer la direction de I'écoulement, mais pas son intensité, comme dans le cas
viscoplastique).

4.3.2 Interprétation géométrique du principe de Hill

Dans cette section, on retrouve les propriétés liées au principe de Hill par des considérations sur la
géométrie du probléme.

Regle de normalité

Si on choisito* sur la surface de charge, on vérifie queg sist dans le domaine d’élasticie®, = O.
Si le domaine d'élasticité ne présente pas de coins, le principe du travail maximal peut atre appllque a
partir d’'un pointo de la surface de charge, en choisissant un gwinbfiniment proche, également sur
la surface de charge’ se déduit de a I'aide d’'un tenseut* appartenant au plan tangent a la surface
eno (0" = o+kt*, aveck > 0). Le méme raisonnement peut étre recommencé en prehant —k t*
comme point de départ, ce qui conduit aux deux inégalités suivantes :

kt*:€P>0 et—kt":eP>0 (4.15)

sibienque t*:¢P =0 (4.16)

La vitesse de déformation plastique est portée par la normale a la surface de charge.

On peut donc effectivement écrire I'écoulement plastique a l'aidendst d’'un scalaire, on
retrouve ainsi une forme faisant intervenir le multiplicateur plastiquedn peut alors montrer que
ce multiplicateur estoujours positif car, en choisissant maintenasit sur la normale au poing, a
I'intérieur du domaine d’élasticitég — o*) = kn est colinéaire & et de méme sen& (> 0), si bien que
(0—0%):£P > 0 devient:

kn:An>0 dol: A>0 (4.17)

Dans le cas des matériaux qui vérifient le principe du travail maximal, la surface de charge joue
en méme temps le role de pseudo-potentiel plastique, et détermine I'’écoulement plastique a un scalaire
multiplicatif pres. Si la surface n’est pas réguliére et présente un coin auqaintexiste un cone des
normales, a l'intérieur duquel se trouve la direction de I'incrément de déformation plastique.
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FiG. 4.2 — Conséquences du principe du travail maximal, (a) illustration de la régle de normalité,
(b) convexité def

Convexité de la surface de charge

En appliquant de nouveau le principe du travail maximal a partir d’'un état de contcaBue la
surface de charge, et en considémna I'intérieur du domaine d’élasticité, la regle de normalité permet
maintenant d’écrire la relation suivante, qui exprime que la surface doit se trouver toute entiére du méme
cOté du plan tangent en(Fig.4.2b) :

(0-0%):n>0 (4.18)

Le domaine délasticité est donc convexe. Il en est de méme pour la forfction

4.4 Directions d’écoulement associées aux criteres courants

Les directions d’écoulement sont calculées dans un premier temps pour un matériau sans écrouissage.
Les modifications apportées par I'écrouissage seront indiquées au chapitre suivant. Les résultats obtenus
sont valables en plasticité comme en viscoplasticité.

4.4.1 Critére de von Mises

La fonction de charge s’écrit(g) = J(0) — oy, si bien que la normale s’exprime :

~of d) aJ  os 0] 0%
n= 30 o0 35 do ou: M=o %0 (4.19)
En utilisant :
0 1
30 = Jij = Ok Oji — §5ij Okl (4.20)
on obtient : s
nj; = gsj]—' ouencore: n= gi (4.21)

Dans le cas du critére de von Mises, la direction d’écoulement est donnée par le déviateur du tenseur
des contraintesCette expression se simplifie en traction simple selon la direction 1 :

g1 O 0 1 0 0
s=73 0 -1/2 0 J=|o] n=|( 0 -1/2 O signgo) (4.22)
o o0 -1/2 0O 0 -1/2
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4.4.2 Critére de Tresca

La loi d’écoulement se définit par secteur dans I'espace des contraintes principales. Par exemple pour
le caso; > 02 > a3, la fonction de charge s’écritf.(o) = |01 — 03| — 0y, si bien que, pour 'ensemble
des états de contrainte qui verifient cette inégalité, la vitesse de déformation plastique posséde les mémes
composantes, le matériau ne se déformant pas selon I'axe 2 (déformation de type cisaillement) :

/10 0
sioc1>0,>03 : &=A| 00 O (4.23)
0 0 -1

La définition de la normale pose un probléme pour les états de contrainte correspondant aux points
singuliers, ainsi en traction simple, lorsque par exenmale- 0, = 03 = 0, le critere s’exprimant alors
indifferemmentf (o) = |01 — 02| — 0y, ou f(0) = |01 — 03| — 0. Il est alors classique de définir deux
multiplicateurs plastiques, se référant chacun a une forme du critére. Si ces deux multiplicateurs sont
choisis égaux, le modéle redonne la méme forme que le critére de von Mises en traction simple. Par
contre, des que I'état de contrainte s’éloigne de I'égalité stricte entre les compasaetes, c’est I'un
des deux régimes de type cisaillement qui prend le dessus.

/10 0 1 00
sio;>0,=03=0 : =X 00 0 |+p|l 0 -1 0 (4.24)
0 0 -1 0O 0 O

4.4.3 Critere de Drucker—Prager

La fonction de charge s’écrit(o) = (1 —a)J(0) +aly — oy, si bien que la normale possede
une composante sphérique. La déformation plastique évaluée avec un tel critére est accompagnée d’'une
augmentation de volume quel que soit le chargement appliqué :

3 S
gzé(l—a)j +al (4.25)
trace(¢éP) = 30\ (4.26)

De fagon générale, tout critere qui fait apparaitre la pression hydrostatique produit un terme de
changement de volume accompagnant la déformation plastique. Dans le cas de I'exgr@&sibast
remarquable de noter également que, quel que soit le chargement appliqué, compression comme traction,
la variation de volume esbujourspositive. Ceci s’avére étre un défaut pour le modéle, et explique que

I'on construise également des critéres dans lesquels on «ferme» le domaine d’'élasticité du coté des
pressions hydrostatiques négatives.

4.5 Comportement parfaitement plastique

Cas d’'un matériau élastique-parfaitement plastique

Dans ce cas, la fonction de charge ne dépend que du tenseur de contrainte. Le domaine d’élasticité
est fixe. Au cours de I'écoulement plastique, le point représentatif de I'état de contrainte ne peut que
“tourner” autour du domaine d’élasticité. Le multiplicateur plastique est indéterminé ; la condition de
charge plastique et la condition de cohérence deviennent respectivement :

: : - 0f -
pourf(g)=0etf(o)=0 : ¢£P =35 =M (4.27)
au cours de I'écoulement  :n:0=0 i (4.28)
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Calcul du multiplicateur plastique

Le multiplicateur plastique est indéterminé pour un matériau élastique-parfaitement plastique
chargé en vitesse de contrainte imposée. Cela est lié au fait que, le module plastique étant nul,
il existe une infinité de positions équivalentes en déformation plastique pour un état de contrainte
admissible donné, tel qu]{g) = 0Oy : ainsi, en traction simple; = 0p, tous les tenseurs diagonaux
(eP,(—1/2)eP,(—1/2)eP) sont des solutions possibles. Le fait d'imposer la vitesse de déformation totale
modifie bien entendu ce résultat. Le multiplicateur plastique va pouvoir étre déterminé, en combinant la
loi de comportement élastique écrite en termes de vitesse et la condition de cohérence, soit :

G=A:(—¢") et n:g=0 (4.29)

En remplagant par sa valeur dans la deuxieme égalité de I'équatiaf, il vient :

niA:(E—€7) =niA:

—n:A:An=0 (4.30)

M-

si bien que :

[ ]
>
1y}

A=

(4.31)

[ ]
>
[ ]

Dans le cas particulier de I'élasticité isotrope, et du critére de von Mises, on obtient successivement les
simplifications suivantes :

3Ss
Nijki = A&ijd + H(0iKdj + 81 djk)  nij = >3 (4.32)
Nij Aijk = 21y Nij Aijii Nia = 3K Nj Nijkl €1 = 21Ng & (4.33)
A=2n:¢ (4.34)
3 ~ ~
Pour un chargement uniaxial, avee- €;1, cette derniére expression se réduit a :
A =é&signgo) quiredonne: &P =¢ (4.35)

Sous chargement uniaxial, la vitesse de déformation totale et la vitesse de déformation plastique sont
identiques, puisque le niveau de contrainte reste inchangé pendant I'écoul€meésultat n’est pas
général.Lorsque le chargement s’effectue sur plusieurs composantes du tenseur de contrainte, il y a un
déplacement du point représentatif de I'état de contrainte sur la surface de charge, qui peut toutefois
atteindre une position asymptotique (voir a ce sujet I'exercice sur la traction—torsion d’un cylindre).
On peut donc par exemple avoir des diminutions de contrainte sur certaines composantes en présence
d’écoulement plastique.

4.6 Viscoplasticité/Plasticité non associée

Ce sont les théories qui s’appliqguent pour les matériaux, tels les matériaux géologiques, qui ne
vérifient pas la loi de normalité. Il faut alors utiliser une fonction pour la surface de charge, avec laquelle
on détermine la condition de charge—décharge et avec laguelle on forme la condition de cohérence. Par
contre, la direction d’écoulement est définie par référence a une autre fonction.

On écrira alors un modéle de viscoplasticité a partir d’'une foncti@t d’'une nouvelle normale
N. Dans certains cas, mais ce n'est pas obligatoire, cette normale s’exprimera comme le gradient d’une
nouvelle fonction,g. Un cas relativement courant dans les sols est celui ou I'on utilise un critére de
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Mohr—Coulomb, avec des valeurs differentes de la pousge&n général, 'angleb qui détermine la
demi-droite définissant la fonction de charge dans le plaf; est plus faible que celui de la demi-droite
qui définit la normale. On aura ainsi :

9g

gP=VN=q(f(9)) 5 (4.36)
Le modele de plasticité se réécrira quant a lui a partirwde :
. b of ag
6= P—=AN =— N=_—> 4.37
n:g=0 ¢ N avecn 56 N a0 (4.37)
Il vient donc :
. NiAcE
)\:N:Q:D (4.38)
Résumeé

La déformation totale se décompose en composantes élastique, plastique, viscoplastique,
thermique et de changement de phase :

e=A":(0—0)+E"+eP+eP

La contrainte et la déformation élastique sont reliées par le tenseur d’élasticité :

e=A":(0-0)

Dans le cas ou il n'y a pas d’écrouissage, la surface de charge, définie par la fdnakiirfixe

dans I'espace des contraintes. En plasticité parfaite, le donfain® est interdit, et il y a troi

régimes de fonctionnement :

e intérieur du domaine d’élasticité, §i< 0

o décharge élastique, §i=0 f <0

o écoulement plastique, i=0 f = 0. Dans ce cas, I'écoulement plastique est normalla la
surface de charge, on écrit :

12}

) . - of
p: = NAN—
e"=An )\60

L'ensemble de ces conditions se résument par :
=M f<0 A>0 Af=0

En viscoplasticité, le domaink> 0 est autorisé, il y a deux régimes de fonctionnement :

e intérieur du domaine d’'élasticité, i< 0

e écoulement viscoplastique §i> 0. Dans ce cas, I'écoulement viscoplastique est normal a la
surface de charge, on écrit, en not@xie potentiel viscoplastique :

e

vp _ 032
TR

On peut construire des modeéles viscoplastiques avec un domaine d’élasticité réduit a I'prigine,
car cela n'empéche pas de définir I'intensité de I'écoulement et sa direction, en se référant aux
équipotentielles. Ce n'est bien sdr pas le cas des modéles plastiques.
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Chapitre 5

Variables d’écrouissage

5.1 Introduction

La grande variété des comportements non linéaires se manifeste en particulier dans le
durcissement (ou I'adoucissement!) observé en relation avec le processus de déformation (écrouissage,
endommagement), dans I'évolution des propriétés liée au temps (vieillissement) ou a I'environnement
(interactions multiphysiques).

Ces phénomenes sont liés a des réarrangements de la structure intime du matériau conduisant
a un nouvel état. Si le comportement plastique se révéle inchangé, c’est qu'on est en présence
d'un comportement parfaitement plastique, sans écrouissage, comme celui qui a été étudié au
chapitre précédent. Le domaine d'élasticité sera modifié dans le cas du comportement a écrouissage
positif (durcissement) ou négatif (adoucissement). Certains matériaux présentent méme des évolutions
durcissantes puis adoucissantes, au cours d’une sollicitation cyclique par exemple. Le type d’écrouissage
peut par ailleurs étre modifié par des trajets de chargements complexes ou par le vieillissement du
matériau.

Les lois d'écrouissage sont donc les régles qui caractérisent I'évolution du domaine d’élasticité au
cours de la déformation inélastique. Ainsi qu'on I'a vu dans le cas uniaxial, les principales classes
d’écrouissage sont I'écrouissage isotrope et I'écrouissage cinématique. On se contente ici de tracer un
cadre général qui permet le développement des modéles nécessaires.

Le formalisme va différer assez peu de celui qui a été employé dans la partie précédente. On va
simplement rajouter deux séries de variables représentant I'écrouissagaridbkes d'état qui seront
pour le moment désignées collectivement par et leurs variables associéAg intervenant dans la
définition du seuil de plasticité. Par rapport au chapitre précédent, le modéle s’enrichit, puisque :

e il faut poser une relation entre Iég et lesq ;

o il faut étendre I'expression de la fonctidiio), en introduisant legy, soit f(g,A)) ;

e en plus de la vitesse d’évolution dé (ou £'P), il faut déterminer celle des; .

5.2 Matériaux standards géneéralisés

5.2.1 Une breve présentation du formalisme

L'approche la plus stricte d’'un point de vue théorique consiste a étendre au cas de I'’écoulement
(visco)plastique avec écrouissage les concepts qui ont été introduits pour le comportement sans
écrouissage. Dans cette construction, on range les variables d’écrouissage aux cotés de la déformation
élastiqgue dans I'énergie libre, que I'on note Bi(voir le cours de MMC [4], chapitre 6 pour une
présentation du potentiel d’élasticité). De méme que la contrainte s’obtient alors en prenant la dérivée
partielle par rapport a la déformation élastique,Agsont s’obtenir par dérivation partielle par rapport
aux a, (extension de la notion de potentiel d’élasticité). Les variallle®t a, sont des variables
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conjuguées dont le produit donne une énergie spécifique. Les vargllééinissent I'état du matériau,
et les variableg\ I'effet sur la mécanique de celles-ci.

ov
0= p@ (5.1)
ov

Pour le comportement élastique, I'égalié définit une bijection qui détermine completement le
comportement du matériau, la varialafeétant une variable observable accessible a I'expérience. On a
un comportement réversible, a un seul potentiel. Au contraire, les variaples sont pas directement
accessibles, et leur évolution ne s’obtient qu’au travers des modifications du domaine d’élassticité. Cette
évolution est obtenue en introduisant un second potentiel, qui mesurera l'irréversibilité du processus de
déformation.

Dans le cadre des modéles standards généralisés [8], on utilise la fonction de fajoarye pour
construire le potentiel de dissipation. On déterminera ainsi I'évolution des varighlsslon le modéle
déja introduit pour les déformations plastiques ou viscoplastiques. En lieu et place de la puissance
plastique, on considére maintenantlasipation intrinséquequi s'exprime :

@:gigp—A|d| (53)

La relation de Clausius-Duhem indique que cette dissipation, nulle pour les transformations
réversibles, est toujours positive dans le cas d’'une évolution dissipative. L'équation est établie par la
thermodynamique des milieux continus; elle indique que la puissance dissipée dans le processus de
déformation est la différence entre la puissance plastique et la quantité stockée (de facon temporaire ou
définitive) dans le matériau par le processus d’écrouissage.

Le cadre standard généralisé, qui peut étre vu comme une simple extension du principe du travail
maximal de Hill, suppose que cette dissipation est maximale. On aura par exemple une illustration
du termeA a; en considérant I'énergie élastique stockée dans le ressort du modéle de Prager par le
processus d'écrouissage, puis rendue lors de la décharge. Les équations d’évolution sont alors obtenues
en maximisant cette énergie, sous la condition fueste négatif ou nul. Il suffit pour cela de prendre
les dérivées partielles depar rapport &P eta;, avec :

F(0,A) =0:8P — AG —Af (5.4)
Dans le cas d’'un formalisme de plasticité, il vient alors :

A . A
EP=A_——=An ap=—A— 5.5
F=Ago=An  &=-Ag (5.5)
Cette classe de matériaux est intéressante d’'un point de vue théorique. Dans le cas ou I'énergie libre
est une fonction quadratique et définie positive des varialesa,, et ol le potentiel plastique est une
fonction convexe de etAy, il est possible de demontrer I'existence et I'unicité de la solution [15].

5.2.2 Exemple

L'écriture ci-dessus fournit de facon naturelle la nature des variables d’'écrouissage a utiliser pour
représenter I'écrouissage isotrope et I'écrouissage cinématique. En prenant comme exemple le cas
du critéere de von Mises, la fonction de charge s’écrit, en introduisant le sc&aimir modéliser
I'écrouissage isotrope et le tensetpour I'écrouissage cinématique (qui est un tenseur déviatorique) :

f(0,X.R) = J(0-X) ~R-0y = ((3/2)(s - X) : (s—X))*° ~R—0y (5.6)
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On appellera respectivementet o les variables associéesRaet X. L'énergie libre s’écrit alors
comme la somme de la contribution elasthue habitudlle et de deux termes additionnels :

1x. C:X (5.7)

1
W(e% R X) = We(£®) + 5HI+ X

si bien que
R=Hr X=Ca (5.8)

La variable tensoriellex associée a la variable d’écrouissagen’est donc pas autre chose que la
déformation plastique elle- méme, alors que la vitesse de la variabkociée a la variable d’'écrouissage
R s’identifie au multiplicateur plastique :

. af . of of
= — X 00 € __)\ﬁ A (5.9)

'Q
>
X
I
>
\
(’0

©

On note que, dans ce cas, la variabkidentifie a ladéformation plastigue cumulgp, qui mesure
la longueur du trajet de déformation, et qui se définit par :

= ((2/3)&P: £P)*° (5.10)

En utilisant le fait quen: n=3/2, on a en effet :
. . 05 .
((2/3)EP:£P)%° = ((2/3))\[1 : )\Q> —A (5.11)

Sous chargement uniaxial, lorsque le tenseur de vitesse de déformation plastique est une diagonale
(eP,—(1/2)eP,—(1/2)€P), le calcul dep'donne :p'= |€P|.

5.3 Expression de quelques lois particulieres en plasticité

5.3.1 Loide Prandtl-Reuss

C’est la loi obtenue en utilisant le critere de von Mises et une régle d’écrouissage isotrope. La
fonction de charge est donc :
f(o,R) = J(0) — oy —R(p) (5.12)

L'écrouissage isotrope est décrit par la fonctig(p). Dans le cas d’'un chargement uniaxial en
traction, ol seule la composartg; = o est non nulle, I'égalitéf (o,R) = 0 se resume a :

0 =0y+R(p) (5.13)

La courbe décrite pao(,+ R(p)) est donc la courbe d’écrouissage en chargement uniaxial monotone,
la déformation de tractlos:if1 = gP étant égale dans ce cas a la déformation plastique cumulée. Le module
plastique peut étre évalué comme la pente a cette courbe.

dR dR
0 =0y +R(eP H=—— = 5.14
y + ( ) deP d p ( )
R(p) peut étre définie point par point, par une fonction puissance ou une fonction exponentielle, comme
on I'a vu dans le chapitre sur la plasticité uniaxiale.
Quelle que soit la forme choisie pour R, la condition de cohérence permet de trouver le multiplicateur

plastique A = p) :

af_. of . . . .
a— a—RR 0 sécrit n:g-Hp=0 et (5.15)
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. n:o
=== 5.16
v (5.16)
La loi de Prandlt-Reuss permet de déterminer la direction et l'intensité de I'écoulement plastique :
: n:o 33
cP = = = o = — —
EP=An g0 oavec  n=g5 (5.17)

Dans le cas particulier de la traction simple, cette expression générale se réduit bien a la forme
uniaxiale habituelle :

Ni1 = Signgo) n:6=osigngo) et: A=p= €D (5.18)
- . ni10 o
sibienque: &P = |1_|—1 Ny = a (5.19)

5.3.2 Loi de Hencky—Mises

Il s’agit d’'une expression toute intégrée du modéle de plasticité, qui est valide uniquement dans le
cas d'unchargement simple’est-a-dire lorsque le chargement extérieur en termes de contraintes croit
proportionnellement a un seul paramétre scakligepartir d’un état initial non écroui. On a alors :

o=kow 6=kow s=ksu J=kIsavecO<k<1 (5.20)

La direction d’écoulement ne change pas tout au long de I'écoulement :

3§M

n=—- == 5.21
~ 2 JM ( )
Par ailleurs, I'expression de l'intensité de I'écoulement se simplifie, en suivant :
n:o 3 Om O'|\/|k Iv
v 2 ZML MR M 5.22
H 2 Juv H H (5-22)
On en deduit : )
. 3k 3s
p —— — —
€ 5 Sm 5T (5.23)

Les composantes de la vitesse de déformation plastique s’écrivent donc en fonction de la composante de
contrainte correspondante uniguement, ilgé@ouplagaeles composantes, ainsi par exemple :

. 6'11 . 3(.)'12
= = (5.24)
On peut reformuler la seconde expression en
2¢D 3
21, _ V3012 (5.25)

J/3  2H

Cette expression met en évidence la contrainte de cisaillepigmi,, équivalente dey1 en application
du critére de von Mises, et la déformation plastiqel,2\/3, équivalente def;.

Le découplage signalé dans la form&l24n’est gu'apparent, dans la mesure ou la limite d’élasticité
fait bien intervenir toutes les composantes. Elle correspond a une kaléek telle quekeJvy = oy. Les
intégrales définies qui permettent de calculer les composantes ont donc pourg@ainks
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5.3.3 Loide Prager

C’est la loi obtenue en utilisant le critére de von Mises et une régle d’'écrouissage cinématique
linéaire. Il faut pour cela introduire une variable d’écrouisségassociée a la déformation plastique, qui
s'écrit : X = (2/3) H eP. Cette variable est déviatorique, la fonction de charge s’écrit donc simplement :

f(0,X)=J(0-X)~0y avec J(o-X)=((3/2)(s—X):(s—X))°° (5.26)

La condition de cohérence s’écrit :
gcfr o+ g)f( X=0 soit n:6-n:X=0 avec Q:Z’J(:;Z;() (5.27)

On obtient donc :
: - 2 :
Q:g:g:)g:[\:<3HgA):HA (5.28)
Il vient donc de nouveau : _

A=(n:0)/H (5.29)

Le multiplicateur plastique a la méme expression formelle que dans le cas de I'écrouissage isotrope ;
il faut néanmoins noter que la définition deest modifiee, et quél est constant. Sous chargement
uniaxial, 0 = o1; étant la seule composante non nulle du tenseur des contraintes, et enXaesant
(3/2)X11, la fonction de charge et la condition de cohérence s’écrivent :

lo—X| =0y 0=X=HEP (5.30)

5.3.4 Ecoulement a vitesse de déformation totale imposée

Comme l'indiquent les deux exemples du paragraphe précédent, la condition de cohérence se
met toujours sous la méme forme, pour les lois de comportement courantes des matériaux isotropes.
Par comparaison avec le cas du matériau parfaitement plastique, seule va changer cette condition de
cohérence; il faut donc maintenant partir de :

6=NA:(E—£P) et n:g=HA (5.31)

Apres multiplication des deux membres de la premiere relation,gbvient cette fois-ci :

: niA:e
A= — —————— 5.32
H+n:A:n (5.32)
Remarques :
e Dans le cas de I'élasticité isotrope et d’'un matériau de von Mises, I'expression du multiplicateur

devient : 5 ]

pn: €
=== 5.33
H+3u ( )

e On appelle tenseur élastoplastique tangent l'opérateur qui permet d'obtenir la vitesse de
déformation plastique en fonction de la vitesse de déformation totale. Les équaBares 5.32
permettent d'écrire :

nmn/\mnp@-pq

—/\ N _ 5.34
ijki €8 — Nijia (H A Nk (5.34)
(/\ijkl r'lkl) rlmn/\mnpa>

= Aii 'gp —
ijkl € H —+ NisArstulty

£0q (5.35)
(5.36)
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Soit :
(Am@(n:A)
EP=L°P:¢ avec: L°P=A- — _ 5.37
SR = A AT 37
Résumeé
e Expression de I'énergie libre pour introduire écrouissages isotrope et cinématique :

1 1
W(e® R X) = We(g%) +§Hr2+§>§ G X

o Définition de la contrainte et des variables d’'écrouissagg:

oo A
~ page ' paon
e Lois d’écoulement généralisées :
- 0f - . . of
P=A—=A =-A——
E e T T A

avec la forme dé&V précédente, et
f(0,X,R) =3(0-X) —R—0y = ((3/2)(s—X) : (s—X))** ~R—0y

c’est la déformation plastique cumul@eayui est la variable d’état de I'écrouissage isotropé

P qui est celle de I'écrouissage cinématique linéaire.

2, et

¢ Regle de Prandtl-Reuss: _
=29
~ H ~
ou:
niAtE
P — n
~ H +0 . é\ []N
e Opérateur élastoplastique tangent :
(A @(n:A)
LEP=A— — -
H+n:A:n




Chapitre 6

Introduction a la mécanique des materiaux
hétérogenes

Les matériaux de structures possedent une échelle physique en deca de laquelle ils ne peuvent plus
étre considérés comme homogeénes. C'est évident dans le cas des composites étudiés précédemment a
I'échelle des plis, fibres ou inclusions individuelles. De maniére moins évidente, c’est le cas aussi des
alliages métalliques qui sont en fait des assemblages de grains monocristallins présentant des orientations
cristallines distinctes de grain a grain. Ces deux types de morphologie, a savoir la morphologie
fibre/matrice rencontrée dans les composites et la morphologie polycristalline, sont illustrés par les
figures6.1 et 6.2 respectivement. Pour le dimensionnement d’'une structure, il n’est pas raisonnable ni
encore possible de prendre directement en compte I'influence de I'ensemble de ces hétérogénéités sur la
réponse du composant. On cherche donc a remplacer le matériau hétérogéne par un imidieogkne
équivalentcaractérisé par des propriétés mécaniques effectives. Ces dernieres résultent de I'interaction
entre eux des constituants (dits aussi phases) au sein d’'un volume éléndvidirenatériau considéré.
L'objectif est donc, par exemple dans le cas des composites, de déterminer les modules d'élasticité
effectifs du matériau composite a partir de la connaissance des propriétés élastiques des constituants,
de leur fraction volumique et de leur arrangement. Le probléme posé est trés général et englobe des
situations plus complexes encore que les stratifiés étudiés précédemment, pour lesquels lintuition
pouvait fournir par exemple des cinématiques raisonnables. On le \esrajopriétés effectives ne
s’obtiennent pas par une simple moyertes propriétés des constituants pondérées par les fractions
volumiques. La distribution dans I'espace des différentes phases en présence est la clef pour optimiser
par la microstructure les propriétés souhaitées.

La mécanique des matériaux hétérogénes est une discipline de la mécanique des matériaux qui est
en pleine expansion. Les développements actuels concernent essentiellement les comportements non
linéaires, ils sont rendus possibles par les progres simultanés des concepts théoriques, de la puissance de
calcul et des méthodes d’investigation expérimentale. La présentation faite dans ce chapitre se limite a
I'élasticité, et cherche seulement par des exemples élémentaires & montrer quelques idées fondamentales
et certains outils de base du domaine.

6.1 Moyennes de volume, moyennes de surface

On utilisera abondamment dans la suite le théoreme de Stokes qui, pour une fonction scalaire
u(xz, X2, X3), intégrée sur un domainéde frontiéredV, s’énonce de la fagon suivante :

/u’idV:/ undS (6.1)
Y v

La notation; désigne la dérivée partielle par rapport a la coordonnée cartésigfin@se orthonormee).
Le vecteum de composantes cartésienmeseprésente le vecteur normal en tout point de la sudsce
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On renvoie au cours de géométrie différentielle pour la démonstration de ce résultat.

On peut utiliser ce théoréme pour relier la moyenne sur le voMngéun champ de déformation
compatibleg’ a la moyenne des valeurs sur le baM de ce champ. La compatibilité du champ de
déformatiore’ signifie qu’il dérive d’'un champ de déplacemehtOn introduit la notation suivante pour
la moyenne volumique :

1
<€ >= —/ g dv (6.2)
~ V VN
<& >:1/(u_f_+uf..)dv (6.3)
J Ny I
L'application du théoréme de Stokes a chague composante de déplacement conduit a :
, 1
<u, >:\7/avuinjd8 (6.4)
Finalement, on obtient
1
<& >=_ g@sénds (6.5)
~ V Jov

ou le produit tensoriel symétrisé a été introduit :

1
génzé(g@bnm@g) (6.6)

On relie de maniére similaire la moyenne volumique du tenseur des contraintes a la résultante du vecteur
traction sur le bord. On considere pour cela un champ de contraindéfini surV que I'on suppose
statiqguement admissible. Cela signifie ici que sa divergence est nulle en tout point :

divo™ = oj k& =0 (6.7)

ou lesg désignent les vecteurs de la base cartésienne. On vérifiera alors que
<0ij > = \7/\/0'”' V
1 %
= V/\/(Oikxi),kdv

1 *
- \7/av GiknkadS

En notation intrinséque ce résultat s'écrit

1
<0*>== [ (0".n)®xdS (6.8)
~ V EY; ~
On remarquera que la symétrie du membre de droite de I'équ&ti®m(est pas apparente. Pourtant, on
montrerait de la méme facon que le résultat est identique a I'expression obtenue en remplacant dans le
S

second membre le sigre par .
Le travail des forces internes associé aux champs admissibéé®* se calcule alors de la fagon
suivante :

<o g >= V/Voijui"jdvz v/\/(oiju{),,-dvz \7/0\/(9 n).udv (6.9)
Les formules de moyennes précédentes supposent la continuité des champs au sein du volume considéré.
Des termes supplémentaires apparaissent dans le cas ou des discontinuités sont présentes (fissures,

pores...).
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6.2 Volume élémentaire représentatif, propriétés effectives

Les propriétés effectives du milieu homogéne équivalent cherché peuvent étre obtenues en résolvant
un probléeme aux limites sur le volume élémentaiid, a condition que celui—ci soit suffisamment
grand pour étre représentatif de la microstructure du matériau hétérogéne. Ce volume doit pour cela
contenir suffisamment d’hétérogénéités (grains, inclusions ou fibres). Si la distribution des constituants
est périodique (comme dans le cas du composite de la figydbg, le volume nécessaire se réduit a
une cellule élémentaire permettant de reconstituer I'ensemble de la microstructure par simple translation
(pavage). On soumet alors le volume retenu a des sollicitations élémentaires pour déterminer la réponse
résultante. La difficulté réside en fait dans le choix des conditions aux limites a appliquer au volume
considéré pour imposer une déformation ou contrainte globale moyenne donnée (dite macroscopique).

On mentionne ici trois types de conditions aux limites permettant d'imprimer au volume considéré
une déformation ou une contrainte moyenne :

e Conditions de déformations homogénes au contour (probie#ie

u=Ex VxeodVv (6.10)

ou E est un tenseur symétrique imposé indépendant de
e Conditions de contraintes homogénes au contour (probi2s)e

on=zn vxeadv (6.11)

ou X est un tenseur symétrique imposé indépendant de

e Conditions de périodicité (problen®?P) : lorsque le milieu est périodique, la cellieest connue
dans ses moindres détails géométriques et sa forme est telle que I'on peut paver I'espace en
translatan¥. On cherche alors un champ solution de la forme :

u=EXx+v VvxeV (6.12)

ouv est périodiqued,e. vprend des valeurs égales en des points homologues sur des faces opposées
deV ; on impose d'autre part que le vecteur contrainte prenne des valeurs opposées sur des
faces opposées. Il existe aussi une formulation duale du probléme périodique.
On peut alors prouver I'existence et I'unicité de la solution de ces trois problémes aux limites, au moins
dans le cas linéaire (éventuellement a un mouvement de corps rigide ou un translation prés). Dans tous
les cas, il résulte des calculs de moyennes de la section précédente (éq6aB)aiqg.8)) que :
() =E (6.13)

dans le cas des conditions de déformations homogénes au contour et le cas périodique, et

(0)=% (6.14)

pour les conditions duales en contraintes. Les moyennes sont effectuées sur leWelegemajuscules

(resp. minuscules) désignent les grandeurs macroscopiques (resp. microscopiques). On peut aussi
calculer la moyenne du travail des forces internes au sein du volume élémentaire sollicité et montrer,
a nouveau grace au théoréme de Stokes, que pour les trois conditions aux limites précédentes :

<0:g>=<0><eg>=2%'E (6.15)

On voit que le travail des forces internes macroscopique est alors égal a la moyenne du travail des forces
internes microscopiques.

La solution des problemes aux limites correspondants n’est en général pas analytique. On a recours
a des simulations numériques, par exemple par la méthode des éléments finis. Un exemple de volume
élémentaire représentatif (VER) est donné sur la fiGuBedans le cas de la morphologie polycristalline.
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forme Cu-Zn-Al.

d’acier galvanisée.

FiG. 6.2 — Morphologie polycristalline dans les matériaux hétérogénes

6.3 Propriétés élastiques effectives

Le probléme aux limites précédent posé sur le VER admet, dans le cas élastique linéaire, une solution
unique qui dépend linéairement du chargement macroscogigugose. Il existe donc un champ de
tenseur unique dit de concentration permettant d’exprimer la déformation en uxpwisein du VER
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FiG. 6.3 — Volume élémentaire représentatif d’un polycristal

en fonction de la déformation macroscopique appliquée :

ex) =AXx):E (6.16)

Il 'est en général impossible d’obtenir une expression analytiqué(dlemais on peut le déterminer

de maniere numerique. Puisque la moyenne des déformations locales doit Hoflr&ensuit que le
tenseur de concentration vérifie la propriété suivante :

<A>=1 (6.17)

ou 1 désigne le tenseur identité d’ordre 4 sur les tenseurs d’ordre 2 symétriques. Les contraintes
macroscopiques sont alors liées aux déformations macroscopiques imposées de la maniére suivante :

s =

:Q
V
20

E>

<
E>

:E avec g:<

Il

@O A A
2O
2>

20
2>

> (6.18)

On voit que la loi de comportement macroscopique prend la forme d’une loi d’élasticité avec un tenseur
des modules effectif€. En particulier, il apparait clairement q@n’est pas une simple moyenne

des modules locaug(x) mais une moyenne pondérée par le tenseur de concentratipm dépend

explicitement de la distribution des phases au sein du VER. Le cas particulier d'un VER homogéne
conduit bien str & =1 etC = c. Ce n'est plus le cas dés que le matériau est hétérogene.

De méme, si le VER est soumis au tenseur de contraintes macroscopigliegiste un tenseur
de localisatiorB donnant le tenseur des contraintes en chaque point du VER en fonction de la charge
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imposée :

ag(x) =B(x): 2 (6.19)

Les modules de souplesse effectifs s’expriment alors en foncti@ de

E=S:Z avec S=<B:s> (6.20)

ol s = c L. Lorsque le volume de matériau considéré est représentatif (i.e. suffisamment grand), la

détermination des propriétés effectives ne dépend pas du choix des conditions aux limites de sorte que
'on a
s=c (6.21)

Le tenseur d’élasticité macroscopigue peut aussi étre défini a I'aide d’'une définition énergétique de
la forme :
<o:e>=E:C:E=2:S:2 (6.22)

On vérifiera que les modules effectifs s’expriment alors de la fagon suivante a I'aide des tenseurs de
concentratiorA et B précédents :

C=< -1 (6.23)

2>
20
3 >
V
/II\
Kdvs]
20
]
V

On montre, a l'aide des propriété&. 15 et (6.17), qu’en fait les définitions directe (équatiors X8 et
(6.20) et énergétique (équatioB.@?) sont équivalentes. En particulier les modules effectifs obtenus
sont les mémes.

6.4 Potentiel élastique

Dans la suite on étudie les propriétés de matériaux hétérogénes dont les constituants ont un
comportement élastique éventuellement non linéaire décrit par un poititigt

ow

o=W(g)=—

0= W(®) =

Le potentiel élastique choisi est I'énergie libre de Helmholtz. Chaque constituant du matériau hétérogéne

étudié possede un potentiel distinct. On suppose qu'il existe pour le milieu homogéne équivalent cherché
un potentiel effectitve’(E) :

(6.24)

/ owerr
> =We'T(E)= 6.25
’ )= "5 (6.25)
Dans le cas de I'élasticité linéaire, ces potentiels sont les formes quadratiques suivantes :
1 1
W(g)zég:g:g, W(Ig)zélg:g:lg (6.26)

On demande a tous les potentiels rencontrés d'étre convexes par rapport a leurs arguments. Cette
condition est trivialement remplie dans le cas de I'élasticité linéaire.
On associe 8/ (¢) le potentiel dualV* (o), appelé énergie complémentaire, tel que
b OWr

e=W"(0) = Py (6.27)

Les potentiels direct et dual sont représentés schématiquement sur |&6figdams le cas uniaxial. On
voit en particulier que, puisqu¥ désigne l'aire sous la courb&* représente le complément d’aire dans
le rectangleo.c :

W*(o)=0:e—-W(g) avec o=W'(g) (6.28)
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On peut donner I'expression équivalente suivante faisant intervenir la transformée de Legendre—Fenchel :

W' (0) =maxg e~ W(e)) (6.29)
Pour montrer I'équivalence entre les définitioB2@ et (6.29, on s’appuie sur la convexité du potentiel
W(g). On voit sur la figure6.5 que, pour uno donne, I'écart entre : € et W est maximal pour la
déformatione telle que la tangente a la courldé en € est paralléle a la droite : €. Cette situation
correspond donc bien@a=W'(g). La démonstration s’étend au cas tridimensionnel. Le potentiel dual
est convexe par rapport a ses arguments des que le potentiel élastique I'est.

De méme, on peut définir le potentiel dual pour les propriétés effectives du milieu homogéne
équivalenwe'™ (%) tel que

aweff*
E= 6.30
E= 55 (6.30)
Le cas particulier de I'élasticité linéaire prend la forme trés simple :
§ 1 1 1
W*(o)=0:e—-€:c:e=—g:c:e=-0:5:0=W(g) (6.31)
~ ~ o~ 2~ ~ o~ 2~ ~ o~ 2~ ~ o~ ~
. 1
W*(Z) = EZ 1S L (6.32)

s=c! (6.33)

FIG. 6.4 — Réponse non linéaire du matériau dans le cas uniaxial et définition du potentiel élastique et de
€ o
I'énergie complémentaireW ) :/ W' (g)de, W* (o) :/ W"(o)do. On en déduit quiV est I'aire
0 0
sous la courbe &/* I'aire complémentaire
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A

O.€

Fic. 6.5 — Transformée de Legendre—Fenchel d’'un potentiel d’élasticité convexe

6.5 Theéoreme de I'énergie potentielle : borne supérieure de Voigt

On considére le probléme aux limites suivant sur le volvhte matériau hétérogéne :

dvo+f = 0
o = W)
u = u! vxeov

ouu désigne le champ de déplacement dont déried’éventuels efforts volumiques. Dans ce probleme,
le déplacement est imposé sur le contouvdée théoréeme de I'énergie potentielle stipule alors que la
solutionu surV minimise I'énergie potentiell¢ :

FW) = [ Wig)-1u)av (6.34)

par rapport aux champs de déplacement cinématiquement admissibléd3n dit que U est
cinématiquement admissible s'il vérifie les conditions aux limitesu® surdV.

La démonstration de ce théoréme est basée a nouveau sur la propriété de convexité du\hptentiel
ainsi que sur le théoreme de Stokesu 88t la solution du probléme aux limites considéné ein champ
cinématiguement admissible, on établit que

> [W(e): (e ~gav
> [ (o —u)), v
> /aVO'ij(Ui/—Ui)ndeZO

FU)-Fu) = /V (W(g') —W(g))dV

puisqueu etu’ coincident sur le bord dé. Ceci démontre le théoréme de I'énergie potentielle. La figure
6.6illustre la propriété de convexité a utilisée.
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Explorons les conséquences de ce théoréme dans le cas particulier du probleme auR finpitese
sur le VER, pour lequel
uW=Ex Wxeov (6.35)

On se restreint en outre au cas de constituants élastiques linéaires. Le théoréme de I'énergie potentielle
s’écrit alors

1 1 1 1 1

= s:c:st:—/c:st:V—Z:E:—VE:C:E<—/

2/V~~~ 27 257 277 RS2 )
On peut utiliser cette inégalité pour borner les propriétés élastiques effectives en choisissant des champs

tests cinématiquement admissiblés._e choix le plus simple compatible avec les conditions aux limites
du problémePE est :

g:c:edv (6.36)

uU=EXx VxeV (6.37)

ce qui implique
¢ =E (6.38)

On choisit donc comme champ test le champ de déformation hom&g&neméme, qui n’est qu’une
grossiere approximation du champ réelLe théoreme de I'énergie potentielle s’écrit alors

E:C:E<E:<c>E, VE (6.39)

Cette relation fournit une borne supérieure pour les propriétés effeCtivestte borne est la moyenne
des propriétés locales ¢ >. Elle est appelée borne supérieure de Voigt. Elle indique que quel que soit

I'arrangement des phases au sein du matériau hétérogéne, les propriétés effectives ne peuvent excéder la
moyenne volumique des propriétés des constituants.

A

W(e)

TTW(e)+W(e)(e- )

—

™m F---

€

FiG. 6.6 — Propriété de convexité du potentiel élastique

6.6 Theoreme de I'énergie complémentaire : borne inférieure de Reuss

La formulation duale du théoréme de I'énergie potentielle constitue le théoréme de I'énergie
complémentaire. On considére le probléme aux limites suivant :

dvo+f = 0
e = W(0)
T = on=T9 wxecov
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La solution en contrainte minimise alors la fonctionnelle :
FH(0) = / W* (o) dV (6.40)
O PR

pour tout champ de contrainte statiquement admissible (i.e. autoéquilibré (@iv- f = 0) et vérifiant
les conditions aux limiteg™.n = Id). La démonstration est tout a fait similaire a celle mise en ceuvre
pour le théoréme de I'énergie potentielle. Elle s’appuie sur la propriété de conveMitéqie est acquise
dés quan est convexe.
Explorons les conséquences de ce théoréme dans le cas particulier du probleme au® limpiteé
sur le VER, pour lequel
Td=3x vxeov (6.41)

On se restreint en outre au cas de constituants élastiques linéaires. Le théoreme de I'énergie
complémentaire s’écrit alors

1 1 1
f/o:s:odV:fVZ:S:Zg7/0*:s:o*dv (6.42)
2N~ =~ 2 v~ YT 2~

Q

On peut utiliser cette inégalité pour borner les propriétés élastiques effectives en choisissant des champs
tests statiquement admissibles Le choix le plus simple compatible avec les conditions aux limites du
probléme?Ps est :

o=z (6.43)

On choisit donc comme champ test le champ de contraintes homaglkmenéme. Le théoreme de
I'énergie potentielle s’écrit alors

2:5:12 <2<

2

>1%, VI (6.44)

Cette relation fournit une borne supérieure pour les propriétés effe@gepar conséquent une borne
inférieure pour les modules effecti@ Cette borne est 'inverse de la moyenne des propriétés locales
<s >"1l=<¢ 9‘1 >~1 Elle est appelée borne inférieure de Reuss. Elle indique que quel que soit

'arrangement des phases au sein du matériau hétérogene, les souplesses effectives ne peuvent excéder la
moyenne volumique des souplesses des constituants.

6.7 Application a I'élasticité isotrope

On considére le cas particulier d’'un matériau hétérogene dont les constituants sont élastiques linéaires
et isotropes. On suppose en outre que I'arrangement des phases est tel que le matériau résultant est
isotrope au niveau macroscopique. La loi de comportement locale de chaque constituant s’écrit

0 = A(tracee)1+2ue (6.45)
oUA etusont les coefficients de Lamgifhodule de cisaillement). On définit le module de compressibilité

3\ +2u
3
Les modules de cisaillement et de compressibilité effectifs sont pdtést k' respectivement. On

établit ici les bornes de Voigt et Reuss correspondantes. Considérons d’'abord le champ de déformation
test homogéne

k

(6.46)

(6.47)

(m
I
ocor

0
1
0

= OO



6.7. APPLICATION A L’ELASTICITE ISOTROPE 59

L'inégalité de Voigt s'écrit alors
E:CE=9%""<<%k> (6.48)

Considérons ensuite le champ de contrainte test homogéne

1 00
2=1010 (6.49)
0 01
L'inégalité de Reuss s'écrit alors
3 3

On obtient finalement un encadrement du module de compressibilité effectif :

< % >7l<keif <k > (6.51)

Dans le cas d'un matériau biphasé, en appelant 1 et 2 les deux phakds—ef les fractions
volumigues correspondantes, la borne de Voigt s'écrit explicitement

<k>=fky+(1— )k, (6.52)

Considérons de méme le champ de déformation test homogéne

010
E=]100 (6.53)
0 0O
L'inégalité de Voigt s'écrit alors
E:C:E=4fT<<4p> (6.54)

Considérons ensuite le champ de contrainte test homogéne

010
=100 (6.55)
0 0O
L'inégalité de Reuss s'écrit alors
. . 1

On obtient finalement un encadrement du module de cisaillement effectif :
1
<4 >l <> (6.57)

Ces inégalités montrent que les propriétés réelles sont comprises entre les moyennes arithmétiques
et géométriques des propriétés des constituants, ce qui n'était pas du tout évident de prime abord.
L'approche naive consistant a estimer les propriétés par une simple moyenne ne permet donc que
d’obtenir des bornes. On remarquera que ces bornes peuvent étre atteintes au moins dans certaines
directions particuliéres pour des composites stratifiés ou a fibres longues par exemple. Si toutes les fibres
sont paralleles au sein d’'une matrice isotrope, alors on vérifiera que les propriétés dans le sens des fibres
sont données par la moyenne de Voigt. Au contraire, dans un laminé, on obtient la borne de Reuss en
sollicitant dans la direction transverse normale aux couches.
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Résumé

e En conditions de déformations ou de contraintes homogenes aux contours, et en conditions
périodiques, on montre :

<o:g>=2:E
On suppose que cela reste valable pour des conditions aux limites quelconques (lemme de Hill-

Mandel)
e Tenseurs de concentration :

Déformations €(x) =A(x) : E
Contraintes  g(x) =B(x): X
e Tenseurs effectifs : .
Raideur C=<c:A>
Souplesse S=<B:s>

e Bornes:
Voigt E:(C-<c>):E<O0
Reuss Z:(S-<s>):2<0

e Bornes en élasticité isotrope :

_ 1
Compressibilité < - > ot << k>

.. 1
Cisaillement < I > <>




Chapitre 7

Eléments de théorie des poutres planes

La théorie des poutres s’applique sur des «solides élancés». De facon traditionnelle, le calcul
de poutres fait partie du domaine de désistance des matériaux (RDM23]. Cette discipline,
longtemps enseignée en tant que telle, a permis pendant longtemps de calculer de facon analytique des
treillis complexes, des ponts, des ouvrages d’art divers. Les mémes calculs sont maintenant effectués
numériquement, au moyen de codes de calcul par éléments finis. On abordera ici deux approches de la
théorie des poutres :

e au travers d’'une bréve revue du probléme de Saint-Venant, solution analytique tridimensionnelle

sur un trongon de poutre,

e au moyen du principe des puissances virtuelles, qui permet d'évaluer des solutions approchées.

7.1 Définitions

7.1.1 Modélisation géométrique

Les poutres ne sont pas forcément des prismes. Le modéle géométrique qui est employé se résume
a:
e uneligne moyenneg”, de point couranG, avecs, abcisse curviligne a partir d@. On définit le
long de cette ligndt,n,b), triedre de Fresnet orthonormé, ainsi dRierayon de courbureOn
rappelle les égalités suivantes :
oG dt

t=—— n=R

s b=tAn (7.1)

ds -

e unesection droiteSde la poutre, dans le plan,b), de contoul, de centre de gravité.

Pour que la théorie soit applicable, il est nécessaire que les sections droites soient lentement variables
ou constantes en fonction deet que la plus grande dimension de la section droite soit petite deyvant
devant la longueur de la poutre. Ces hypothéses permettent d’assimiler localement la poutre a un trongon
de prisme. On considéere dans la suite une théorie en petites déformations et petits déplacements. Les
actions mécaniques, charges et actions de liaison, s’appliquent sur la géométrie simplifiée. Elles sont
représentées par des torseurs (un vecteur résultant et un moment résultant), que I'on définit donc sur
la ligne moyenne. On construira également une cinématique simplifiée, permettant de reconstruire les
déplacements approchés du milieu continu a partir de translations et de rotations d’un point de la ligne
moyenne.

Le but de la théorie des poutres est de remplacer la solution tridimensionnelle par une solution
globale dans laquelle on écrira dégjuations d’équilibreentre les quantités moyennes qui définissent
les efforts, unecinématiquedéfinissant les déplacements sur la structure simplifiée, etoiesle
comportementui relient les deux. Il s'agit de trouver une solution acceptable pour un probléme qui
est, en toute rigueur, incomplet, puisqu’on ne spécifiera pas de fagon précise les efforts extérieurs sur la

61
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FIG. 7.1 — Représentation géométrique d’'une poutre

géomeétrie tridimensionnelle. On ne cherchera a représenter que les moyennes, en termes de résultantes
et de moments.

La figure7.1 montre la forme générale d’'une poutre. Dans chaque section droite, on définit le centre
de gravité par :

AGJdSzO (7.2)

On définit lemoment quadratiquear rapport a une droitA de la section droite, en introduisat,
projection deM € SsurA

I(S8)= [ |IHM]Fas 73)

Cette grandeur présente une analogie avec le moment d’inertie d’un solide autour d’une droite, mais dans
le cas présent, le solide est plan et la masse surfacique est de 1. Il reste qu’on parle de moment d’inertie
de la surface& autour deA. On peut donc construire un tenseur d’inertie, qui est du second ordre, défini
positif :

|22:/X%ds |23:—/X2X3ds
(7.4)
l32 = — [ Xox3dS k3= ngs
S S

Ce tenseur est diagonalisable. Il existe donc diesctions centrales principalegpour lesquelles on
définit lesmoments quadratiques centraux principaux

|2:/x§ds 0
) — s
0 |3:/x§ds
S

Pour la suite du chapitre, on travaillera dans les axes ainsi définis. Dans le cas ou la section présente deux
axes de symétrie, ceux-ci correspondent bien entendu aux directions principales.

)=

(7.5)

7.1.2 Principe de Saint-Venant

Le traitement de la théorie des poutres s’appuie sur le principe de Saint-Venant. Celui-ci considére
le cas ou, ayant résolu un probléme de mécanique des milieux continus tridimensionnels, on évalue a
I'aide de la solution obtenue les torseurs des efforts extérieurs dans une section quelconque. Si ceux-ci
sont effectivement égaux a ceux qui sont appliqués, le principe de Saint-Venant indique que, méme si
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3

X1

A

Fic. 7.2 — Bilan des efforts extérieurs

la répartition des contraintes n’est pas la méme dans les deux cas, la solution trouvée sera valable, si
on se place «suffisamment loin» du point d’application des charges. En d’autres termes, la perturbation
n’est que locale. Dans la pratique, la solution est valide lorsqu’on a parcouru sur la ligne moyenne une

distance qui est de I'ordre de deux a trois diameétres, si bien que la schématisation de type poutre est en
général acceptée a partir d'un rapport 10 a 15 entre la longueur et la plus grande dimension de la section
droite.

7.1.3 Modélisation des actions mécaniques

La figure7.2 définit la maniére dont on prend en considération les efforts extérieurs. Dans la mesure
ou la géomeétrie se résume en fait & une ligne et des sections droites, la représentation de la section elle-
méme n’'est présente que de facon indicative. On prend en compte des forces et des moments, selon les
trois directions de I'espace, et sous forme répartie ou ponctuelle. On définit donc :

e des forces concentréésselonxs, P> selonx,, P; selonxs

e des forces surfaciqueselonxy, p2 selonxy, ps selonxs

e des moments de flexiaft, autour dexy, Mz autour dexz

e un couple de torsion autour ag, C.

On introduit les efforts intérieurs correspondants. lls sont définis de maniére globale sur une section
courante. Les notations seront les suivantes :

e une résultant® selonxy, T, selonxy, Tz selonxs ; N est I'effort normal T, et Tz les composantes

de l'effort tranchant

e unMoment de flexiorM, autour de %, M3 autour de %

e unCouple de torsiomautour de x, Ms.

On définit ainsi un torseur, qui est obtenu en intégrant les composantes suivantes du tenseur de
contrainte :

NZ/O'lldS 'E:/ O'lzdS EZ/O’]BdS (7.6)
s s s
C= /S (X2013—X3012)dS M= /S X3011dS  My=— /S X2011dS (7.7)

Il nest donc pas utile de connaitre les composanteset a3z pour calculer les efforts résultants.
Ceci va inspirer la solution de Saint-Venant qui est exposée en section suivante. Il faut noter également
gu'il est possible de construire une infinité de champs de contraintes qui redonnent le torseur indiqué.
Dans la pratique, la théorie des poutres ne précise pas la maniére dont sont distribués les efforts (en
application du principe de Saint-Venant).
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7.2 Solution de Saint-Venant

7.2.1 Contraintes

L'hypothése de Saint-Venant consiste a chercher la solution d’'un troncon de poutre droite sous la
forme d’un état de contrainte contenant uniguement deux cisaillements et un terme de contrainte axiale :

011 O12 O13
(0)=|0oa 0 O (7.8)
031 0 0

Chaque composante dépend pour le moment de la posiiory, x3) d’un point courant au sein
de la poutre. On cherche a résoudre le probléme a I'aide d’'une formulation en contraintes. Le tenseur
recherché doit verifier :

e leséquations d’équilibre

0111+ 0122+0133=0 (7.9)
0211 =0 (7.10)
0311 =0 (7.11)
(7.12)

e leséquations de Beltrami
—A011—-01111=0 (7.13)
(1+V)A012+01112=0 (7.14)
(14+Vv)A013+011,13=0 (7.15)
—01122+VAOG11 =0 (7.16)
—0O1123=0 (7.17)
—01133+VA011=0 (7.18)
(7.19)

On déduit des équations précédentes la forme générale de la solution, dans laquelle on a introduit
une fonctionp dépendant d&; etxs, telle queA@=0:

011 = ao+arx1 + (bo+ bixg)x2 + (co + C1X1)X3 (7.20)
o a bl X%
O12=0Q3 2X2 C1XoX3 1tv 2 (7.21)
o A s O %
013=—P2— 5% b1XoX3 Ty 2 (7.22)
(7.23)

Lors du calcul des intégrales sur la section droite, un certain nombre de termes sont nuls, dans la
mesure ou les axes etxz sont des axes principaux. C'est le casjéxgds /x3dS/x2x3dS On voit
S

. A . . S S . .
par ailleurs apparaitre les moments quadratiques principaux. La forme finale de la solution en contrainte
est:
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N M M
O11= =<+ 72)(3_ 73)(2 (7.24)
S I» I3
T3 1 T X%
O12=——XpXg— ——— 23 7.25
=78 10v s 2 (7.25)
T 1 T3
_ T 3% 7.26
013 |3X2X3 Tivi, 2 (7.26)

(7.27)

La fonctiongest solution dé&@ = A, équation différentielle qu’il faut résoudre en prenant en compte
respectivement une condition aux limites sur le contour de la section droite, et I'expression du moment
de torsion :

(P P @)t (et PR

do= ( |3X2X3 2(1+V>|2X2) dx + < |2XzX:«H— 2(1+V)|3X3> dx (7.28)

€= S/s,(pds+ /r Pxachxe —x20x) (7.29)
2l X5 T3/ 2 X3

+ |3/s< Bt ooy ) 95 (et gy )9 (7.30)

7.2.2 Déplacements

On passe des contraintes aux déplacements par la loi de comportement. Le calcul des déplacements
se fait de facon traditionnelle en calculant d’abord les rotations, puis les composantes du vecteur
déplacement (voir le cours MMC en pages 46 et suivantes). Les rotations sont calculées a I'aide d'un
tenseurw, partie antisymétrique du gradient de déplacement, dont les composanfasys et wsy
vérifient des équations différentielles du type :

W21 =&112— €121  Wi22 =E€122 — €221 W123 = €132 — €321 (7.31)

et permutation circulaire.

Les composantes du déplacement sont obtenues par des équations du type :

U1 =¢€11  Up2=€p+wW2 U3 =E13+ W3 (7.32)

et permutation circulaire.
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On trouve [6] :

N T2 T3 X% |V|2 M3
= ) (g =22 ) [ D2y 23 7.33
=BT (EI 2T E X3) ( T )T ER T ERY (7.33)
T2 X3 X2X3 T3 Xg X3X%
22 (v2_(2 3 (VR o) B 7.34
+EI3<V6 2+v)=77 )+ g, Ve~V (7.34)
1
+—E P +yxz — Bxg + 0o (7.35)
N T T3
Up = —VeXat <2E|3(x§—x3) + EIX2X3> V(L —X1) (7.36)
+V <2EI (X5 —Xx5) — = x2x3> + = AX1X3 (7.37)
M3 T2 X1 X%
+<EI3+EI3 (L_3>>2_VX1_GX3+B° (7.38)
N T3 To
Ug =~V X+ <2E|2(x§x%) + EI3X2X3) V(L —x1) (7.39)
+v< 2El, (X5 —X5) EI3X2X3> ?Axlxz (7.40)
Mz T3 X1 X%
+ ( El, + = El, (L 3>> 2 +BXy — X2+ Yo (7.41)
(7.42)

7.2.3 Discussion

La solution est bien donc relativement complexe, cependant la solution est adaptée pour une large
gamme de problémes, en flexion et en torsion. C’est la présendeqdérend la résolution analytique
délicate (voire impossible), et dépendante de la forme de la section. Dans le cas général, il y a un couplage
entre les sollicitations, c’'est-a-dire par exemple qu’un effort tranchant conduit & un déplacement en
torsion. Les couplages disparaissent lorsque les sections présentent des axes de symétrie. On obtient
un résultat analytique dans le cas ou la section est circulaire. En torsion pure, on trouve tout simplement
quegvaut(R? —x2 —x2) /2, et on vérifie que la section reste plane ; sous I'effet d’un effort trandhant
uniquement, on trouve :

To 342 o o oo X3 T 14+
— 2 (2T 2 - = 7.43
0=, (8(1+v) 06— +R) — 5 o= \aarn™® (7.43)

On note que le vecteur contrainte est bien nul sur la surface latérale.

D’une fagcon générale, le déplacement de la ligne moyenne est obtenxpodg = 0. Les sections
droites restent planes sous I'action d’un effort normal ou d’'un moment. Dans le cas d’un effort tranchant,
on a un gauchissement des sections droites, ainsi, sous l'actiBn ele notant) le déplacement selon
X1 d’un point courant de la ligne moyenne, on a :

3
up—U 2 <v)@(21L )X 2

5 > +(1+V)CD’X2,X3)> (7.44)

Ce gauchissement reste néanmoins relativement peu important, ce qui encouragera en fait a construire
des solutions dans lesquelles on conserve les sections planes.
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Fic. 7.3 — Géométrie et efforts extérieurs considérés

7.3 Approche par le principe des travaux virtuels

On va maintenant reprendre le probléme en partant d’'une hypothése cinématique et en appliquant
le principe des travaux virtuels Pour plus de concision, on se résume a la résolution dans un plan. La
figure7.3montre la géométrie et résume les efforts appliqués. La ligne moyenne esyl'époutre se
déforme dans le plaxy — x3, qui est plan principal d’inertie. Comme I'axg joint est le lieu des centres

d’inerties des sections, onjéx3dS: 0.
s

7.3.1 Rappel: le principe des travaux virtuels

La figure7.4rappelle les grandeurs fondamentales que I'on considére sur un milieu continu.
On introduit les définitions suivantes :
e Champu CCA (cinématiqguement admissible) :

u=u' surdQ, € =0.5(grady +grad'u) (7.45)
e Champo* CSA (statiquement admissible) :
o'n=F% surdQr  divo*+f?=0 dansQ (7.46)

L'évaluation du travail développé pat dansu’ conduit & 'enchainement suivant, pour toutCSA
ety CCA nonforcément reliés par la loi de comportement :

o Déplacement imposé sur la surfac@Q,
e Force répartie imposée” sur la surfac@Qr
e Force volumique imposéjéj a l'intérieur deQ

FiGg. 7.4 — Notations dans le milieu continu
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%k 1 k
/QO,JS,’JdQ:/QEG,J (u,’ﬁ—u’u)dQ (747)
_ / ol dQ (7.48)
o ik,
:/Q((Gﬁu{)’j—of‘uui’)d() (7.49)
:/ oi*jnjui’dS—/cri*j judQ (7.50)
0Q Q ’
/ o €0 = / FudS+ / t9Udo (7.51)
Q 0Q Q
(7.52)

Le principe des travaux virtuels’énonce alors de la fagcon suivantéu, variation autour d’un état
d’équilibre U = 0 suroQy)

/ 07 €/ dQ = — WMt = Mt = / |=,du{d3+/ fu/dQ (7.53)
Q 0Qr Q
Dans la suite, on va appliquer ce principe sur les quantités globales définies sur la poutre.

7.3.2 Cinématique de la poutre de Timoshenko

L'idée consiste, pour un solide élancé, a postuler une description simplifiée, globale, de la structure,
au lieu de chercher une résolution exacte. Les solutions obtenues sont d’'autant plus satisfaisantes que
I'élancement est important.

Pour traiter le cas d’'une poutptane on conserve dans la description géométrique deux translations
et un angle. Il leur correspondra deux forces et un moment, conjugués (au sens du travail virtuel). Pour
le cas d’'une poutre mince, on négligerait le cisaillement (modéM, Navier—Bernoulli).

Sollicitation  axe de la poutre perp al'laxe moment de flexion
«force» N T M
«déplacement» U \ 0

On calcule donc successivement les déplacements et les déformations, en suivant les notations
illustrées par la figur&.5

U = U,(X]_) + 9,X3 Uz = V/(X]_) (7.54)
8/11 == U,,l + 9{1X3 253_3 = 7/1 + e, (755)

7.3.3 Traitement des équations

Travaux virtuels des efforts internes

5\/\/|m =— /V (8’11011—1— 28/130'13)dV (7.56)

:_/L (U,’1/5011d5+9f1/SX3011dS+( ,’1+9')/5013d8> dx (7.57)
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Y n
*3 0 X3 n3

U,v) N

Plan de la ligne neutre

Section

FiGc. 7.5 — Schématisation de la poutre de Timoshenko

On introduit alors naturellement les quantidésT, M conjuguées d&/,V, 0:

N:/olldS T:/olgdS M:/X3011d8 (7.58)
S S S

5““|t /(Nll /1 ( ,1 /)) Xl (;'EE)
) ) )

Traitement du travail des efforts intérieurs

A partir de :
Wi :—/(NU"1+M6’1+T( 1+0))dx (7.60)
L 2 b b
On integre classiqguement par parties le travail des efforts intérieurs, par exemple :
/NU’ldxl - / ((NU') 1= N1U') dxg = [NU']5 — / N1U'dx (7.61)
L ’ L ' ' L
dou:
OMint = _/ (_N~1U/ —M16' =TV’ -l-Te/)) dx (7.62)
. : :
+N(0)U’(0) — N(L)U’(L) + T (0)V'(0) — T(L)V'(L) (7.63)
+M(0)8'(0) —M(L)®'(L) (7.64)

Travail des efforts extérieurs

On suppose que les forces concentrées sont appliqguées aux extrgmit@xtx; = L), et on intégre
entre 0 eL les efforts répartis. Les données sont :
e les forces normale, etk , tangentielle$, etR
e les momentsMg et M, ,
e les efforts répartis sur la surface, représentés par des densités linéiques npretasgsentielle
t:

Mt = FoU’(0) + FLU' (L) + PoV'(0) + PLV' (L) 4 Mo’ (0) + ML 6'(L) (7.65)
+ /L (PV/ +tU")) dxq (7.66)
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7.3.4 Caractérisation de I'équilibre

Myt = —/L (~NJU' — M8 —T1V' + TO)) dx (7.67)
+N(0)U’(0) = N(L)U'(L) + T (0)V/(0) — T(L)V'(L) (7.68)

+M(0)0'(0) — M(L)&'(L) (7.69)

Myt = FoU’(0) + FLU' (L) 4 PoV/(0) +PLV/ (L) + Mp®' (0) + M &' (L) (7.70)
+ [ (pv'+t0)) dx (7.71)

Comme I'égalitédW; + Wk = O est valable quel que soit le tripldt{, V/, ©), on trouve, en
identifiant terme a terme les expressiondd&y; et Wy :

N0 =-F NL=R TO=-R T(L) =R (7.72)
M(O)=—-My M(L) =M (7.73)
Ni+t=0 Ti+p=0 M1—T=0 (7.74)
On pose :
N :/olldS T:/O'lgds MZ/XgO'lldS (7.75)
s s s

On obtient ;

N1 +t=0 Ti+p=0 My-T=0| (7.76)

La figure 7.6 illustre la signification physique des équations précédentes pour une «tranche» de la
poutre.

[l

.t

dN = —tdx (7.77)
N N+dN dT = —pdx (7.78)
M dM = Tdx (7.79)
T+dT M-+dM

FIG. 7.6 — Equilibre d’une «tranche» de poutre
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7.3.5 Lois de comportement

Pour établir les lois de comportement, il faut trouver des relations raisonnables entre les déplacements
définis sur la ligne moyenne et les efforts globaux. L'approche par le principe des travaux virtuels
laisse le choix du champ de contraintes statiquement admissible que I'on considére. Dans la suite, on
va considérer une théorie tres simplifiée, qui n'aura pas le méme degré de raffinement que la solution
de Saint-Venant : on s’inspire en effet directement du champ cinématiquement admissible pour évaluer
un champ de contrainte, qui sera, en fait obtenu au travers de la loi de comportement, et qui ne sera pas
rigoureusement statiquement admissible. On traite successivement les cas de la force axiale, du moment
et de I'effort tranchant.

Lois de comportement : force axiale

On évalue la composante 11 du tenseur de contrainte cdfee- 011 —V(022+ 033), et on néglige
02 etosa. Il vient :

N:/O']_ldS:/EElldS:/EUleS:/EU71dS+/E(eX3).1dS (7.80)
S S S S S '

Le deuxiéme terme du développement est nul, si bien que :

z8

Lois de comportement : moment

M= / Xa011dS— / XaE€11dS— / xgU1dS+ / X3(6%3) 10S (7.82)
S S S S

Le premier terme du développement est nul, il vient :
M =6, / x2dS= 8, (7.83)
S

avecl = /x%ds moment quadratique par rappora si bien que :
s

M = / xs0110S= E18; (7.84)
. |

2bh®

Pour une section rectangulaire, de hautéret de largeur b, = 3

Lois de comportement : cisaillement

T:/Sol3:[52uslgds: /Su(u173+u3,1)d5: /Sp(e+\41)ds (7.85)

si bien que :

T —puS0+Vy) (7.86)




72 CHAPITRE 7. ELEMENTS DE THEORIE DES POUTRES PLANES
A l B A l B
e N
flexion cisaillement

FiG. 7.7 — Forme de la déformée de la ligne moyenne

Lois de comportement

Les relations suivantes constituent les lois de comportement globales de la structure.

N=ESU; T=pS6+Vy) M=EIf; (7.87)
Vi=-8+T/uS (7.88)

0.1=M/EI (7.89)

Mi—T=0 (7.90)

Ti+p=0 (7.91)

7.3.6 Remarques
Déformées

La forme de la déformée de la ligne moyenne (fiy) dépend du type de chargement :
e Le terme de cisaillement, produit une évolution linéaire de la fleche.
e Lafléche est obtenue comme solution d’'un probléme d’ordre 4 par rapport aux efforts appliqués :

M M1 T
Vii=-01= =

p
= Vip=—"T=— Vypp=-—— 7.92
= El e =T B =T e =] (7.92)

e En présence d'un moment appliquée, la forme de la ligne moyenne sera circulaire, elle sera de
degré 3 en cas d’'effort concentré, et de degré 4 en cas d’effort réparti tout au long de la poutre.

Méthode de résolution

Le déplacement horizontalobtient en intégrant la relation :

Ui=N/ES (7.93)

La rotation relativeentre les sections s'obtient en intégrant la relation :

2z

La flecheest le résultat de la somme de deux termes, I'un provenant de la rotation elle méme, et l'autre
de I'effort tranchant :

Vi=—-0+T/uS (7.95)
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Expression des contraintes locales

La connaissance dé, V et8 permet de remonter aux champs de déformation et de contrainte locaux.
(~ E€11 = Euy 1) estla somme de deux termes, dus a I'élongation et a la flexion :

0112 N/S+Mxa/I (7.96)

Si le cisaillement est négligeable
8=-V; M=-EIVgy (7.97)

Théorie de Navier—Bernoulli

Dans la théorie qui a été développée jusque |a, une section plane reste plane, mais pas perpendiculaire
a I'axe neutre. Si les cisaillements sont faibles (effet du moment dominant), il est raisonnable de rajouter
cette derniére hypothese. On retrouve alors la théorie dite classiquement de Navier-Bernoulli. Dans ce
cas, il faut assurer;3 = 0, ce qui entraine la condition suivante sur I'hypothése cinématique :

2613=V1+60=0 (7.98)

La conséquence immédiate est quest nul.

Prise en compte du gauchissement de section

Comme on peut le constater en se référant a la solution de Saint-Venant, la méthode présentée ici
n'est gu'approchée, surtout dans le cas ou le cisaillement est important. Ainsi, il est facile de vérifier
par exemple que le résultat en contraioig ne vérifie pas les conditions aux limites, puisqog, étant
uniforme, le cisaillement calculé n’est pas nul en surface. Par ailleurs, les équations d’équilibre non
utilisées ne sont pas vérifiées. L'approximation se justifie néanmoins en raison des ordres de grandeur
respectifs de chacune des composantes de contrainte mises en jeu. Il est relativement simple d’apporter
une premiére amélioration en considérant que la se&jopeut devenir gauche. Cela conduit & postuler
un champ de déplacement tridimensionnel de la formey; @ésigne le “gauchissement longitudinal” :

uwX) = u(s) + 08(s)xs + Ni(X1,%,X3)
ux(X) = N2(X1,X2,X3)
uz(X) = V(s + N3(X1,%2,X3)

La seule modification a apporter aux équations consiste a introduire un coefficiintle section
réduitedans I'expression du cisaillement, qui devient :

T = W(S/k) (0 + V1) (7.99)

Ce coefficient vaut 6/5 pour le cas d’une poutre de section rectangulaire.

7.4 Poutre sandwich

On continue ici a utiliser une approche relativement grossiére, qui consiste a évaluer le champ de
contrainte a partir du champ de déplacement. On suppose donc que, en présence de plusieurs couches, on
continue a avoir la méme cinématique. Contrairement au cas du matériau homogeéne, il y a maintenant une
distribution spatiale des propriétés élastiques, qui dépendent de [gatdas la section. Ceci interdit
de sortir les modules des intégrales, et conduit donc & des moyennes différentes, prenant en compte a la
fois la géométrie et le comportement.
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7.4.1 Evaluation des efforts intérieurs

Effort normal

N= [ouds (7.100)
S

La contrainteoy; estdiscontinueet: 011(x3) = E(X3)€11

011 = E(X3) (U1,1+011x3) (7.101)

N=U, /S E(xs)dS+ 6.1 /S E(xa)XsdS (7.102)

Si E(x3) est une fonction paire e, et indépendante de ; la seconde intégrale est nulle. On a :

N=<ES>U; avec<ES>= /E(xs)dS (7.103)
s

Poutre sandwich : moment

M :/x3011d8 (7.104)
s
011 =E(X3) (Uy,1+01,1X3) (7.105)
M=U; / XsE (X3)dS+ 8.1 / E(xa)X2dS (7.106)
s s

Si E(x3) est une fonction paire en, et indépendante de ; la premiére intégrale est nulle. On a :

M=<El>0; avec<El>= /E(x3)x§d8 (7.107)
' S

Poutre sandwich : cisaillement

On ne peut pas comme dans les deux cas précédents accepter d’évaluer directement les composantes
de contrainte a partir du comportement. On commet en effet une grossiére erreur en ne prenant pas en
compte la continuité de la composaptg a I'interface. La valeur dey3 est limitée par le faible module
de la mousse a l'intérieur de la poutre, et elle doit étre nulle en surface externe, de naoy;nalieest
libre. Une pratique courante admet tout simplement de négliger la contribution des plaques métalliques
externes; on se limite a I'intégrale sur le coeur de la poutre, soit, en supposant que celui-ci est compris
entret+h:

b ,+h +h
T = / 013dS~ / / 0130303 = (V14 6) / 2bj(x3)d> (7.108)
S 0 J-h ' —h

T ~< uS>H (V14 0) (7.109)
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7.4.2 Forme générale

Si la distribution des modules n’est pas pairexgnil y a un couplage entre traction et flexion. On
doit écrire :

N / EidS / ExedS O Ua
S

M| = / ExdS [ExZdS 0 |[=]| 6. (7.110)
S S

T 0 0 /Suds Vit

On a introduit les quantités suivantes :

- ligne moyenne définie par : JsEixsdS=0
- rigidité équivalente de traction : <ES>= [SEdS
- rigidité équivalente de flexion : < El >= [SEix3dS

- rigidité équivalente de cisaillement :< pS>= [sudS

On a donc établi des lois de comportement simplifiées :

N=<ES>U; T=<pS>(0+V1) M=<EI>0;, (7.111)

Tout ceci permet de retrouver les contraintgslocales :

(7.112)

N Mx:
0'112Ei( 3 >

<ES>+<EI>

La composante;; présente donc a l'interface une discontinuité qui est dans la rapport des modules
d’Young en direction 1. Ceci explique que ce sont les peaux qui assurent la résistance au moment de
flexion. Si la poutre est suffisamment épaisse, et la peau mince, les peaux sont pratiguement en traction
et en compression simple. Comme 'assemblage a permis de les éloigner de la ligne moyenne, la rigidité
sera donc nettement plus grande.

Pour une bonne conception de I'assemblage, il faut vérifier que les contraintes de cisaillement qui se
développent aux interfaces restent compatibles avec la résistance des joints de colle entre les différents
matériaux.
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Résumé

La théorie de Timoshenko pour les poutres suppose qu’une section plane reste plane, mais pas
forcément perpendiculaire a la ligne moyenne. La cinématique est :

up =U'(x1) +0'x3 us =V'(xq)
€11 = U,ll + Gflx?, 2e13= /1 +6

Les équations d’équilibre global sont :
Ni+t=0 Ti+p=0 M;-T=0
Les équations de comportement global sont :
N=ESU; T=uS§6+Vi) M=EIf;
Schéma de résolution :
Ti+p=0 M31—-T=0 0;=M/El Vi=-8+T/uS

Dans le cas de poutre sandwich symétrique, il n'y a pas de couplage traction—flexion, et on peut
appliquer les mémes équations, a condition d’effectuer des moyennes pondérées par le module de
Young sur la section complete, et, dans le cas du cisaillement, en premiére approximation, sur la
section de mousse.




Chapitre 8

Structures et matériaux composites

Au sens strict du terme, il faut parler de matériau ou de structure composite dés lors qu’une piece
est constituée de plusieurs types de constituants. Le but recherché dans ces associations est de combiner
les propriétés de plusieurs classes de matériau en vue d'obtenir des propriétés moyennes améliorées.
Les métaux sont en généranaces(ils présentent une bonne résistance a la propagation brutale de
fissures) eductiles(ils présentent des déformations importantes avant de se rompre), naigsse
volumique élevéd_es matieres plastiques sdéfjeresmais présentent de faibles propriétés mécaniques.

Les céramiques somtgides et résistantesmais fragiles L'art de I'ingénieur dans la conception et
I'utilisation de matériaux ou de structures composites réside dans le fait de placer le bon matériau sous
la bonne forme (morphologie des renforts), et au bon endroit (notion de répartition spatiale).

Les composites sont donc intrinséquement des matériaux hétérogénes. Pris sous cette acception, le
terme "composite" recouvre pratiquement I'ensemble des matériaux. Ainsi les matériaux métalliques
eux-mémes sont des alliages, composés de plusieurs phases, de microstructure et/ou de composition
distinctes : il suffit de changer d'échelle pour passer de I'image d'un milieu homogéne a celle d’'un
milieu hétérogéne. Le type d’approche a utiliser se décidera d’'une part en fonction du rapport entre les
dimensions de la structure & modéliser et une dimension caractéristique du milieu a représenter, d'autre
part en fonction du but poursuivi (schématisation globale d’un systéme ou étude locale).

Ceci conduit a utiliser plutdt le terme ddructure compositéorsqu’il est naturel de modéliser
séparément chaque matériau dans la piéce a traiter, par exemple pour :

e le béton armé, ou encore le béton pré— ou post—contraint, pour lesquels béton et acier sont pris en
compte chacun de leur c6té, avec en premiere approximation un modeéle ou le béton apporte une
résistance a la compression, et I'acier une résistance a la traction;

¢ les plaguesandwichétudiées au chapitre précédent; ici encore, la dimension de I'«élément de
volume représentatif» est choisie plus petite que celle de la plaque, si bien que la variation des
contraintes et des déformations a l'intérieur d’une telle plaque en flexion est modélisée ;

e les pneumatiques, qui sont calculés comme de véritables structures, assemblages de caoutchouc et
de cables métalliques en acier a trés forte limite d'élasticité.

Cependant, dans un systeme mécanique complexe, la représentation individuelle précise de chaque
élément n'est plus possible, si bien qu’il faut se résoudre a ne retenir qu'un comportement moyen. La
modélisation effectuée comporte alors une opératitrmiogénéisatiqnqui fournit par exemple des
rigidités équivalentes dépendant des propriétés élémentaires de chaque matériau et de leur géométrie.

Le terme dematériau compositeest donc réservé aux cas ou la taille caractéristique de la
microstructure est faible devant celle de la piece, comme pour :

¢ les matériaux composites a matrice continue renforcée par des fibres ou des particules ; les matrices
peuvent étre minérales, résineuses ou métalliques, les fibres sont en verre, kevlar, carbone, bore,
etc..., et leur diameétre typique est de I'ordre du centiéme de millimetre : matrices époxydes
renforcés de fibre de verre ou de fibre de carbone, verre—polyester, aluminium—carbure de silicium,
cobalt—carbure de tungstene, le béton (graviers dans du ciment), le macadam (graviers dans un

77
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polymere, le bitume),

e les mousses et les matériaux cellulaires, composites particuliers composés d’'un matériau et,. .. de
trous; les cellules peuvent étre ouverte (éponges) ou fermées (ceintures de sauvetage); de
nombreux matériaux naturels sont cellulaires, le bois, le liege, le corail par exemple.

Pour cette derniére catégorie de matériau, le cheminement inverse peut étre repris, et, dans le
but de caractériser précisément les propriétés mécaniques, il est possible de considérer ce qui était
précédemment un élément de volume représentatif sur lequel était défini un comportement homogénéisé
comme une structure, de dimensions millimétriques ou centimétriques, pour avoir accés aux champs
de contraintes et de déformation de I'échelon inférieur. L'étude porte alors swellnke élémentaire
comportant une fibre et la matrice environnante.

Cette partie s'intéresse dans un premier temps aux matériaux eux-mémes, et aux modéles
élémentaires que leurs propriétés suscitent. On trouvera des compléments a cette approche dans [7].
Pour une approche plus axée sur les aspects mécanique, on consultera [1], ou un ouvrage classique [24].
La fin du chapitre donne un bref apercu de la théorie des stratifiés pour les plaques chargées dans leur
plan, et de la théorie des plaques de Love—Kirchhoff, pour les plaques en traction et flexion.

8.1 Les composants élémentaires des matériaux composites

8.1.1 Renforts

Les composites artificiels sont souvent renforcés soit par des fibres, soit par des composants fabriqués
a base de fibres (torons, assemblage de fibres tordues ensemble; tissus; mats, ou nappes). Chacune
d’entre elles s'impose dans une application particuliére en raison de ses propriétés spécifiques et de son
prix. Le tableaB.1résume les principales caractéristiques mécaniques.

1. Lesfibres de verrsont les plus anciennes (1940) et les moins cheres (environ 1 euro/kg) des fibres
du marché, et celles dont on réalise le plus fort tonnage. Elles sont fabriquées par extrusion du
verre au travers d’'une filiere percée de trous de 1 & 2mm de diamétre, puis étirées jusqu’a obtenir
des diameétres de 5 a 15mm, enduites et bobinées. |l existe différentes variétés (E,R,S) selon la
proportion de chaque composasi@,, Al,O3, B,O3, CaO, MgO), les meilleures propriétés étant
obtenues pour les plus fortes proportions de silice (verre S, 65%).

2. Les fibres de carbordoivent leurs propriétés a la trés forte anisotropie des cristallites de graphite
qui les composent. Leur prix décroit régulierement, il est de I'ordre de 10 euros/kg. Elles sont
fabriquées a partir de fibres de polymeére (par exemple polyacrylonitrile) préalablement tissées,
et carbonisées sous tension en plusieurs étapes, oxydation (100@)20Qis pyrolise (1500-

2500 C). Selon la température et le temps de cuisson, les fibres présentent une "haute résistance"
(HR) ou un "haut module" (HM).

3. Les fibres de polymeéres plus connues sont des fibres de polyamides aromatiques, connues sous
la marque commerciale de "Kevlar". De prix élevé (20 euros/kg), elles servent essentiellement a
fabriquer des cables.

4. Les fibres métalliques ou céramiqussnt les plus chéres de toutes, en raison de leur difficulté
de fabrication (de I'ordre de 1000 euros/kg). Les fibres de bore sont obtenues par réduction a
1100 Cde chlorure de bore, qui se dépose sur un fil de tungsténe de 10 a 15mm de diamétre.
Le diamétre résultant est de 100 & 200mm pour la fibre. La méme procédure expérimentale
est utilisée pour produire des fibres de carbure de silicium (SiC). Les derniers développements
concernent la production de trichites, ("whiskers”) qui sont des monaocristaux filamentaires obtenus
par décomposition d’'un sel métallique en ambiance réductrice. Leur longueur est de quelques
millimeétres, pour un diametre d’environ 1mm. Elles approchent les propriétés d’'un cristal parfait.

5. Les microbillespleines ou creuses peuvent étre produites en verre, carbone ou polystyréne. Elles
ont des diamétres compris entre 10 et 150mm ; le taux volumique de charge peut atteindre 50%.
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Matériau Module | Résistance Masse | Température Allongement
d'Young | en traction| volumique | d'utilisation a rupture
(GPa) (MPa) (kg/m?) max C) (%)
Verre R 80 2500 2500 650 3
Kevlar 49 130 3600 1450 200 2
Carbone HM| 400 2000 1900 2500
Bore 400 3500 2650 700 0,8
SiC (fibre) 480 2300 3200 900 0,5
SiC (trichite) 840 21000 3200 1600 2,5

TAB. 8.1 — Propriétés de quelques éléments de renfort

Le composite résultant a des propriétés mécaniques isotropes.

6. Les principaux _renforts minérausont le mica et 'amiante. L'un et l'autre sont des composés
naturels dont les propriétés ne permettent pas d'atteindre les résistances obtenues avec les fibres. Le
mica se présente sous forme de paillettes, dont I'intérét est d’offrir un renforcement bidirectionnel.
L'amiante (mélange d’oxydes de magnésium, de silice et d’eau, comportant également du sodium,
du fer,...) se présente sous forme de fibrilles de 20nm, dont il est possible de détacher des fibres de
plusieurs centimétres. Son caractére cancérigéne a maintenant conduit & un abandon complet.

8.1.2 Matrices

La matrice incorpore les fibres ou les éléments de renfort, auxquels elle doit adhérer suffisamment
bien pour que le transfert de charge soit optimal.

1. Les matrices organiquesont faites de matiére plastiques. Il convient de distinguer les matrice
thermoplastiques, a chaine linéaire, trés répandues, et les polymeres thermodurcissables, ou
résines, aux propriétés mécaniques plus élevées. Dans cette derniére catégorie se rangent les
résines de polyester, les résines époxydes, qui peuvent étre utilisées jusque YerdXOfEsines
phénoliques ou les résines polyimides, qui supportent des températures Ge 400

2. Les matrices carbonéesont fabriquées par décomposition d’'une matiére organique a haute
température. La matiére peut étre un liquide (imprégnation en phase liquide), ou un hydrocarbure
gazeux (décomposition chimique en phase vapeur). Le second procédé est plus rapide que le
premier, qui peut durer plusieurs mois pour obtention d’'une densification suffisante, mais moins
reproductible. Le carbone se dépose en grains sur les fibres, assurant leur bonne liaison. Il est
possible par exemple d’'obtenir un composite carbone—carbone dont la densité est égale a celle du
carbone massif.

3. Les matrices métalliqugsrésentent plusieurs avantages, comme une bonne ductilité, une bonne
résistance a certains solvants, une meilleure tenue en température que les résines, une meilleure
usinabilité. A l'inverse, elles sont plus difficiles a mettre en oeuvre, de densité plus élevée, et des
problémes peuvent apparaitre aux interfaces fibres—matrice du fait de la réactivité des matériaux.
Comme pour le cas des matrices carbonées, la fabrication du composite peut s'effectuer par
imprégnation en phase liquide, décomposition chimique en phase vapeur, mais encore par co—
extrusion ou co—laminage.

4. Les matrices céramiquesnt particulierement intéressantes en raison de leur caractére réfractaire.
Elles sont utilisées dans des pieces qui doivent subir sans dommage de trés hautes températures
(tuiles de protection thermique, brdleurs). Le point faible des céramiques, a savoir leur trés faible
résistance a la rupture en traction, est partiellement masqué par l'insertion de fibres dans la
matrice. Les techniques de fabrication les plus courantes sont I'imprégnation en phase liquide
(SiC-SIC par exemple) ou le dépbt plasma (par exemple dépbt de silicium puis nitruration a I'aide
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d'un traitement sous azote a 1480, qui produit une augmentation de volume et favorise la
densification).

8.2 Rappel : milieux élastiques anisotropes

8.2.1 Notation de Voigt pour les relations de comportement

L'expression des relations de I'élasticité= C : € porte sur des tenseurs du second et du quatrieme

ordre symetriques. lls peuvent étre respectivement représentés par des vecteurs de dimensian 6 (pour
ete), et par une matrice carrée de dimension 6 (gutes relations de symétr@jx = Cji = Cijik et

Cij = Cuij s'expriment alors par le fait que la matrice (6 x 6) est symétrique. La notation de Voigt,

a deux indices | et J variant de 1 a 6, met respectivement en correspondance les valeurs 1, 2, 3, 4, 5,
6 de | et J avec les doublets (1,1), (2,2), (3,3), (2,3), (3,1), (1,2). Dans le cas le plus général, il y a 21
coefficients élastiques. En notant yade "cisaillement de l'ingénieur”, tel qug; = 2¢;;, pouri différent

de j, en désignant pat; les composantes de la matrice représentant le te@squar S, celles de son

inverse, et en posant Cy = Cijik ; (i) Sy = Sjk, dans le cas ou | et J sont inférieurs ou égaux &i3, (

Sy = 2Sjk, si l'un des indices | ou J est inférieur ou eégal a 3, l'autre supérieQrs( = 4Sjk, Si |l et

J sont supérieurs a 3, on obtient le vecteur contenant les 6 composantes de déformation en réalisant le
produit de la matric€ par le vecteur contenant les 6 composantes de contrainte, et I'opération inverse
étant réalisée a partir de la matrige

8.2.2 Respect des symétries matérielles

Si le matériau est invariant par la transformation définie par la ma®&jde changement de repére
défini parPne modifie pas la loi de comportement, qui doit toujours s’écrire a I'aide de la méme
représentation du tense@r soit :0 =C : €, mais ausso =C : €, aveco =P 1o P,ete =P 1g P. |l
s’ensuit queC = P~1P~1C P P, soit sous forme indicielleCijq = PmPjnPpPRqCmnpg L'application de
cette derniére formule a des transformations particuliéres permet de constater dans chaque cas quel est
le nombre de coefficients réellement indépendants.

1. Symétrie par rapport a un plan de coordonnées 0 : La matrice ne comporte que trois termes
sur la diagonale, (1,1,-1). Les composariigg qui ont un nombre impair d’indices 3 sont donc
nulles, il Ny a plus que 13 coefficients indépendants :

Cis=Cpp=C34=Cs4 =Ci5=Co5=C35 =Ce5 =0 (8.1)

2. Symeétrie par rapport a deux plans orthogonaux 0 etx3=0 : |l faut annuler en plus les
coefficients qui possedent un nombre impair d'indices 1, il n’y a plus donc que 9 coefficients
indépendants :

Ci6 =Cos=C36 =Cs5 =0 (8.2)

La matrice se met alors sous la forme :

Cii Cp C3 0 O
Co Cpn C3 0 O
Ciz C3 Gz 0 O
0 0 0 Cu O
0 0 0 0 G5 O
0 0 0 0 0 GCse

O ocoo

(8.3)
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Il existe également unérmulation techniquequi fait apparaitre des modules d’élasticité et
des coefficients de Poisson. Il faut prendre garde a cette formulation, qui introduit plus de 9
coefficients, ceux-ci étant bien entendu liés par les relations :

Vi2/E1 =V21/E> , V23/Ex=V3/Ez , V31/Ez=Vi13/E; (8.4)
€11 1/E1 —vio/E1 —vi3/E1 O 0 0 011
€22 -va1/Er  1/E; —va3/Ex O 0 0 022
€a3 | _ | —va1r/Es —vao/Es  1/Es 0 0 0 033 (8.5)
Y23 0 0 0 1YEa O 0 023 '
Y31 0 0 0 0 ],/E55 0 O31
Y12 0 0 0 0 0 VEss 012

3. Equivalence de deux axes de symétrie (par exemple 1:aC@jte hypothése introduit 3 relations
supplémentaires, il n'y a plus que 6 coefficients indépendants, il s’agit d'une symétrie quadratique
(cas des cristaux tétragonaux) :

Ci1=Cxn Ci13=Cp Csus=0GCss (8.6)

4. Equivalence des trois axes de symétri@ela introduit encore trois relation€;; = Co» Ci3 =
Cos3 C4q=Css, C'est le cas de la symétrie cubique, il ne reste que 3 coefficients indépendants :

Ci1 Cp C» O 0 0

Cip C1 C» O 0 0

Cpo Cpo C1 O O O
0 0 0 Cuu O 0
0 0 0 0 Cu O
0 0 0 0 0 Cus

(8.7)

5. «Isotropie» transverse Il doit y avoir invariance par une rotation quelconque autour d'un
axe particulier, par exempbes. Ceci implique que le matériau présente au moins la symétrie
guadratique. D’autre part, aiest I'angle de cette rotation, la matriPest de la forme :

cosa  sina O
P = —sina cosa O (8.8)
0 0 1

Son application au term€gs = Ci212 conduit aCgs = (C11 — Ci2)/2. Il y a 5 coefficients
indépendants. C’est le cas du systéme hexagonal pour les cristaux, et des structures en nid

d’abeille.

Cii Cp2 G2 O
Ci2 C3 Gz O
Ci2 Gz C3 O
0 0 0 Cu
0 0 0 0 Cu
0 0 0 0 0 2ZCu-Cp)

(8.9)

La formulation de I'ingénieur pour ce type de symétrie est la suivante \avg&, = vt /Er et
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Viz/EL =Vvz/Ez:

ELL 1)L —vi1/EL —viz/EL O 0 0 oLL

ETT v /Er /B —viz/EL O 0 0 oTT

€77 _ _VZL/EZ _VZL/EZ 1/EZ 0 0 0 Ozz

Yrz 0 0 0 ]/GLZ 0 0 OTz

YzL 0 0 0 0 ]/GLZ 0 OzL

VLT 0 0 0 0 0 Zl-f—VLT)/EL oLT
(8.10)

6. Cas d’'une plaqueDans le cas d’'une plaque, il suffit de ne conserver que les termes correspondants
aoy, orT eto .t dans les expressions ci-dessus.

7. Isotropie: C'est la résultat d’'une symétrie cubique et d’une isotropie transverse par rapport a I'un
des axes du cube. Le termMir, de la symétrie cubique se calcule donc exactement en fonction
deCy; et deCyp : Caqa = (C11—Ci2)/2. Il ne subsiste donc que 2 coefficients indépendants. Il est
immédiat d’identifieiCy1 & (A + 2), etCio aA.

8.3 Composites unidirectionnels a fibres longues

8.3.1 Loide mélange

Dans le cas d'un matériau ou les fibres sont continues (enroulements, plaques), il est raisonnable
d’'imaginer que I'approximatioen paralléledans laquelle les déformations sont uniformes d’une phase
a l'autre est bien respectée. Si les effets latéraux sont négligés, on peut évaluer le module de Young
équivalent dans la direction des fibres par une approximation de déformation uniforme. Si au contraire
la sollicitation s’applique en sens travers, les phases serosdrie dans une configuration bien adaptée
pour appliquer I'approximation de contrainte uniforme. En désignant par des indices m et f la matrice et
la fibre, il vient alors :

E_ensenslong: E. = cnEm+CiE; (8.11)
Erensenstravers:  /Er =cCyn/En+cCi/Es (8.12)

Lors d'une traction en sens long, les déformations latérales de chaque phase se combinent :
€T = CmET,, + CfET (8.13)

Chacune des déformations latérades et €1, s’expriment en fonction de la déformation longitudinale
€L, qui est supposée étre la méme pour les deux phages, v T,£L, eter, =ViT,&L.
Le coefficient de Poisson équivalent est donc obtenu par une moyenne directe.

VLT = CmVm+CiV+ (8.14)

Pour le terme de cisaillement transverse, I'hypothése simple la plus réaliste consiste a considérer que la
contrainte de cisaillement sera conservée. La moyenne s’'applique donc sur les inverses des modules :

1/WLT = Cm/Mm+Ct /Wt (8.15)

8.3.2 Constantes élastiques dans un repere quelconque

Les constantel, , Et, vt et t permettent de caractériser le comportement élastique dans le repere
(sens long-sens travers). Le probléme qui se pose est alors de connaitre les propriétés dans un repére
guelconque. Ce cas est traité en exercice.



8.3. COMPOSITES UNIDIRECTIONNELS A FIBRES LONGUES 83

force axiale sur
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FIG. 8.1 — Reprise de charge le long d’une fibre
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8.3.3 «Fonctionnement» du composite

Un grand nombre de composites unidirectionnels sont constitués par des fibres fragiles dans une
matrice plus ductile. La contrainte maximale qui peut étre atteinte en traction sur ce matériau est donc
obtenue juste avant la rupture des fibres, lorsque la contrainte dans celles-ci est de I'ordre de leur
contrainte de rupturegg,, et que la matrice est également soumise a une contrainte qui provoque des
déformations permanentes; :

omax = (1—Ct)0y +CtOR, (8.16)

Le fait d'avoir rajouté des fibres est donc bénéfique si cette contrainte est supérieure a la contrainte
de la matrice seule, supposée non renforcée par les fibres, une fois que toutes celles-ci sont rompues, qui
s’exprime en fonction de la contrainte a rupture de la matige:

Or = (1—ct)0R, (8.17)
Le fait queopax Soit plus grand queg produit une condition surs,
Ct > (Or, — Ov)/(OR; + OR, — OY) (8.18)

ce qui montre quf existe une fraction critique de renfoen dessous de laquelle I'ajout de fibres détériore
le comportement au lieu de I'améliorer.

Le méme type de raisonnement simple suggére I'existence danmpieur optimale de fibrell
consiste a considérer que, si elle joue son réle de facon optimum, il se transfére a la fibre une force
osTid dx sur une longueur élémentaidx le long de son axedg est la contrainte de cisaillement a
I'interface fibre—matriced le diamétre de la fibre (voir figur@.1). La force sur une section de la fibre
passe donc de 0 a I'extrémité a une valeuogixd a une distance x de celle-ci.

La longueur optimale est obtenue lorsque la force au milieu de la fibre correspond a la contrainte de
rupture de la fibre, ce qui correspond a une longlieeite que :ogrd| /2 = (Td?/4)0R, , SOit :

| =dog, /205 (8.19)

Au dela, la fibre se rompt. Ceci explique également pourquoi les résultats obtenus avec des fibres
courtes sont en général du méme niveau que ceux produits par des fibres longues.
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Matériau | E_ (GPa)| Er (GPa)| 2.t (GPa)| or (MPa) | or, (MPa)
Verre 45 12 4,5 1250 35
Kevlar 49 85 5,6 2,1 1410 28
Carbone HM 134 7 4,2 1270 42
Bore-époxy 210 12 1400 80
Bore-alu 220 140 7,5 1400 120

TAB. 8.2 — Propriétés de quelques plis de fibres—résine époxyde (avec 60% de fibre), bore—époxyde et
bore—aluminium E; = module d’Young sens londr = module d’Young sens traveng,t = module de
cisaillementgor_= contrainte a rupture sens lorag, = contrainte a rupture sens travers.

8.3.4 Quelques ordres de grandeur

Le tableau8.2 fournit des valeurs des modules et des contraintes de rupture en directions
longitudinale et transverse pour plusieurs sortes de plis. La trés forte anisotropie rend le pli trés vulnérable
seul, et explique qu'il faille avoir recours au tissage ou a la superposition de plis pour disposer de
matériaux utilisables par I'ingénieur.

8.4 Plaques stratifiées

8.4.1 Tissus et mats

Le pli tissé est obtenu en disposant des fibres suivant deux directions perpendiculaires. Si les fils
de trame couvrent un fil de chaine avant de passer sous le suivant, il s'agit de toile ou taffetas, si
plusieurs files de chaine sont couverts, il s'agit de satin. Une premiere approximation consiste a traiter le
tissu comme deux couches d'unidirectionnel superposées, ayant les mémes déplacements. Un tissu est
équilibré s’il y a le méme nombre de fils dans chaque direction, et qu’ils sont de méme nature.

Les mats sont des renforts bidirectionnels a fibres coupées (5 a 10 cm). lIs sont isotropes dans leur
plan. Il existe également des tissages tridimensionnels (3D), dans lesquels plusieurs couches de tissus
bidimensionnels (2D) sont assemblées par des fibres selon la direction du troisieme axe. Les tissages
"4D" comportent quant a eux des fibres dirigées selon les directions de type (1,1,1) d’'un cube. Un
exemple typique est le carbone-carbone, qui résiste jusqu’a de trés hautes températures, et qui, en raison
de la géométrie adoptée, est insensible au délaminage, ou décollement des couches entre elles.

8.4.2 Définition

Un stratifié résulte de la superposition de plusieurs couches (ou plis) de nappes unidirectionnelles
ou de tissus. Les nappes successives sont en général orientées differemment (classiquéshedd)

-45°). Il est important de respecter dans la conception la symétrie miroir, qui caractérise une plaque dont
les empilements de plis de part et d’autre du plan moyen sont symétriques. Si la plague ne posséde pas
cette symétrie, elle risque de se "voiler" lors de la fabrication en raison des dilatations différentielles liées
aux différences de coefficient de dilatation. Les minimums technologiques sont de 3 & 4 couches de tissu
équilibré ou 8 couches d’unidirectionnel, et une épaisseur de 1 mm.

Les stratifiés risquent de rompre en traction, en compression, sous l'effet de flambements locaux,
ou a cause de délaminage. Les calculs s’effectuent avec de petits programmes sur micro- ordinateur. ||
faut déterminer la bonne tenue de chaque couche. La connaissance des efforts globaux (efforts normaux
N11 et Npp, efforts tangentiel91, dans le plan du stratifi€), et des modules d’élasticité homogénéisés
permet de trouver les déformations moyennes. En supposant alors que ces déformations (en I'absence de
délaminage) sont valides pour toutes les couches, il ne reste plus qu’a appliquer le tenseur d’élasticité de



8.4. PLAQUES STRATIFIEES 85

la coucha pour y effectuer une évaluation de la contrainte. La couche sera réputée rompue si elle atteint

le critere de Hill-Tsai :
2 2 2
(o) + () ~ (o) + (Rar) = ©:20
OR. ORy OR. TRy

8.4.3 Théorie des stratifiés

Un stratifié est un matériau formé par la superposition de plusieurs couches (ou plis) de nappes
unidirectionnelles ou de tissus. Les nappes successives sont en général orientées differemment
(classiquementQ 45, 907, -45°). Il y a au minimum quelques couches, et jusqu’a 20 ou 30 couches.

Cinématique et équilibre

Pour les plaquesavaillant dans leur planil est naturel de supposer que chaque couche a la méme
déformation, d’'ou un champ de déplacement virtuel, et un champ de déformation tels que :

Uz (X1, X2, X3) = U’ (X1, %2) Up(X1, %2, X3) = V' (X1, %2) (8.21)
gh1=U) €=V, 2e,=U5L+V] (8.22)

OMint = — /V (011U +02V5 4+ 012(U5+V))) dV (8.23)
= /S(U7'1N11+V,'2N22+( 5+V1)Ni2) dS (8.24)

En définissant les quantités suivantes par intégration sur I'épaisseur de la plaque, représentant
respectivement les efforts intérieurs globaux en directigren directiornx,, et de cisaillement (il s’agit
d’'une force par unité d’épaisseur, exprimée en Pa.m, ou N/m) :

N]_]_:/hO']_]_dX3 N22:/h022dX3 N12:/h012dx3 (825)

Comme on ne considére pas de déplacement hors du plan, on ne peut pas introduire dans cette théorie
d’efforts extérieurs normaux au plan de la plaque. On se limite a la partie «<membrane» de la théorie de
plaque plus générale qui sera envisagée par la suiteefiass extérieursont définis sur le contod,
par une force résultante par unité de longueur (en N/m) a deux composangtd,, et, en un point
courant de la surfacg, par une force répartie (en Pascal), de composantd,. Leur travail virtuel
s’exprime donc :

OWext = / (TiU' 4+ ToVy) ds+ / (U +1t2V5) dS (8.26)
r S

La procédure de traitement des efforts intérieurs est similaire a celle qui a été utilisée pour les poutres.
Il comporte successivement une intégration par partie, et I'utilisation du théoreme de la divergence pour
transformer la divergence sur la surface de la plaque en un flux sur son contour. Les termes sont du type :

NuU’y = (NuU') ; = NagaU’ (8.27)

On retrouve ainsi le fait que les efforts internes équilibrent les efforts externes sur la frontiere de la
plague. Les équations d’équilibre sont obtenues en un point courant de la surface :

Ni11+Ni22+t1=0 (8.28)
Ni21+Na22+t2=0 (8.29)
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Loi de comportement

Pour établir la loi de comportement, il faut estimirn, Ny, et Nio. Pour cela, il faut ramener le
comportement de chaque couche depuis son repére «naturel» d'orthotropie au repére général de la plaque.
Le repeére i) des fibres fait un angla avec le repére de la plaquex=angles,n), c = cosq,
s=sina. Le changement de repére s’exprime donc, par exemple pour les contraintes :

o) = (5 e (3 7) (8:30

En passant en notation de Voigt, il vient :

Onn > &£ 2s 011
O | = £ 2 —2cs O22 (831)
Ont —cs cs é—¢2) \op

Il faut utiliser une autre matrice de passage pour les déformations, en raison du facteur 2 qui est
présent dans les termes de cisaillement.

€mn 2 & cs €11
& |=| ¢ & —cs €22 (8.32)
2€nt —2cs 2cs -2/ \2gq

On note qu’une formulation alternative permet d’utiliser la méme matrice pour contraintes et
déformations, en considérant plut6t un facte®@ sur les termes en cisaillement :

Onn c? £ cs/2 O11

ox | = &2 2 —csV?2 02 (8.33)
Ontv/2 —csv2 csv2 2—<2) \owV2

€nn c? £ cs/2 €11

&g | = 2 2 —csV?2 €22 (8.34)

EntV/2 —csv2 csv2 2—-s2) \enV2

Il s’agit alors d’établir une relation de la forme :

011 Qu1 Q2 Qs €11
02| = Q12 Q2 Q% €22 (8.35)
012 Qe Q2 Qes/ \2€12
sachant que :
€nn 1/En —Vnt/En 0 Onn
Ett = —Vnt/En 1/Et 0 Ott (836)
Ent 0 0 1/t Ont

On est donc amené a utiliser I'expression du tenseur d'élasticité dans le repére de chargement, qui
s’exprime par exemple pour la couche

Qi1 = C'Ep + S'E, + 2622 (VinEyy + 24 (8.37)
Qhy = S'Ey, + C*E} + 2622 (VinE + 24 (8.38)
Qb = 2 (Ep + By — 2uinEy + (62— 2)2y) (8.39)
Q, = AL(E +EE — 4, E + (¢ + SViE D) (8.40)
Qls= cs(czﬁin — B, — (P — D) (VinEh + 2pi1t)) (8.41)
Qb = cs<sZEin — B, — (2 — ) (VinE), + 2uim)> (8.42)

(8.43)
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avecE, =E|/(1-Vpvtn)  E; = El/(1—vpevin).
Pour obtenir la rigidité d’ensemble, on doit intégrer sur I'épaisseur chacun des termes obtenus. La
forme obtenue est :

Nus /h Qudx3 /h Qrodxs /h Q1ed%3 U1
A1 A A

Noo [ = [ A2 Ao Ace | = / Qr2dx3 / Q2203 / Q2603 V,2 (8.44)
A Aoe Aes n n n

N12 V,1+U,2

/h QuedXs /h Q26dx3 /h Qs6dX3

Cette expression générale appelle quelques remarques :
e En fait, I'intégration continue est remplacée par une somme discrete sur le nombre de couches,
ainsi, en notang; I'épaisseur de la couche

A=Y Qe (8.45)

e Les couches interviennent par leur épaisseur, mais pas par I'ordre de leur empilement. Ce ne sera
plus le cas dans le paragraphe suivant.

e Lesterme®q6 et Qo caractérisent le couplage traction—cisaillement. lls indiquent qu’une plaque
formée de couches présentant des orientations quelconques se déforme en cisaillement sous I'effet
d’'une traction simple, et vice-versa. Comme ces termes sont impaarslercouplage disparait
dans le cas d'une plaque symétrique.

8.5 Plaque de Kirchhoff-Love

On considére maintenant le méme type de plague, mais il s'agit de construire une théorie qui supporte
a la fois des déplacements de type membrane et de type flexion, donc prenant en compte des forces, mais
aussi des moments. On utilise de facon systématique la procédure déja suivie pour les poutres et les
plagues.

Cinématique et équilibre

La plague est définie dans le plaxx2), sa normale correspond a I'axg, son épaisseur est
(fig.8.2). Le déplacement est défini par 3 translatidhsy , W, et deux angle$); et0,, qui sont fonctions
de x—X2 uniqguement

On définit donc la cinématique en fonction des cing inconnues précédentes :

Uz (X1, X2,X3) = U + B2X3 (8.46)

Uz (X1, X2,X3) =V — B1X3 (8.47)

Uz (X1, X2, %3) =W (8.48)

Ceci permet d’évaluer un tenseur de déformations :

g11=U1+0621x3 (8.49)

€22 =V2—012X3 (8.50)

€33=0 (8.51)

2e12=U2+62o%3+V1—011X3 (8.52)

2€p3=—01+W;> (8.53)

2e31=0,+W; (8.54)
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Y

FiG. 8.2 — Géométrie d'une plaque et variables décrivant sa cinématique

Le travail virtuels des efforts intérieurs est tel que :

—6\/\/.:/Vcijsijdv (8.55)
=U,1/h011dX3+92,1/h011X3dX3 +V,2/h022dX3—91,2/hC522X3dX3 (8.56)
+ (U2 —&-\/71)/h012d>(3+(92,2—91,1)/hC512X3d>@ (8.57)
+ (=61 +W,2)/h023dX3+(92+W,1)/h031dx3 (8.58)

On en déduit donc les variables globales suivantes :

Variable associée définition : (8.59)
Ui N11=/hGlld><3 (8.60)
021 Mllz/h011x3dx3 (8.61)
Va Np2 = /h 0220%3 (8.62)
012 M= /h G¥ad¥s (8.63)
Uz+Va Nip = /h O120%s (8.64)
022—0611 |V|12=/h012X3dX3 (8.65)
—01 Wy Ti— [ oxto (8.66)
02+ Wy T2=/h031dX3 (8.67)

En théorie des poutres, il existe une approche (Timoshenko) pour laquelle I'angle que fait une section
droite avec la ligne neutre est déterminé de facon indépendante, et une autre (Bernoulli) dans laquelle
les sections droites restent perpendiculaires a la ligne moyenne au cours de la déformation. Le dernier
cas s’'appligue essentiellement lorsque la poutre est peu épaisse, si bien que les cisaillements restent
faibles. Ceci supprime I'angle de la liste des variables indépendantes, puisqu’il peut étre alors directement
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déterminé si la fleche est connue. Nous allons reprendre cette simplification pour la théorie de plaque
construite ici. On suppose donc qu’un segment initialement perpendiculaire au plan moyen le reste au
cours de la déformation. Les cisaillements 13 et 23 sont nuls, ce qui produit les conditions cinématiques :

—91+W2=0 92—|—W1=0 (8.68)

On aura également :
T1=0 T,=0 (8.69)

Dans le cadre de cette théorie simplifiée, la liste des variables associée est :

9271 = _Wll associé Mll (870)

9172 = sz associé Mzz (8.71)

92’2 — 9171 = —Z\le associé Mlz (8.72)

ce gqui méne au tableau :
Variable associée définition : (8.73)

U71 Ni1 = /O’lldX:g (8.74)
h

—Wiq, M1 = /h011>(3dx3 (8.75)

V72 Noo = /O’zdeg (876)
h

W) —Mpo = /thzdea (8.77)

U72 +VJ_ N12: /hO'12dX3 (878)

—2W12 M1 = /hOlzdee (8.79)

e Ni1 etNy sont les efforts normaui;» le cisaillement dans le plan de la plaque

e Mj11 etMys sont des moments de flexion,Mi> un moment de torsion

L'écriture du travail des efforts extérieurs et I'écriture du principe des travaux virtuels permet ici
encore d'écrire les conditions aux limites en force et moment, et de définir les équations d'équilibre.
On ne détaille pas ici les différents développements. On retrouve bien entendu les équations de type
membrane de la théorie des stratifiés, auxquelles s’ajoute une équation concernant les moments, qui fait
intervenir I'effort répartip porté par I'axexs :

Niz1+Niz2+t1=0 (8.80)
Ni21+Na22+t2=0 (8.81)
M1111+M2222+2M1212+p=0 (8.82)

Plusieurs stratégies sont possibles pour établir ensuite une loi de comportement. Lune des
plus performantes consiste a reconstruire un champ approché a partir d'une formulation élastique
tridimensionnelle, comme par exemple dans [17]. On se contentera ici d’'une évaluation plus simple, qui
ne cherche pas a donner accés aux termes de cisaillement, et qui est raisonnable pour fournir la rigidité
d’'une plaque composite dont toutes les couches sont identiques, si ce n’est I'orientation des fibres. On
obtient une évaluation des efforts globaux en intégrant sur I'épaisseur une contrainte que I'on estime a
partir de la cinématique du probleme. On introduit successivement :
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e des termes de type «membrane» :
Ny = /h 011dX%3
= /h (Q11€11+ Q12822+ Q16€12) dX3

= /h (Q11(U1+621%3) +Q12(V2 — 81 2X3)
+Q16(U 2+ 022X3+V 1 —B11%3))dX3

N1z = /h(Qllu,l — Q11x3W11)dxg
- /h(Q12V.,2 — Q12x3W22)dx3
+ /h (Q16(U.2+V1) — 2Q16x3W12)dXs
o termes de type «flexion» :
M1 = /h 011%3d%3
= /h (Qu1€11 + Q12€22 + Q1e€12) X3dXs

= /h (Q11(U %3+ 62.1X3) + Qu12(V2x3 — 81.2%3)

+Qu6(U 2X3 + 022%6 +V 1x3 — 81.1%3))dXs

M1 = /h(QnXsU,l — QuX8W11)dxs
+ /h (QuaxaV2 — QuXeW2)dx
+ /h(Q16X3(U,2 +V1) — 2B16X3W12)dXs

On obtient ainsi une forme matricielle de la loi de comportement :

N11 A1 Az Ais Bir Biz Big Ul
N22 A1z Ao Axs Bz B2 Bge V,2
Nio | | Aws Ax Ase Bie B Bgs| | V.1+U,2
Mi1| |[Bir Bz Bis Ci1 Ciz Cis -W11
M2 B2 Boo Bas Ci2 Cpo Cope -W»»
M12 Bis B2s Bss Cis Coe Cos —2W12
La sous-matricéA| est le résultat de I'intégration de :

Quu Q2 Que

Q2 Q22 Q26

Qe Q2 Qes

La sous-matricéB]| est le résultat de I'intégration de :

Quixa Qi2Xa Qi6X3
Qioxz QooXa QoeX3
Qiexza QoeXa QeeXz

(8.83)
(8.84)

(8.85)

(8.86)
(8.87)

(8.88)
(8.89)

(8.90)

(8.91)
(8.92)

(8.93)
(8.94)

(8.95)
(8.96)

(8.97)

(8.98)

(8.99)

(8.100)
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La sous-matricéC| est le résultat de I'intégration de :

Qg QiX§ Qe
Qg QuX§ Qo (8.101)
Qe Qo3 Qe6X3

L'expression précédente appelle quelques remarques :
e La matrice de la formul&.98renferme des termes de différentes dimensions. On a :

N/m N/m | N -
= (8.102)

N N | Nm/ \m?

e Chacun de ses termes est le résultat de la contribution de chaque couche, et est donc calculé
comme une somme discréte sur toutes les couches. En appelant respectiyeetéitles cotes
inférieures et supérieures de la couche son épaisseur :

A= Qe (8.103)
Bir=Y Quu(h*—h%),/2 (8.104)
Cu=Y Quh-h)/3 (8.105)

e Lestermes linéaires eq produisent dewouplagemembrane—flexion. lls sont nuls pour les plaques
symétriques.

e Pour tous les termes contenant sgit soit x%, le résultat obtenuépend de la séquence
d’empilement ce qui est assez intuitif en effet lorsqu’il s’agit de calculer une résistance a la
flexion : celle-ci sera meilleure si les couches les plus résistantes vis-a-vis d'une flexion donnée
sont éloignées de la surface moyenne. On retrouve le cas illustré précédemment par la poutre
composite.

e On reconstruit un champ de contraintes approché dans chague couche en considérant les efforts
normaux et les moments dans chaque couche (les indiet$ varient de 1 a 2hy; est la cote
moyenne de la couche) :

oy
s = /h " G (8.106)
- B
Mg = / Gap(Xa — i)dxe (8.107)
-
Il vient alors :
Nig 12 . xg—h

O-QB—?—FE GBT
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Chapitre 9

7z

Eléments de Mécanique de la rupture

La mécanique de la rupture a pour objet essentiel I'étude des fissures macroscopiques : elle s’applique
lorsqu’il existe dans le matériau des discontinuités telles dans la matiere qu’elles viennent modifier I'état
de contrainte, déformation et déplacement, si bien que 'homogénéisation du milieu n’a plus de sens.

9.1 Geénéralités

La séparation en deux parties disjointes d’'un corps se produit a la suite de la phase d’amorcage,
qui a vu le développement de microcavités, microfissures... sous I'action de sollicitations mécaniques,
thermiques, chimiques.... La propagation de la ou des fissures macroscopiques peut conduire a la
séparation compléte de plusieurs morceaux, ou bien au contraire les fissures peuvent s'arréter. Le
mode de rupture peut étre fragile, la rupture se produisant alors souvent sans déformation plastique,
ou ductile, en présence d’'une déformation plastique importante. L'énergie nécessaire pour produire la
rupture, caractérisée par tasilience (rapport de I'énergie nécessaire pour rompre une piece sur la
section droite de matiére rompue), est bien plus grande dans le cas de la rupture ductile. La résilience
est une caractéristique importante du matériau au niveau de la conception de systemes mécaniques.
Elle évolue avec la température, température de transitiorcaractérisant le passage d’'un mode a
I'autre. Le mode de rupture dépend par ailleurs de I'état de contrainte, en particulier de la triaxialité des
contraintes (rapport du premier sur le second invariant). Un matériau qui présente beaucoup de plasticité
développera en général des ruptures ductiles, mais pourra étre sujet a la rupture fragile. Un matériau
sans plasticité (céramiques, métaux a trés basses températures, certaines résines) présentera toujours des
ruptures fragiles.

En fonction du chargement et du matériau considérés, si le milieu est globalement plastique ou
viscoplastique, I'étude est du ressort de la mécanique non linéaire de la rupture, ou encawprdetie
locale dans laquelle il est fait une description aussi précise que possible de I'état de contrainte et de
déformation en pointe de fissure a I'aide de modeles de comportement non linéaires. Si au contraire la
plasticité est absente ou reste trés confinée, les théories qui permettent de traiter le probléme considérent
le matériau comme élastique partout : c’esimécanique linéaire de la rupturgui va étre considérée
dans ce chapitre.

Les dates principales qui marquent le développement de la mécanique de la rupture sont 1920,
lorsque Griffith montre que la rupture d’'un milieu élastique-fragile peut étre caractérisée par une variable
globale, qui sera appelée plus tard le taux de restitution d’énergie, et 1956, lorsque, a partir de I'étude
des singularités du champ de contrainte, Irwin introduit la notion de facteur d’intensité des contraintes.
Les années 1960-1980 sont celles de I'essor puis de la maturité de la mécanique de la rupture, avec en
particulier les développements numériques et le traitement des problemes non linéaires. Les ouvrages
de références les plus anciens sont épsuisés [13], mais il existe une abondante littérature issue des
laboratoires francais [2, 11, 12, 5].

93
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9.2 Taux de restitution d’énergie

9.2.1 Définition

Dans le cas ou I'énergie cinétique est négligée, la puissance mécanique disponible pour ouvrir une
fissure de surfacél est égale a la variation de I'énergie potentielle totklerésultat de la variation de
I'énergie élastique stockée dans la structure et de la variation d’énergie liée aux forces extérieures. Cette
contribution mécanique est appetéex de restitution d’énergidlle peut se définir quel que soit le type
de comportement. Son unité est le joulé/m

oV
G=——- 9.1
34 (9.1)
Cette énergie sert a créer de nouvelles surfaces libres, ce qui implique des apports d’énergie. En appelant
y®I'énergie spécifique de rupture par unité de surface, il est donc nécessaire pour que la fissure se propage
gue la contribution mécanique équilibre au moins I'énergie dissipée (théorie de Griffith pour la rupture
fragile), soit dans un milieu plan d’épaisseur unité :

—propagationsi: G—-2y*>0 (9.2)
—arrétsi: 0> G-2y° (9.3)

Si le matériau est élastique, et dans le cas ou les forces de volume sont négligées, I'expression
de I'énergie potentielle se réduit a deux termes, le premier correspondant a I'énergie de déformation
élastique (dans le volumé du solide), le second au travail des forces extérieures appliquées en surface,
(force ¥ sur les frontiéres ou la force est imMposges :

rVzl/cr:adV— FY.udsS (9.4)
2 v©T T Sk

L'application du théoreme de la divergence au terme volumique permet de le tranporter en surface
(théoréme "du travail"), le terme obtenu se partageant ensuite sur les surfaces a force et déplacement
imposés () :

1 1 1 1
f/ozst:f/E.gdS:f Fdoudst= [ F.ulds (9.5)
2 v~ 2 S 2 Sk 2 Su

Le calcul deG s’effectue par simple dérivation a partir de la nouvelle expression de I'énergie potentielle :

1 1
F.ulds—=/ FY9.uds (9.6)

V=z .
25u77 25[:7

et:

6lf s Bgs 1[0

d
_ . = [ %= Wds 9.7
2)e " 922/ 92" ©.7)

9.2.2 Cas d'une charge ponctuelle

Dans le cas particulier ou il n'y a qu'une charge ponctuelle, les expressions se simplifient en
introduisant la raideu® de la structure ou sa complaisance La force ¥ et le déplacement
deviennent alors ponctuels, ef: =R U ; U = C ¥ . L'avancée de fissure peut se schématiser comme
en figure9.1, selon que I'avancée se fait a déplacement imposéy R, ou a force imposée (Figylb).

Dans chaque cas I'expression@elevient :
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E F
Ao A "
F
|
|
|
L H g L
> : >
0 - 0 Ld
a. Force imposee b. Déplacement imposé

FiG. 9.1 — Evaluation de I'énergie mise en jeu lors d'une avancée de fissure

e adéplacement imposé, comrfie= R U :

1/ oF

__+ [ 95 d
G = 2 /s aﬂ.g ds (9.8)
1 /dR _ 4 ¢ l/F2\dR
__2<Mu).u __Z(KZ % 9.9)
(9.10)
o aforce imposée, comnmd = C F9:
1 ou
G ==/ E.=dS 9.11
2)ss— 04 ( )
1 _4 /dC 4
=-F%(—= A2
570 (557°) 012
(9.13)
Les deux cas aboutissent formellement a la méme expression :
1 _,dC
g% A4
G=37"47 (9.14)

Il faut néanmaoins noter que I'évolution de la force n’est pas la méme (chute de force lors de I'avancée
de fissure a déplacement imposé, la structure devenant plus souple, et bien entendu force constante a force
imposée, avec augmentation du déplacement résultant). L'énergie récupérable dans le cas du déplacement
imposé est finie (égale a I'aire du triangdMH), si bien queG va décroitre avec la progression de
fissure, et que la fissure pourra éventuellement s'arréter. Ces expressions sont utilisées pour mesurer
expérimentalemert.

9.2.3 Quelques valeurs critiques d&

Le verre et les céramiques ont des valeurs trés faibles du taux de restitution d’énergie critique, de
I'ordre de 10 J/rA. Viennent ensuite les résines fragiles, avec des valeurs de I'ordre de 100 & 500 J/m
Les composites verre—résine possédent des valeurs de I'ordre de 7606elmi les place au voisinage
des alliages d’aluminium (20000 J#mLes matériaux les plus résistants a la déchirure sont les aciers
(100 kJ/n?), et, bien entendu, les métaux purs (100-1000 Rl/m
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A A x,

Al— A

A : (0,9
EEEREE A0

FIG. 9.2 — Plague infinie en traction simple seken

9.3 Facteur d’'intensité de contrainte

Sauf mention contraire, les développements des chapitres suivants concernent des milieux
bidimensionnels. La fissure y sera linéaire, définie par sa longuektm toute rigueur, I'extension en
tridimensionnel n'est possible que si le front de fissure dans la piéce réelle est perpendiculaire au plan
d’étude, et alors 4 = ab, b étant I'épaisseur de la piéce.

9.3.1 Solution de Muskhelishvili

La figure9.2 montre le systéme qui est considéré ici. Il s’agit d’'un panneau "infini”, contenant une
fissure de longueuraselon I'axexy, et sollicité en traction uniforme selon I'axg. Dans la pratique, un
modele de ce type pourra étre raisonnablement utilisé dés lors que les dimensions de la fissure seront de
10 a 20 fois plus faibles que celle de la plaque. Il existe une solution analytique exacte de ce probléme,
sur 'axexp = 0, en supposant un état de contraintes planes :

—Si x>a Op2 = O'oo/ (l— (a/X]_)z) 12 011 =022 — 0w (9.15)
O 1-v

(2 ) 010

—Si 0<x;<a [Up] = 2up = <4aEG°°) (1- (xl/a)z) 12 (9.17)

La formule du déplacemenk sur la frontiére de la fissure montre que I'ouverture des levres de
la fissure est représentée par une ellipse. Le changement de vagiabke-+r montre qu'il existe au
voisinage de la pointe de fissure une singularitééhlorsquer tend vers 0.

020 [ 0w (a/2r)? (9.18)

9.3.2 Solution asymptotique de Westergaard

Le probléme précédent peut également étre abordé en introduisant la "fonction &Axiy%.) telle
qgue 011 =W,20;000=W,11;010=W.15. Les équations d'équilibre sont alors automatiquement vérifiées.
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En élasticité linéaire, le report de ces égalités dans les conditions de compatiqite 2 €11 11+€2222

conduit a chercheW comme solution de I'équation biharmonigdd¥ = 0. Ce probleme se résoud

par la méthode des fonctions complexes. On obtient ainsi la solution asymptotique au voisinage de la
pointe de fissure (Fi§.3). Irwin a montré que le premier terme du développement limité est le méme,

a un facteur multiplicatif prés, pour tous les problémes correspondant a un mode d’ouverture donné.
La sollicitation d’une fissure linéaire dans un milieu plan perpendiculairement & son axe correspond au
mode | ; on introduit ainsi Iéacteur d'intensité de contrainte en modleK; ,tel que :

Ki = lim (022\/2nr) (9.19)

9.3.3 Différents modes de sollicitation

Le chargement étudié jusqu’a présent fait intervenir un champ de contrainte "lointain" comportant
une seule composante, normale a la direction de la fissure, il s’agit du mode d’ouverture, ou mode I. C'est
celui qui est physiquement le plus important, puisqu’une fissure en mode | se propage dans son propre
plan, par raison de symétrie, sans bifurcation, I'ouverture de la fissure conduisant facilement a la rupture.
Dans le cas du mode I, le champ lointain de sollicitation extérieure est un cisaillement perpendiculaire
au front de fissure (Fi§.3.b), et dans le cas du mode Il un cisaillement parallele au front de fissure
(Fig.9.3.¢).

9.3.4 Remarques
1. L'unité deK est leN.m~%/2, On utilise couramment IMPa./m. K dépend & la fois du matériau
et de la géomeétrie.

2. La singularité e permet a I'énergie de déformation élastique de rester finie en pointe de fissure
(le matériau ne devient pas localement indéformable) :

1 1,011
We_z/vg.ngDz/V\ﬁ\ﬁrdrde (9.35)

3. La comparaison de la solution précédentéBen0 et de la solution de Muskhelishvili lorsque
tend vers 0 fournit I'expression dg pour une fissure horizontale de longuearchargée selor,
a I'infini avec une contrainte,, :

K| . . a
Westergaard : 02, 0 : Muskhelishvili : 022 0 Oy [ — 9.36
g 2l o 22 T (9.36)
Ki =0,/ Ta (9.37)

4. 1l ne faut pas confondrk, avecK; facteur de concentration de contraintgui est sans dimension,
et qui caractérise le rapport entre la contrainte normale maximale et la contrainte a l'infini au
voisinage d’une entaille. Ainsi, au voisinage d'un défaut elliptique de longueet 8e rayon de
courburep le facteur de concentration de contrainte vaut :

Kt = 022max/ 00 = 20/@/p (9.38)

Cette valeur peut se retrouver a I'aide de la solution de Muskhelishvili pour un trou elliptique. La
valeur deK; devient infinie lorsque le raygmtend vers 0, ce qui n'est bien sir pas le ca&de

5. En mode |, il est possible de trouver la relation efitret G en évaluant le travail nécessaire pour
refermer une fissure de longueair- Aa, comme indiqué en figur@.4. 1l s’agit d’exprimer que
la densité d'effort sur le segme@O passe de 0 lorsque la fissure est@na oy, lorsque la
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O11= Ki cosg(l—singsins—ze) (9.20)

V21T 2 2

K cosg(l+singsin3—e) (9.22)

022= 5 €955 253

K| 06 .06 30
O12= \/ﬁ cosE smé cos7 (9.22)

Y K 0 20
Pt =5 5 C0S5 (K 1+2$|n22) (9.23)

a. Mode | : ouverture

K| r 0 0

=5 ETCOSE(K—FI—FZCOgé) (9.24)

avec :k = 3—4v en déformations planes (9.25)

3—v .
et:k= v en contraintes planes (9.26)

Ky . 6 0 30
011_—\/ﬁsm§(2+cos§cosj) (9.27)
Ky .6 0 30
O = \/ﬁsmécosécosf (9.28)

= K081 ein®sin®
53’7 O12 \/ﬁcosz(l sm23|n 2) (9.29)

b. Mode Il : glissement dans le plan

Ky fr .8 6
ul_le E[smé(K—&—l—kZCogé) (9.30)
. K|| r 0 .0
U=—% —ZHCOSE(K—l—ZSIHZE) (9.31)

sin— (9.32)

% / O3 = % cosg (9.33)

-

c. Mode 11l : glissement antiplan 2K . 0
g P Uz = e [y sin= (9.34)

FiG. 9.3 — Les différents modes de fissuration et les champs singuliers associés
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A X2

FiG. 9.4 — Opération de refermeture de fissure pour le calcul de la rel&tGn

fissure est e, alors que dans le méme temps I'ouverture passe @e. Le résultat obtenu est :
G =K;?(k+1) /8paveck = 3— 4v en déformations planes, let= (3—Vv)/(1—V) en contraintes
planes, soit :

Contraintes planes: G =K2/E (9.39)

Déformations planes: G = (1—Vv?)K,?/E (9.40)

Pour effectuer la démonstration des formules précédentes, le taux de restitution d’énergie est pris

sous la forme : 5

1 u
== [ F4.2=dsS 9.41
2J)s— 04 ( )

Le calcul consiste a évaluer, par unité d’épaisseur :

G

1 ratha
G.Aa= 5/ 0'22(0) uz(O’)dxl (9.42)
a

Par ailleurs, les relations générales sont, en cas de mélange des modes :

. 1 1+v
Contraintes planes: G = E(K|2 +Kj?) + %Km 2 (9.43)
. 1-v? 1+v
Déformations planes: G= (K2 +Ky?) + LK||| 2 (9.44)

E E

6. Dans le cas des matériaux anisotropes, il existe un couplage entre les différents modes méme pour
les configurations les plus simples, comme la plaque en traction étudiée précédemment. On définit
alors un tenseur de facteurs d’intensité de contraintes :

Kij =lim Gij vV 21r (9.45)
r—0

9.4 Analyse de I'état de contrainte tridimensionnel

Aprés avoir examiné le probleme d'élasticité bidimensionnelle, il est utile de considérer I'état de
contrainte 3D qui s’établit dans les structures.
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X

e e 2

FIG. 9.5 — Etat de contrainte tridimensionnel en pointe de fissure

>

\

e Dans les structures épaisses (exemple de I'éprouvette de la fidiag, I'état de contrainte est
triaxial, et 0< 011 < 033 < O22. Les directions de glissement préférentielles sont donc dans le
plan de cisaillement maximurmi; — xp, si bien que I'éprouvette périt "par I'arriere" de la fissure.

e Dans les structures minces (exemple de I'éprouvette de la figbre), la composante 33 du
tenseur de contrainte est négligeable<(@33 < 011 < 022), Si bien que le plan de cisaillement
maximum est maintenant le plan— x3, et que I'épaisseur de la structure va diminuer au devant
de la fissure, provoquant la ruine par amincissement exagéré.

9.5 Propagation de fissure en fatigue

9.5.1 Amorcage—propagation dans les matériaux meétalliques

Le phénomene de fatigue se manifeste sur les matériaux soumis a des chargements de faible intensité,
qui individuellement ne présenteraient pas de danger, mais qui, appliqués de facon cyclique, conduisent a
'amorgage puis a la propagation de fissures, d’abord microscopiques, puis macroscopiques. 2&figure
schématise ce processus, dans un diagramme ou la vitesse de propagation par cycle est reportée en
fonction de la longueur de la fissure.

Comme indiqué en introduction, les fissures courtes sont noyées dans des champs locaux, imposés
par les efforts extérieurs et la géométrie locale (cristallographie par exemple), et leur étude individuelle
n'est pas aisée. Celles qui sont observées lors d’une étude microstructurale sont celles qui ont progressé
de facon préférentielle, donc qui se trouvaient dans les zones les plus sollicitées. Il est donc normal que,
dans le diagrammel@/dN-a), elles présentent des vitesses grandes. Certaines d’entre elles s’arrétent,
tandis qu’un petit nombre (en général une seule) dépasse la taille de la microstructure, pour devenir une
"grande" fissure, qui peut étre étudiée a I'aide de la mécanique linéaire de la rupture.

La zone de non-propagation peut se représenter également dans un diagranomiegiy dit de
Kitagawa (Fig9.7). La partie horizontale de la frontiére du domaine correspondiiie d’endurance
oulimite de fatiguell s’agit du niveau de contrainte cyclique en dessous duquel aucune micro-fissure ne
se développera. Une structure sans défaut macroscopique, ou une éprouvette lisse soumises a ce type de
chargement ne présenteront pas de risque de rupture. Pour des longueurs de fissure plus importantes, la
structure résistera d’autant moins bien que la fissure sera longue, la frontiere du domaine présentant alors
une pente-1/2, ce qui est cohérent avec le fait que c’est I'amplitude de facteur d’intensité de contrainte,
AK 0 Acal/? qui est le moteur de 'avancée de fissure. De méme qu'il existe une limite d’endurance, il
est possible de définir Uiacteur d'intensité de contrainte seeih dessous duquel la fissure ne progresse
pas.
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da/dN ‘
(mm/cycle)
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FiG. 9.6 — Schématisation de la propagation de fissures de fatigue

-1/2

a
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FiG. 9.7 — Diagramme définissant les limites de fatigue et de propagation de fissure
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FIG. 9.8 — lllustration de la loi de Paris dans le diagrantagd N-AK

Matériau Ki, (MPaym) | AKs (MPay/m)
acier haute résistance (ex : 35NCD16) 60 la4d
acier moyenne.résistance (ex : 15MND6) | ..
.. .(basse température) 40 3
...(palier ductile) 200 8
alliages d’aluminium (ex : 7075) 30 15a4
alliages de titane (ex : TAGV) 80 248
composite verre-résine 7
polyéthylene 6,5
polystyréne 0,4
résine époxyde 0,1
verre 0,01

TAB. 9.1 — Valeur critique et valeur seuil du facteur d’intensité de contrainte pour quelgues matériaux

9.5.2 Loide Paris

Les courbesla/dN-AK présentent la forme indiquée en fig@& En régime établi, elles présentent
une partie linéaire dans un diagramme log—log, ce qui permet de les modéliser par la loi de Paris, qui
définit la vitesse de propagation par cycle comme une fonction puissance de I'amplitude du facteur
d’intensité de contrainte :
da

— =C.AK™

i (9.46)

Dans le méme diagramme est également reportée la valekif.dqui correspond a une rupture
instantanée, par dépassement de la valeur critigesdelis chargement monotone. Le tabl@4difournit
donc, en méme temps qig, quelques valeurs typiques Hg. pour les alliages usuels, auxquelles sont
ajoutées pour comparaison celles qui sont classiguement obtenues pour des matériaux non métalliques
(valeurs erMPa.,/m).
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Résumé

Taux de restitution d’énergie, défini a partir de la variation d’énergie potentielle

G_ 0V _1[ g . 150

0V _ ou o LroE g
oa 2/, F 9292/, a7 ¥ 9S

Charge ponctuelle, a déplacement imposé

G_1<72>d%
- 2\R2?2)d4a

Charge ponctuelle, a force imposée

_1_ 4 (dC 4
G_27'<dﬁ47>

Facteur d’intensité de contrainte en mode |

Ki = EILTE) (022¢Tm)

... pour une fissure de longueua @ans une plaque infinie

RelationG—K
* En contraintes planes

1 1+v
G==(K?+K;?)+ =K 2
E( 1+ K %)+ £ K

x En déformations planes

12

G=
E

1+v
(K2 4+ Ky 2) + ?KIII 2

% Unité deG = J.nT 2 unité deK = Pa.nt/2 = N.m3/2

e Loide Paris q
a
—— =C.AK™
dN =
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Chapitre 10

Annexe

10.1 Quelques tenseurs particuliers

Les tenseurs d'ordre 4 et K permettent respectivement d’obtenir le déviatsuet le tenseur
sphériqueS associés a un tenseur symétrique du second ordre

Ona:
s=J:0 S=K:o (10.1)

On introduit également le tenseur unité d’ordré 40n peut facilement vérifier que :

1
L tel queliju = > (Oidjl + 01 djk) (10.2)
1 1
L( = §|N @l ouencore Kijk = ééijékl (20.3)
1 1

;J = L — L( ou encore Jiju = > (6ik5jl + & 6jk) — ééijékl (10.4)

Propriétés remarquables :
3323 KiK=K JiK=K:i3=0 05)

Donc, bien sir :

J:S=0 K:s=0 (10.6)

En élasticite isotrope, le tenseur d’élastigkt@t son invers&s’expriment :

A=3kK+2u]  S= (10.7)

Si bien que :
JiIA=2u) K:A=3kK (10.8)

En plasticité J est utile pour évaluer la direction d’écoulement. Ainsi, dans le cas du critere de von
Mises :
0J 0dJ 0s 3s

oo s 00w

w
w
%)

== (10.9)

(&
Q=

N

o
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10.2 Sur le critéere de von Mises

Une conférence a été organisée en aolt 2004 a Cracovie pour célébrer les 100 ans du «critére de
Huber», et son inventeur, le Professeur M.T. Hulbétp(://www.huber2004.agh.edu)pl

Exactly a hundred years ago, in 1904, the pioneer paper of Maksymilian Tytus Huber (1872-1950)
entitled Specific Strain Work as a Measure of Material Effort - A Contribution to Foundations of the
Theory of Material Strength appeared in Polish in the transactions of the Polytechnic Society in Lwow -
Czasopismo Techniczne. M.T. Huber distinguished two cases ; if the hydrostatic component of stress was
compression, he proposed that yielding or fracture was determined by the elastic energy of distortion,
and in the case of tension, he determined the criterion of limit state by the total elastic energy, referring
to the earlier suggestion of E. Beltrami in 1885. As it appeared later, J.C. Maxwell anticipated the
criterion of elastic energy of distortion in the letter to W. Thompson, 18 Dec. 1856. The importance
of Huber’s achievement for the development of the theory of plasticity found confirmation in further
works on yield criteria of R. von Mises (1913), B.P. Haigh (1919) and H. Hencky (1924). The strength
hypothesis formulated by M.T. Huber determined the upper limit of the applications of linear theory of
elasticity and, at the same time, laid the foundations for the development of theory of plasticity as well
as the theories of limit states in anisotropic materials. Since the works of M.T. Huber and of his student
W. Burzynski (1900-1972) the Polish school of energy-based approach to diverse aspects of limit states
in isotropic and anisotropic solids grew up.
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10.3 Glossaire des notations les plus courantes

g, €° Tenseur de déformations (petites perturbations), déformation élastique
gth Tenseur de dilatation thermique
eP, P Tenseur de déformation plastique, viscoplastique
o Tenseur de contrainte de Cauchy
f,n Fonction de charge ; dérivée par rapport aux contraintg¢g8o
I1, 12,13 Invariants du tenseur de contrainte (voir page 24)
Ji, o, J3 Invariants du déviateur de contrainte (voir page 24)
J Second invariant du déviateur des contraintes
A, Qi Variables d’écrouissage
R X Variables d’écrouissage isotrope, cinématique
Oy Limite d’élasticité initiale
H Module plastique
W, W*  Potentiels élastiques
Q Potentiel viscoplastique
z Tenseur de contraintes moyennes (chapitre homogénéisation uniqguement)
E Tenseur de déformations moyennes (chapitre homogénéisation uniquement)
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