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Avant-propos

La résolution des équations différentielles ou plus généralement des équations aux dérivées
partielles occupe une place importante en ingénierie et en mathématiques appliquées. Chacune de
ces disciplines apporte une contribution différente mais complémentaire a la compréhension et a la
résolution de tels problemes.

Il existe plusieurs techniques permettant de résoudre les équations aux dérivées partielles. On
pense par exemple aux méthodes de différences finies, de volumes finis, aux méthodes spectrales,
etc. On peut sans aucun doute affirmer que la plus largement répandue est la méthode des éléments
finis. Cette popularité n’est pas sans fondement. La méthode des éléments finis est tres générale
et posseéde une base mathématique rigoureuse qui est fort utile, méme sur le plan treés pratique.
En effet, cette base mathématique permet de prévoir jusqu’a un certain point la précision de notre
approximation et méme d’améliorer cette précision, via les méthodes adaptatives.

Ce texte est donc une introduction & la méthode des éléments finis. Nous poursuivrons ainsi
deux objectifs. Bien siir, nous souhaitons introduire la méthode des éléments finis et en donner une
description relativement classique. Mais notre principal objectif est d’en dégager aussi les bases
mathématiques plus fondamentales. On peut se demander s’il y a vraiment besoin de s’attarder
autant sur les aspects plus mathématiques. La réponse nous est apparue de plus en plus évidente
au fur et a mesure que se développaient les multiples applications de cette méthode. Les notions
de convergence, de normes, d’espaces fonctionnels sont de plus en plus nécessaires pour aborder
les problémes modernes notamment en ce qui concerne les méthodes adaptatives, les méthodes
de stabilisation et le développement de discrétisations compatibles dans le cas de probléemes a
plusieurs variables comme les équations de Navier-Stokes ou les problémes de coques. Pour travailler
sérieusement sur ces problemes, une connaissance superficielle de la méthode des éléments finis ne
suffit plus et on doit aller plus en profondeur.

Il va de soi que poursuivre ces deux objectifs ne va pas sans difficultés. Au risque de déplaire
a tous, nous visons un auditoire assez vaste allant du débutant au lecteur plus aguerri ayant déja
une connaissance de base en éléments finis.

Cet ouvrage s’adresse donc principalement aux étudiants en ingénierie, bien que les étudiants
en mathématiques pourront y voir un complément pratique & leur formation plus théorique. Nous
implorons la patience des étudiants ingénieurs. Les premiers chapitres vous paraitront peut-étre tres
théoriques mais soyez assurés que nous avons réduit au minimum les considérations théoriques et que
nous nous limitons a l’essentiel. Nous implorons aussi I'indulgence des lecteurs ayant une formation
mathématique plus avancée car, comme nous ’avons déja mentionné, la rigueur mathématique n’est
pas notre obsession, bien que nous ayons fait notre possible pour rester rigoureux.

Nous avons essayé d’illustrer la méthode des éléments finis a l'aide de nombreux exemples.
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Pour ce faire, nous avons utilisé le logiciel MEF++4-, développé par le Groupe Interdisciplinaire de
Recherches en Eléments Finis (GIREF) de 1'Université Laval depuis 1996. Cet ouvrage a en fait 6té
écrit en parallele avec le développement de MEF-++4-. La philosophie générale de MEF++ est basée
sur ce qu’il est convenu d’appeler des termes de formulation qui seront décrits dans cet ouvrage.
Ces termes de formulation ne sont rien d’autres que les différents blocs constituant les formulations
variationnelles associées aux différentes applications. Puisque ces termes de formulation sont souvent
communs & plusieurs applications, on peut les voir comme des «briques» qui peuvent assemblées
suivant nos besoins. Il en résulte une grande flexibilité d’utilisation.

Dans la mesure du possible, cet ouvrage est auto-suffisant. On retrouve en annexe quelques rap-
pels de notions mathématiques élémentaires portant sur les tenseurs et les changements de systémes
de coordonnées qui sont d’une grande utilité dans I’étude des équations aux dérivées partielles. Une
connaissance des méthodes d’analyse numérique élémentaire est requise et en particulier des notions
d’interpolation de Lagrange et d’intégration numérique de Gauss qui sont également rappelées en
annexe.

Enfin, nous souhaitons remercier tous ceux qui ont contribué, de pres ou de loin, a la réalisation
de cet ouvrage. De nombreux étudiants ont émis des commentaires constructifs qui nous ont incités
a améliorer certains passages plus difficiles. Soyez tous assurés de notre reconnaissance.


https://fr.wikipedia.org/wiki/MEF%2B%2B
https://giref.ulaval.ca/
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Chapitre 1

Introduction et exemples

1.1 Bref historique

L’idée fondamentale derriere la méthode des éléments finis remonte loin en arriere. Les grecs
par exemple avaient reconnu que 1’on peut approcher la solution d’'un probléme complexe en le
divisant en probléemes plus simples. On peut par exemple approcher le périmetre d’un cercle en
calculant le périmeétre d’un polygone a n c6tés, pourvu que n soit suffisamment grand. Il suffit alors
de connaitre la longueur d’un segment de droite, probleme beaucoup plus simple que celui de la
longueur d’un arc de cercle.

L’application a la solution des équations aux dérivées partielles est évidemment plus récente
et est intimement liée au développement de I'informatique. Courant [16] a introduit le concept de
formulation variationnelle, qui est a la base de toute méthode d’éléments finis.

Pour la méthode de Ritz [53], on part d’un probléme posé dans un espace de dimension infinie.
On approche ensuite la solution du probléme initial en cherchant une solution dans une suite
croissante de sous-espaces de dimension finie. Ces problemes approchés sont en général beaucoup
plus facile & résoudre. On peut de plus espérer que la solution du probleme en dimension infinie
peut étre obtenue par un passage a la limite. Le choix des fonctions de base constituant ces espaces
de dimension finie est délicat et initialement on les construisait globalement sur le domaine. C’est
Courant qui eut 'idée d’introduire des fonctions a support local qui simplifient grandement leur
construction.

La théorie derriere la méthode des éléments finis a pris une forme plus rigoureuse avec les
travaux de Strang et Fix [56]. & compléter ...

1.2 Applications

On retrouve les premieres applications véritables de la méthode des éléments finis en 1956 en
mécanique des structures. Un groupe de chercheurs (Turner, Clough, Martin et Topp [59]) de Boeing
utilisent cette méthode pour calculer la voilure d’un avion. & compléter ...

La méthode des éléments finis est maintenant reconnue comme 1'une des principales méthodes
de résolution des équations aux dérivées partielles (EDP) dans des géométries quelconques, que ce
soit en dimension un, deux ou trois. On trouve méme des méthodes d’éléments finis en dimension
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4, soit en espace-temps...

Les applications sont tout aussi nombreuses et variées. Les ingénieurs de diverses disciplines
utilisent les éléments finis, que ce soit en mécanique des fluides ou des solides, mais aussi pour les
problémes thermiques, électro-magnétiques, chimiques, etc. On retrouve aussi des applications en
physique, et notamment en astrophysique. a compléter ...

1.3 Breve introduction a la problématique

Pour illustrer le fonctionnement de la méthode des éléments finis et pour justifier I'introduction
d’un certain nombre d’outils mathématiques, nous allons considérer un exemple tres simple et
effectuer une comparaison avec la méthode des différences finies.

Soit donc I'équation différentielle :

(e

ou f(z) est une fonction connue. On cherche donc & obtenir une approximation de la solution u(z)
dans l'intervalle [0, 1]. Pour ce faire, subdivisons cet intervalle en N sous-intervalles de longueur
h = 1/N (les sous-intervalles peuvent éventuellement étre de longueurs différentes). On obtient
ainsi NV 4 1 points x; vérifiant zog = 0, zy = 1 et pour les points intermédiaires :

i
N’
On note w;, I'approximation de u(x;) au point z;. Les conditions aux limites imposent que uy =
uy = 0. La méthode des différences finies consiste a discrétiser directement I’équation différentielle

en remplacant les dérivées de u(x) par des différences finies et ce, en chaque point x;. On peut par
exemple utiliser une différence centrée d’ordre 2 (voir Fortin, réf. [25]) :
w(wi—1) — 2u(z;) + u(zit)

U”(xi) = h2
L’équation différentielle s’écrit en chaque point x; :

*U"(I‘i) = f(xi)

de sorte qu’en remplacant par la différence centrée, on obtient :

xTr; = xi+1—xi:h

—1 — 2ui + uig
72

Lo~ b

Ui—1 — 2U; + Uiyl
et ce pour ¢ allant de 1 jusqu’a N — 1. Dans I’équation précédente, on a bien sir négligé le terme

d’erreur O(h?) et il en résulte une approximation d’ordre 2. On obtient ainsi un systéme linéaire
de (N — 1) équations en (N — 1) inconnues de la forme :

[ 2

-1

L9 01 0 011 w7 [ f(z1) ]
- -0 0 u f(z2)

0 -1 2 -1 0 . f(z3)

: .0 :

0 -~ 0 -1 2 —1]]|un-2 J(xn—2)
L0 0 -~ 0 -1 2 |Lunv-1l | flzn-1) |
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0 T I I I I ©
—e— Solution numérique
—— Solution analytique
—-0.1} :
= —02] |
S
—0.3 - =
—-04 :

| | | | | | | |
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
x

Figure 1.1 — Solution par différences finies

La résolution de ce systeme linéaire tridiagonal est simple et fournit une solution approximative
de ’équation différentielle de départ aux points x;. Ainsi, & la figure 1.1, on peut voir la solution
numérique obtenue avec 10 intervalles (h = 0,1) et la fonction f(z) = —6x. Dans ce cas, on vérifie
facilement que la solution analytique est u(z) = 2% — x. On peut dés lors constater que la solution
numérique est une bonne approximation de la solution analytique.

La méthode des éléments finis proceéde tout autrement. Nous allons donc reprendre ’exemple
précédent par cette méthode, mais sans justifier toutes les étapes puisque nous ne sommes pas
encore en mesure de le faire. Multiplions ’équation différentielle 1.1 par une fonction dite test w(x)
que nous supposerons pour l'instant quelconque et intégrons sur l'intervalle [0, 1]. On obtient :

/01 —u"(z)w(z)dx = /01 f(z)w(x)dx

Intégrons maintenant par parties (en supposant que w(z) soit suffisamment réguliére) pour obtenir :

[ttt @)ds — @ Ow(t) ~ @) = [ @
0 0

Si on suppose maintenant que w(0)

w(l) = 0, on obtient une formulation variationnelle qui
consiste & déterminer une fonction u(x), vé

rifiant u(0) = u(1) = 0 et telle que :

1

/01 () (x)de = [ f(x)w(z)dr Yw(x) | w(0)=w(l)=0 (1.2)

S~
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Remarque 1.1. La formulation variationnelle 1.2 ne fait apparaitre que la dérivée d’ordre 1 de
la fonction u(z) (et de la fonction test w(x)) et demande donc moins de régularité que I’équation
différentielle elle-méme qui, dans ce cas, est d’ordre 2. La formulation variationnelle 1.2 est donc
aussi appelée formulation faible (ou forme faible) de I’équation différentielle 1.1 par opposition a
I’équation différentielle elle-méme dite formulation forte. <

Il est évident que toute solution de 1.1 vérifie la formulation variationnelle 1.2. Par contre,
I'inverse n’est pas aussi évident. Démontrons-le, toujours formellement. Soit donc u(x) une solu-
tion de la formulation variationnelle 1.2. Essayons de refaire le chemin inverse, jusqu’a I’équation
différentielle 1.1. En intégrant par parties, on trouve :

1 1
/ —u"(@)w(@)dz + o' (1)w(1) — o (0)w(0) :/ Fl@)w(x)de
0 0

c.-a-d. .
| (@) = (@) wiwpde = 0
0
qui est valide pour toute fonction w(x) qui s’annule en 0 et 1. Il nous faut déduire de cette équation

que :
—u"(z) — f(z) =0

Pour y arriver, il faut effectuer un choix judicieux de fonction w(x). Considérons d’abord la fonction
¢(z) = x(1—=x) qui est positive dans I'intervalle |0, 1] et qui s’annule en x = 0 et x = 1. Choisissons

ensuite :
w(z) = ¢(x)(—u"(x) — f(x))

Cette fonction test w(xz) s’annule bien en z = 0 et en x = 1 et est donc admissible. On obtient
ainsi :

/01<‘“"<$> — f(x))%¢(x)dz = 0

Puisque l'intégrant est toujours positif et que son intégrale est nulle, on en conclut que :
(—u" () — £(@))*(x) = 0
Puisque ¢(x) ne s’annule pas a l'intérieur de l'intervalle, on peut affirmer que :
—u"(z) = f(x) dans 0, 1]

et donc que u(x) vérifie 'équation différentielle. Il y a donc équivalence entre I’équation différen-
tielle 1.1 et la formulation variationnelle 1.2.

Plusieurs questions importantes demeurent en ce qui concerne le développement précédent dont
plusieurs étapes restent largement a justifier.

1. Comment déterminer précisément les fonctions tests w(z) admissibles ?
2. Sous quelles conditions la formulation variationnelle (1.2) posséde-t-elle une solution unique ?

3. Sous quelles conditions la formulation variationnelle (formulation faible) est-elle équivalente
a Péquation différentielle (formulation forte)?
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4. Comment peut-on discrétiser cette formulation variationnelle pour en tirer une solution
numérique comme nous l'avons fait par la méthode des différences finies ?

5. Cette solution numérique converge-t-elle vers la solution analytique ? Et a quelle vitesse ?

C’est a toutes ces questions et a d’autres que nous tacherons de répondre dans ce texte. La
méthode des éléments finis est de fait une technique d’approximation des formulations variation-
nelles des équations aux dérivées partielles. En essayant de répondre aux questions précédentes,
nous verrons la nécessité d’introduire un certain nombre d’outils mathématiques. C’est 'objet des
deux chapitres suivants.



Chapitre 1



Chapitre 2

Espaces fonctionnels

L’analyse de la méthode des éléments finis requiert une bonne dose d’analyse fonctionnelle,
outil fondamental pour une véritable compréhension de cette méthode. C’est I'objet de ce chapitre.
Précisons des le départ que notre objectif n’est pas de donner un cours d’analyse fonctionnelle
complet mais bien de donner les outils de base nécessaires a 'utilisation efficace de la méthode des
éléments finis.

Parmi les outils de base, on retrouve les notions de distributions, d’espaces de Hilbert, de
Sobolev, etc. L’étude de ces notions pourrait faire 'objet d’un livre (et méme de plusieurs) et il
va de soi que nous nous contenterons d’un survol assez rapide mais relativement complet. Nous
omettrons toutefois beaucoup de détails et de subtilités qui ont bien siir leur importance mais qui
ne sont pas essentielles & une bonne compréhension de la méthode des éléments finis.

2.1 Les distributions

Les distributions sont aux fonctions ce que les nombres irrationnels sont aux nombres rationnels.
Les distributions sont en fait une généralisation de la notion de fonction. Nous en ferons une présen-
tation sommaire en nous limitant aux notions essentielles comme la dérivation d’une distribution.
Nous référons le lecteur & Gasquet-Witomski, réf. [31] pour un traitement simple et moderne de
la théorie des distributions. Le lecteur plus averti peut consulter le texte de L. Schwartz, réf. [55]
pour un traitement plus complet et plus classique.

2.1.1 Définitions et propriétés générales

Dans ce qui suit, 2 désignera un ensemble ouvert de R™ dont la frontiere I' est réguliere.
Rappelons maintenant deux notions importantes pour la suite.

Définition 2.1: Support d’une fonction

Le support d'une fonction f(x) est le plus petit ensemble fermé de valeurs de @ en dehors
duquel la fonction f(x) est identiquement nulle. C’est donc la fermeture de I’ensemble des
points x tels que f(x) # 0.
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Définition 2.2: Sous-ensemble compact

Un sous-ensemble de 2 C R"™ est dit compact s’il est fermé et borné.

Exemple 2.3. La fonction :
|z| si €] —1,1]

fz) =

0 ailleurs

a comme support U'intervalle fermé [—1, 1] qui est un ensemble compact. 4

Un ensemble compact A contient donc tous ses points frontieres et de plus, puisqu’il est borné,
il existe une constante M telle que :

Ac{z]| |zls <M}

ol |||, désigne la norme euclidienne du vecteur @ = (z1, 2, -+ ,zp) :

], = (2.1)

Le compact A est ainsi inclus dans un disque de rayon M, pourvu que M soit suffisamment grand.

Définition 2.4: Espace D((2)

On appelle D(Q) Pespace des fonctions infiniment différentiables sur €2 et dont le support est
compact et inclus dans €.

Les fonctions de D(£2) possedent donc la propriété de s’annuler identiquement au voisinage du bord
de Q ou lorsque la norme de x est suffisamment grande, ce qui nous sera tres utile par la suite. Elles
sont de plus extrémement régulieres puisqu’infiniment différentiables et leurs dérivées s’annulent
également au voisinage de la frontiere du domaine ).

Exemple 2.5. Les fonctions e*, 2™ (n entier positif), sin x, etc. sont infiniment différentiables mais
ne sont pas a support compact dans tout intervalle |a, b[ ou méme dans R. Elles n’appartiennent
donc pas a D(R2). Inversement, la fonction f(x) = |z| si |z| < 1 et 0 partout ailleurs est & support
compact (son support est Uintervalle [—1, 1]) mais n’est pas différentiable en x = 0 et z = +1.
Cette fonction n’appartient donc pas a D(2). ¢

Exemple 2.6. Les fonctions de D(£2) ne sont pas triviales a construire. L’exemple le plus simple
en dimension 1 est la fonction :

R? ;
o) = | o0 (Fbm) silo—pl <R
0 silt—p| >R
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x10°

1.97 1.98 1.99 2 2.01

Rr2

Figure 2.1 — Fonction ¢(z) = e@—»?-#2 (R =2, p=0)

centrée en x = p et de rayon R et que I'on peut voir a la figure 2.1 dans le cas ou R =2 et p = 0.
Le support de cette fonction est l'intervalle fermé [p — R, p + R]. On choisit les parametres R et
p de sorte que ce support soit inclus dans le domaine 2. Sur 'agrandissement de la figure 2.1, on
constate aisément la transition trés douce (infiniment différentiable) en x = 2 (x = R dans le cas
général). On peut généraliser en plusieurs dimensions cette fonction par la formule suivante :

2

___ R i _
(Z)(m) — exp <||($—p)§—R2) ST Hw pHQ < R (22)
0 si lz—ply, >R

Le point p désigne en quelque sorte le centre de la fonction et R le rayon de la bulle. Ici encore, le
disque fermé de centre p et de rayon R doit étre inclus dans 2. La figure 2.2 illustre en dimension 2
le cas ou R = 2 et p est situé a l'origine. On peut ainsi varier le point p et le rayon R pour obtenir
toute une famille de fonctions de D(€2). ¢

Pour arriver aux distributions, il est nécessaire d’introduire un peu de terminologie. Une fonction
1 est une application qui associe & un point z un scalaire ¥(x). On peut généraliser cette définition
et ainsi introduire la notion de fonctionnelle.

Définition 2.7: Fonctionnelle

Une fonctionnelle T est une application qui associe a une fonction 1 (z) d’un ensemble E, un
scalaire noté < T4 >. L’ensemble de fonctions E est appelé le domaine de définition de la
fonctionnelle.

Une fonctionnelle est une fonction agissant sur des fonctions c.-a-d. une « fonction de fonctions ».
Les exemples abondent de fonctionnelles qui nous seront tres utiles. En voici quelques unes.
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0.4
0.3-

02

“l "‘“‘\ 1}‘5{-:.

0.1

1 11\ \

R2

Figure 2.2 — Fonction ¢(z) = e"1**2 % (R = 2 et p = 0)

Exemple 2.8. Si ¢(x) est une fonction intégrable sur €2, on peut alors définir :

< Ty > /Q b(x) dv (2.3)

Le domaine de définition de cette premiere fonctionnelle est donc I’ensemble des fonctions inté-
grables sur €2 c.-a-d. les fonctions pour lesquelles :

/Qiﬁ(:n) dv < 00

Notre deuxieme exemple est la « fonction » de Dirac définie par :

déf.

< dq, Y >= 1Y(a) (2.4)

Nous verrons plus loin qu’il ne s’agit pas du tout d’une fonction. Par contre, il s’agit bien d’une
fonctionnelle dont le domaine de définition est I’ensemble des fonctions définies au point a

Enfin, si f(x) est une fonction donnée, on peut alors définir une autre fonctionnelle de la fagon
suivante :

<Tpu > [ j@ue) d (2.5)

Il nous faudra préciser un peu plus tard le domaine de définition de cette fonctionnelle c.-a-d. pour
quelles fonctions f(x) et ¢(x) une telle expression a un sens. On remarque que la fonctionnelle T}
correspond au cas f(z) =1. 4
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Remarque 2.9. Dans I'exemple précédent, la définition méme des intégrales est imprécise. Pour
leur donner un sens rigoureux, il faut faire appel a la théorie de la mesure et plus particulierement
al'intégrale de Lebesgue (voir par exemple Bartle, réf. [4] ou Jean, réf. [41]). La théorie de Lebesgue
donne un sens précis a des expressions de la forme :

Y(x)dv et P(s) ds
Q o9

et en particulier a dv et ds qui sont alors des mesures. Le lecteur non familier avec cette théorie
peut voir I'intégrale de Lebesgue comme une généralisation de I'intégration classique de Riemann.
Nous ne ferons dans cet ouvrage que quelques références occasionnelles a la notion de mesure. <«

Exemple 2.10. On peut également définir des fonctionnelles agissant sur un vecteur de fonctions :
w = (w1 (71, T2, T3), w2 (71, T2, T3), w3(T1, T2, T3))

On considére par exemple un corps fait d’un matériau isotrope (en dimension 3) et soumis a des
forces externes (forces par unité de volume en N/m?) :

r(x) = r(x, 22, 23) = (r1(z1, 22, 3), r2(21, 2, 23), 73(21, T2, 3))

Sous leffet de ces sollicitations, le corps se déformera de maniére & minimiser la fonctionnelle
énergie définie par :

J(w)—l/ \ i@wi 2+23:u 8wi+awj i dv—/r-wdv (2.6)
_2 Q =1 8%1 ij:14 81‘j 81‘1 Q ’

Le premier terme de cette expression est I’énergie de déformation tandis que le deuxiéme terme
correspond a ’énergie potentielle des forces externes. On cherchera donc, parmi les déplacements
admissibles w (en m), celui qui minimise cette fonctionnelle non linéaire. Les unités de J(w) sont
des N m, ce qui correspond bien a une énergie. ¢

Définition 2.11: Fonctionnelle linéaire

Une fonctionnelle T" est dite linéaire sur I’ensemble de fonctions F si elle vérifie les conditions
suivantes :

L <T, Y1+ >=<T,opy >+ <T,2pa >, VipyetVis€ E;
2. <T,pY>=p<T, > VBeRetVYeFE;
On peut contracter ces deux conditions en vérifiant que Vo, as € R et Vib1,19 € E, on a :

< T, o191 + asthg >= a1 < T, 91 > +ag < T,y >
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Les fonctionnelles 2.3, 2.4 et 2.5 sont linéaires, comme on peut facilement le constater. Prenons par
exemple la fonctionnelle 7. On a alors :

< Ty, B >= /Q f (@) () dv = 3 /Q F@)p(@) dv =8 < Ty, >

De plus :
<Tpvitve> = [ @) @i(@) + (@) do= | f@in(@) do+ [ f@)ia(a) do

= <Tf7¢}1 >+<Tf7¢2>

Par contre, la fonctionnelle :

<T,p >= / (b(@))? do
Q
ne l'est pas puisque (11 + 12)? # ¥? + 3. Il en est de méme pour la fonctionnelle 2.6 qui est en
fait quadratique comme nous le verrons plus loin.

Remarque 2.12. Pour compléter le tableau, il nous faudrait introduire la notion de continuité
d’une fonctionnelle. Pour cela, il serait nécessaire d’introduire une topologie sur 'ensemble E et de
définir la notion de fonctionnelle continue. Cela ne nous parait pas essentiel a ce stade-ci pour bien
comprendre la suite. Nous reviendrons un peu plus loin sur la notion de continuité dans le cadre
des espaces de Hilbert. «

Définition 2.13: Distribution

Une fonctionnelle linéaire (et continue) définie sur 'espace D(2) est une distribution. L’en-
semble des distributions posséde une structure d’espace vectoriel que nous notons D’(12).

L’espace D'(Q) est aussi appelé espace dual de D(2). Nous reviendrons sur la notion d’espace dual
un peu plus loin. Les trois fonctionnelles linéaires que nous avons vues sont des distributions. En
particulier, la distribution de Dirac :

<oumd>=0la)  VoeDQ) (2.7)
est sans doute la plus connue.

Remarque 2.14. Bien que cela soit souvent le cas, les distributions ne sont pas toujours associées
a ce qu’on pourrait qualifier de forme intégrale comme cela est le cas pour les distributions 77 et
T. Ainsi, la distribution de Dirac ne peut s’écrire sous forme intégrale bien que 'on trouve parfois
la notation :

/Q Sa dv = §(a)

Nous verrons un peu plus loin qu’il n’existe pas de fonction « classique » vérifiant une telle propriété.
Cette notation est donc erronée et ne devrait pas étre employée. Il faut donc éviter d’associer
automatiquement ’expression < T, ¢ > avec une forme intégrale. <«
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On peut manipuler les distributions, un peu comme les fonctions et définir ’addition, la multi-
plication d’une distribution par un scalaire et 1’égalité de deux distributions.
— Addition de deux distributions :
On définit I’addition de deux distributions 77 et T5 par :

<T+To,¢ >E< T, 0>+ < Ty, ¢ > V¢ € D(Q) (2.8)
— Multiplication d’une distribution 7" par un scalaire 5 € R :
<BT,¢>L B<T,¢p> Vo € D(Q) (2.9)

— Multiplication d’une distribution 7' par une fonction infiniment différentiable
h(x) :

<hT, ¢ >Z< T, hep > Vo € D(Q) (2.10)

— Egalité de deux distributions :
Les distributions T3 et T5 sont dites égales si :

<Ti, ¢ >=<Ts, ¢ > Vo € D(Q) (2.11)

On remarque que les distributions ne sont définies que par l'effet qu’elles produisent sur les fonc-
tions de D(Q). Les définitions paraissent alors naturelles et il est important de noter que deux
distributions sont réputées égales si elles ont le méme effet sur toutes les fonctions de D(€2).

Fonctions localement intégrables et distributions réguliéres

Définition 2.15: Fonction localement intégrable

Une fonction f(x) est dite localement intégrable si elle est intégrable sur tout compact inclus
dans {2 ou encore si :

/ |f(x)] dv < oo V¥V compact A C Q (2.12)
A

L’ensemble des fonctions localement intégrables forme un espace noté L, .(€2).

Notons immédiatement qu’une fonction peut ne pas étre intégrable sur tout le domaine 2 mais
étre tout de méme localement intégrable. On pense par exemple & la fonction f(z) = 1 lorsque
Q=R.

On peut associer a une fonction localement intégrable f(x) € L}, .(Q) une distribution Ty définie
par :

<Tpé>= /Qf(a:)gb(ac) dv Vo eDQ)

Il est facile de constater que I’expression précédente a un sens c.-a-d. :

| r@ot) av

< [ 1@l do< My [ 1f@)] dv < oc

®
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Fonctions Distributions

Lj, () D'(Q)

RN 3

Figure 2.3 — Espaces de fonctions L}, (Q) et de distributions £}, (€2)

loc

car I'intégrale porte en fait sur le support compact K4 de la fonction ¢ qui y est bornée par
My. Ainsi, a toute fonction localement intégrable, nous avons associé¢ une distribution. Une telle
distribution est dite réguliére. Nous noterons L}, (€2) I'espace des distributions associées a une
fonction de L}OC(Q). Inversement, pour une distribution quelconque, il n’est pas toujours possible
de lui associer une fonction localement intégrable. L’espace E}OC(Q) est donc un sous-espace propre
de D'(Q) tel quillustré a la figure 2.3.

Lemme 2.16

La distribution de Dirac n’est pas réguliere.

Démonstration. On doit montrer qu’il n’existe pas de fonction f(x) localement intégrable telle que :

< Gayh >= /Qf(as)qb(:v) dv = d(a) Yé € D(Q)

Si une telle fonction f(x) existait, en posant ¢(x) = ¢n(x), ol ¢p(x) est la fonction définie par
I’équation 2.2 centrée en a (p = a) et de rayon 1/n (R = 1/n), on aurait :

[ @ on(e) dv=on(a) = e

Si C(a,n) désigne le disque de centre a et de rayon 1/n, on aurait de plus :

T =lon@ < [ @@ do< e [ (f@) do

a,n C(a,n)

puisque les fonctions ¢, (x) sont toutes bornées par e~!. La derniére inégalité constitue une contra-
diction puisque le terme de droite tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini. |
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Dérivées d’une distribution

On peut généraliser la notion de dérivée aux distributions, ce qui nous sera tres utile pour les
équations aux dérivées partielles. Nous nous limiterons pour 'instant aux fonctions d’une variable
et nous supposerons que l'ouvert {2 est tout simplement intervalle ouvert ]a,b[. Soit donc une
fonction continue f(z) dont la dérivée est continue par morceaux c.-a-d. dont la dérivée possede
éventuellement un nombre fini de discontinuités de premiére espéce (sauts de hauteur finie) dans
I'intervalle ]a, b[. On associe alors & la dérivée f’(z) une distribution T définie par :

b
<Tp.o>= [ F@oa)dz Vo e Dlab)

On peut alors intégrer par parties et écrire :

<Tpo> = — [ @@+ 000 - [

= [ r@d

Les termes de bord de l'intégration par parties s’annulent car les fonctions ¢ sont a support compact
dans l'intervalle |a, b] et doivent donc s’annuler en a et b. Il vient alors que :

b
<Tp ¢ >= —/ F@)d (@)de = — < Ty, ¢ >

Le raisonnement précédent n’est valide que pour les fonctions f(x) dont la dérivée est continue
par morceaux. Par contre, nous nous servirons de la derniére relation comme définition de la dérivée
d’une distribution. L’idée derriere cela est que ce qui est vrai pour les fonctions usuelles doit étre
encore valide pour les distributions. On peut faire un raisonnement similaire, sous des hypotheses de
régularité appropriées sur la fonction f(z), pour traiter les dérivées d’ordre supérieur. Il en résulte
alors de maniére naturelle la définition suivante.

Définition 2.17: Dérivée d’une distribution

On définit la dérivée d’une distribution 1" par la relation :
<T ¢>% —<T,¢ > V¢ € D(a, b)) (2.13)

On définit de maniére similaire, la dérivée d’ordre n :

<T™, ¢ > (—1)* < T, ™ > V¢ € D(la, b) (2.14)

La dérivée de la distribution T est passée, via l'intégration par parties aux fonctions ¢ qui sont
infiniment différentiables. Il en résulte que, contrairement aux fonctions, les distributions sont toutes
infiniment différentiables.
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Figure 2.4 — Fonction de Heaviside
Exemple 2.18. Nous supposerons dans cet exemple que 'ouvert  est | — oo, oo[. La fonction de

Heaviside ou fonction échelon s’écrit :

0 sixz<0
H(x)_{ 1 siz>0

et est illustrée a la figure 2.4. La fonction n’est pas définie en 0 et n’est bien stir pas dérivable au sens
classique a cet endroit. Cette fonction étant localement intégrable, on lui associe une distribution
que nous notons Ty définie par :

[oe) [oe)
<Tu.o>= [ H@owds = [ oy
—o0 0
et dont la dérivée est & son tour définie a 'aide de la relation 2.13 :

<Thd> Y Ty d(z) >=— /OOO & ()dx

= —(¢(0) = ¢(0)) = ¢(0) V¢ € D(Q)
On en conclut immédiatement que :
< Ty,¢ >=¢(0) =< do,0 > V¢ € D(Q)

et donc, en vertu de la relation 2.11, la dérivée au sens des distributions de la fonction de Heaviside
est tout simplement la distribution de Dirac en 0. 4

Exemple 2.19. Les distributions étant toutes différentiables, on s’intéresse a la dérivée de la
distribution de Dirac. On a ainsi :

déf.

<O, >= — < 8,0 >=—¢'(a) Vo € D)
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Figure 2.5 — Fonction f(x) = ||

Remarque 2.20. Il est tentant d’identifier une fonction localement intégrable et la distribution
réguliére qui lui est associée. Ainsi la fonction de Heaviside serait confondue avec la distribution
Ty définie plus haut. Nous essaierons d’éviter cette association qui peut mener & des abus. <«

Exemple 2.21. La fonction f(x) = |z| n’est pas différentiable en 0, comme l'illustre la figure 2.5.
On peut par contre lui associer une distribution 7}, définie par :

<Tppo>= [ Jalow)ds

qui elle est infiniment différentiable et dont la dérivée premieére est aussi définie a ’'aide de la
relation 2.13. Au sens des distributions, on a :

o0

<Tpo> S - <Tud s=— [ ald )

_ ( /_ Ooo —od (z)dz + /O - m(b’(x)dx)

0 oo
::xamﬁw—/ mmw—wme+/’a@m
0

— 00

_ _/OOO o(x)dx + /Ooo P(z)dx = /oo g(z)p(z)dz

—00

= <Ty 0> VoeDQ)
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ou Ty est la distribution réguliere associée a la fonction localement intégrable :

() = -1 siz <0
)= 41 siz>0

et en ce sens, T|’x‘ = T,. Tres souvent, on note abusivement |z|' = g ce qui n’est pas rigoureusement

vrai. Regardons maintenant la dérivée seconde T"; E De I’équation 2.14 avec n = 2, on a :

STho> (1P < T ¢ >= [ fal¢(@)da

= </_Ooo —x¢” (z)dz + /OOO xqﬁ"(m)daz)

0 oo
= =@t [ d@drtad@fF - [ @)
—00 0
0 [e's]
= [ dwdr- [
—00 0
(¢(0) — ¢(—=00)) — (¢(c0) — ¢(0)) = 26(0)
= <20,0> VoeDEN)
La dérivée seconde de la distribution associée & la fonction valeur absolue est donc tout simplement
deux fois la distribution de Dirac en 0. Ici encore, on note parfois abusivement |z|” = 2§y, notation

qu’il convient d’éviter le plus possible. Le cas général se déduit facilement de la discussion et des
exemples précédents. ¢

Proposition 2.22: Dérivée d’une fonction avec sauts

Soit f(x) une fonction continue et dérivable sauf aux points x;,7 = 1,2,--- ,n ou elle possede
des discontinuités de premiere espece (c.-a-d. les limites a gauche et a droite de f(z) existent
et sont finies). La dérivée au sens des distributions de f(z) s’écrit :

n
Th=Tp+ > sl (2.15)
i=1
ol 5{ est le saut de la fonction f(z) en z = x; qui est défini par :
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Remarque 2.23. Il faut savoir interpréter correctement ce résultat. Il nous assure que la dérivée de
la distribution associée & f(z) n’est autre que la distribution associée a la fonction f’(x) (partout
ou cette dérivée existe) plus une contribution provenant des sauts de f(z) et faisant intervenir
les distributions de Dirac aux points correspondants. De toute évidence, si la fonction f(x) est
continue, alors TJQ =Ty

La dérivée de la fonction de Heaviside entre dans le cadre de ce théoréme. Cette fonction possede
un saut de hauteur 1 en z = 0 et de plus, Ty = 0, ce qui signifie que T}; = dp. <

2.1.2 Distributions de plusieurs variables

Nous pouvons maintenant revenir au cas plus général en dimension n. Soit m = (my, ma,--- ,my)
un multi-indice. La dérivée partielle d’une fonction de plusieurs variables f(x1, 22, ,x,) s’écrit :
o f olmly

dx™  Oz{"'0xy? - Jxp™

ou |m| =my+mg+ -+ my.
Suivant cette notation, on peut définir les dérivées partielles d’une distribution.

Définition 2.24: Dérivée partielle d’une distribution

La dérivée partielle de la distribution 1" par rapport au multi-indice m est :

G et ]l o O
< aw—m,gb >= (=)™ < T, S Vo € D(Q) (2.16)

Terminons cette section par quelques exemples dans le cas bidimensionnel.

Exemple 2.25. La simple couche est en quelque sorte la généralisation en 2 dimensions de la
distribution de Dirac. Soit C' une courbe du plan et f(x) une fonction intégrable sur C. On pose
alors :

<&l > /Cf¢ ds (2.17)

Il est facile de vérifier que 55 est une distribution. En fait, la généralisation de la distribution de
Dirac correspond au cas ou f(x) =1. 4

Exemple 2.26. On peut sans difficulté parler de distribution vectorielle de la forme T = (17,15, T3)
ou chaque composante T; est une distribution. On a alors :

3
<T,¢>=Y <Tidi>  Vé=(b1.¢2 03 € (D))’

=1

On peut alors généraliser certains résultats connus pour les fonctions vectorielles. ¢
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Figure 2.6 — Domaines €1 et 2 séparés par une courbe C

Exemple 2.27. En plusieurs dimensions, les opérateurs essentiels de dérivation sont le gradient, la
divergence et le laplacien. Dans le cas des distributions, par analogie avec la relation A.3 valide pour
les fonctions suffisamment réguliéres, on définit la divergence d’une distribution par I’équation :

<V-T,p>= - <T,Vo¢> Vo € D(Q) (2.18)
en rappelant que les fonctions ¢ s’annulent sur la frontiere de 2. ¢

Exemple 2.28. Soit un champ de vecteurs u(x) défini sur un ouvert Q = Q; U Qs C R? par la
relation : (z) s Q
. u(x) st x ey
u(z) = { us(x) si @ € Qo

On suppose les deux sous-domaines €2 et o de frontiere I'y et 'y séparés par une surface C
(ou une courbe en dimension 2 tel qu'illustré a la figure 2.6). On suppose de plus que le champ u
est dérivable dans le complémentaire de C' (c.-a-d. partout sauf sur la courbe C') et que sur cette
surface, les champs uq(x) et uy(x) sont discontinus et possédent un saut de hauteur s = us — uy.

On peut bien siir associer a w une distribution réguliére que nous noterons T;,. On a alors en
vertu de la relation 2.18 :

<V Ty,d> < —<Tu,V¢>:—/u-V¢> dv
Q

= —/ uy - Vo dv—/ us - Vo dv
Q1

Qo

On peut appliquer la relation A.3 a chacune des deux dernieres intégrales pour obtenir :

<V - Ty, o> = V- -ui¢ dl}—/ ui-ni1¢ ds
91 F1

+ V’lL2¢ dv—/ ’lLQ'ngd) ds
QQ FQ
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Les fonctions ¢ s’annulent identiquement sur la frontiere de € et les intégrales surfaciques ne portent
en définitive que sur la surface C'. On a alors :

<V - Ty, o> = V- u¢ dv—/ul-nqu ds
951 C

+ V - ug¢ dv—/uQ-ngczS ds
Qo C

On choisit maintenant de maniere arbitraire de poser sur la surface C', n = n; = —ns et on trouve :
<V-Tu,¢>>:/ V- -ui¢ dv+/ V - ux¢ dv+/(s-n)¢ ds
Q1 Qo C

Il en résulte le résultat trés important suivant :

2
<V -Ty,p> = Z/'V-um dv+ < 0&™, ¢ >
i=1 74k (2.19)

= <Tyg,+" ¢>

L’interprétation de ce résultat est importante. Si un champ de vecteurs est discontinu le long
d’une interface C, la divergence de la distribution associée a ce champ comporte deux parties :
une premiere qui n’est rien d’autre que la distribution réguliere associée a la divergence de uw dans
chaque sous-domaine (la divergence y étant bien définie), et une autre partie qui tient compte de
la discontinuité sur C' par 'entremise d’'une simple couche. Il est clair que ce résultat généralise
I’équation 2.15.

Remarque 2.29. Notons que le signe du saut du champ u & travers 'interface C est fixé par le
choix de la normale n a cette méme interface et vice versa. Si on change I'orientation de la normale,
on change le signe du saut mais le produit s-n ne change pas puisque (w1 —u2) -1y = (ug —uy)-nq.
<

2.2 Espaces fonctionnels linéaires

Définition 2.30: Espace fonctionnel linéaire

Un espace fonctionnel linéaire est un ensemble S de fonctions définies sur §2 et vérifiant :
1. Siue Set §€ R, alors fu e S,
2. Siue Setwe S, alors (u+w) € 5;

C’est donc un espace vectoriel de fonctions.
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Exemple 2.31. L’ensemble des fonctions continues sur un ouvert €, noté C%(Q), est un espace
fonctionnel linéaire. De méme, ’ensemble des fonctions k fois différentiables, noté C*(Q), est aussi
un espace fonctionnel linéaire. Par contre, I’ensemble :

S = {uec C'Q)u(0) =1}

n’est pas un espace fonctionnel linéaire. En effet, si u et w sont dans S alors leur somme vérifie
(u+w)(0) =2 et la somme n’appartient donc pas & S. ¢

L’un des espaces fonctionnels qui nous sera le plus utile est 'espace L?(12).

Définition 2.32: Espace L?(12)

On note L?(9) I'ensemble des fonctions de carré sommable c.-a-d.

L2(Q):{UZQ—)R

/Q(u(:c))2 dv < oo}

Remarque 2.33. La définition précédente est beaucoup plus subtile qu’elle n’y parait. La théorie
de Lebesgue ne fait pas de distinction entre des fonctions qui ne different que sur un ensemble
dit de mesure nulle. Pour fixer les idées, mentionnons simplement qu’un ensemble de mesure nulle
contient trés peu de points. Les ensembles finis ou dénombrables de points sont de mesure nulle.
Par exemple, la fonction :

fz) = 0 si z est un nombre irrationnel
)7\ 1si z est un nombre rationnel

sera identifiée a la fonction f(x) = 0 car les nombres rationnels sont dénombrables et donc de
mesure de Lebesgue nulle.

Par la suite, nous ne ferons pas de distinction entre 2 fonctions qui ne different que sur un
ensemble de mesure nulle. On écrira par exemple :

p.-p.
UpT = U

signifiant ainsi que les fonctions u; et uy sont égales presque partout (p.p.) c.-a-d. sauf peut-étre
sur un ensemble de mesure nulle. <«

Proposition 2.34

L?(€2) est un espace fonctionnel linéaire.

Démonstration. Pour démontrer que L?(£2) est un espace fonctionnel, il nous faut établir que si u
est de carré sommable, alors Su est de carré sommable. Mais :

2 _ 32 2
[ But@)? dv = 7 [ (u(a))? dv < oo
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et la premiere propriété est démontrée. La deuxiéme propriété concernant la somme de 2 fonctions
requiert un résultat préliminaire qui lui-méme est trés important.

Théoréme 2.35: Inégalité de Cauchy-Schwartz

Si u et w sont des fonctions de L?(f2), alors :
1/2 1/2
/ uw dv| < (/ u? dv) (/ w? dv) (2.20)
Q Q Q

Démonstration. Soit t un nombre réel quelconque. La fonction (u + tw)? étant positive quel que
soit ¢, on a :

og/(u+tw)2dv Vte R
Q

ce qui peut également s’écrire :

0§/u2d0+2t/uwdv+t2/w2dv Vte R
Q Q Q

ou encore :

0< A’ + Bt+C VteR

A:/dev, Bz?/uwdv, C:/quv
Q Q Q

Il s’agit donc d’un polynéme de degré 2 en la variable ¢t qui est toujours positif. Cela n’est possible
que si le discriminant B? — 4AC est négatif ou nul c.-a-d. B2 — 4AC < 0. En remplacant les
valeurs de A, B et C, on trouve immédiatement I'inégalité de Cauchy-Schwartz ce qui termine la
démonstration du lemme. |

ou :

Nous sommes en mesure de démontrer que la somme de deux fonctions de L?(f) est également

dans L?(€2). En effet :

/(u+w)2dv = /quv—l—Q/uwdv—l—/dev
Q Q Q Q
1/2 1/2

/quv+2</u2dv> (/w2dv> +/w2dv
Q 0 Q Q

1/2 1/272
[(/ugdv> +</w2dv) ] < 00

Q Q

ce qui complete la démonstration du théoréme. |

IN
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Figure 2.7 — Espace L%(Q)

Corollaire 2.36

On a linclusion L?(2) C L},.(€).

Démonstration. Ce résultat découle de I'inégalité de Cauchy-Schwartz. En effet, si f(z) € L?(Q)
et si A est un compact inclus dans €2, alors :

/A!f(a:)ldv = A|f(m)|1dv§<[4f2(w)dv>1/2 <[412dv>1/2

= (vol A)Y/? </A () dv>1/2 < o0

ou vol A est le volume de A (ou l'aire suivant la dimension) qui est forcément fini. Les fonctions
de L?(9) sont en quelque sorte encore plus régulieres que celles de L}, (€2) comme en témoigne la
figure 2.7. ]

Exemple 2.37. Choisissons, pour les exemples qui suivent, Q =0, 1[. La fonction f(z) = z~1/4
est dans L?(]0, 1[), et ce méme si elle n’est pas continue en x = 0. En effet :

1 1

/ (z7 Y2 dx = / 7? dr =2 < o0
0 0

Par contre, la fonction f(z) = /2 n’appartient pas a L%(]0,1[) car :

1 1
/0 (27Y2)2 dx = /0 el dr = Inz|j = oo
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Toutefois, si on choisit un intervalle ]a, b[ ne comprenant pas 1’origine, la fonction f(z) = z~'/2 sera

dans L?(]a,b]). 4

La notion d’espace fonctionnel linéaire n’est pas suffisante pour atteindre notre objectif de
résoudre les équations aux dérivées partielles. Il nous faut introduire une métrique sur les espaces
fonctionnels qui nous permettra de traiter aisément des questions de convergence des méthodes
d’éléments finis. Une métrique permet de mesurer la « distance » entre 2 fonctions. Auparavant,
nous définissons le produit scalaire dans un espace fonctionnel qui nous meénera a la notion de
métrique et donc de norme.

Définition 2.38: Produit scalaire

Un produit scalaire sur un espace fonctionnel linéaire S est une application définie sur le
produit S x S qui associe a un couple (u,w) de S x S un scalaire noté ((u,w))g et vérifiant
les propriétés suivantes :

L. ((u,w))s = (w,u))s Vu,w € S;

2. ((Bu,w))s = ((u, fw))s = B((u,w))s VB € Ret Vu, we S;
3. ((u1 + UQ,UJ))S = ((ul,w))s -+ ((UQ,U)))S Yui, ug, w € S';
1 ((

u,u))s >0, le produit scalaire n’étant égal & 0 que si et seulement si u L 0;

L’espace des fonctions de carré sommable L?(Q) fournit un premier exemple de produit scalaire.
On définit en effet le produit scalaire dans cet espace fonctionnel par :

((w,w))o,0 :/Quw dv (2.21)

et on vérifie relativement facilement les 4 propriétés du produit scalaire. En fait, seule la derniere
pose des difficultés puisque ((u,u))o,q peut étre nul et ce, méme si u ne s’annule pas en quelques
points (plus précisément sur un ensemble de mesure nulle). En pratique, comme nous 'avons déja
mentionné, on ne fait pas de distinction entre 2 fonctions qui ne different que sur un ensemble de
mesure nulle.

Définition 2.39: Norme

Une norme sur un espace fonctionnel linéaire S est une application de S dans R qui associe &
une fonction u de S un scalaire noté |ul|s et qui vérifie les trois propriétés suivantes :

1. La norme d’une fonction est toujours positive :

lulls >0, Vue S;  Julls =0 u "L 0 (2.22)

2. Si B est un scalaire, alors :

|Bulls = 18] llulls V8 € R, Vu € S (2.23)
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ou |B] est la valeur absolue de .

3. L’inégalité triangulaire :

lu+wlls < Jlulls + lw]ls Yu,w € S (2.24)

Toute application vérifiant ces trois propriétés est une norme. Un espace linéaire peut possé-
der plusieurs normes. En particulier, si un espace linéaire posséde un produit scalaire, il possede
automatiquement une norme dite induite.

Définition 2.40: Norme induite par le produit scalaire

La norme induite sur 'espace S par le produit scalaire ((+,-))s est définie par :

lulls = ((u,u))g>

Il est facile de vérifier que la norme induite est bel et bien une norme. Nous avons déja introduit
un produit scalaire sur L?(2) par la relation 2.21. La norme induite par ce produit scalaire est
donc :

lullo.n = ((u, )i = (/ﬂ o2 dv> 12 (2.25)

ce qui semble raisonnable, vu la définition de cet espace. Suivant cette notation, 'inégalité de
Cauchy-Schwartz s’écrit plus succinctement sous la forme :

0,2 (2.26)

Remarque 2.41. Pour en finir avec la notion d’espace fonctionnel linéaire, il nous faudrait parler
de la complétude d’un espace. Pour ce faire, il faut définir la notion de suite de Cauchy et s’assurer
que toute suite de Cauchy est convergente dans S. On dit alors que ’espace S est complet. Encore
ici, cela nous entrailnerait dans des considérations non essentielles & une bonne compréhension de
la suite. «

|((u, w))o,al < [luflo,q [lw]

Définition 2.42: Espace de Hilbert

Un espace fonctionnel linéaire muni d’un produit scalaire (et donc d’une norme induite) et qui
est complet est un espace de Hilbert .

Proposition 2.43

L’espace linéaire L?(2) muni du produit scalaire 2.21 est un espace de Hilbert.

Les espaces de Hilbert jouent un role fondamental en éléments finis ainsi que certains espaces
de Sobolev que nous introduisons dans la section suivante.
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2.3 Quelques espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev ont été introduits au début du siecle et ont permis de résoudre bon
nombre de problemes concernant les équations aux dérivées partielles restés sans réponse jusque la.
Nous nous limiterons aux espaces les plus utiles en gardant bien a I’esprit que la théorie sous-jacente
est beaucoup plus vaste.

Dans ce qui suit, sauf mention explicite du contraire, on suppose I'ouvert €2 borné.

2.3.1 L’espace H'(9)

Définition 2.44: Espace H'(Q)

On note H'(Q) I'espace fonctionnel linéaire défini par :

ou

L*(N), 1<i<
axie (), 1<i<3}

HY Q) = {u e L*() ‘

que 'on munit du produit scalaire noté ((u,w))1,q :

et par le fait méme d’une norme induite :
3 9 1/2
ou
_ 1/2 _ 2 d
Jull.o = ((aw))s0) ( | <u +3 (o) ) )

Remarque 2.45. Dans la définition de I'espace H'(Q), il est important de noter que 1’on considére
la fonction w et ses dérivées partielles comme des distributions régulieres associées a des fonctions
qui sont non seulement dans L}, () mais dans L*(Q) (voir la figure 2.7). Si on dénote T;, la
distribution associée a w, alors on a :

< Ty >:/Qu<z§dv V¢ € D(R)

et le terme de droite de cette expression est parfaitement défini puisque u € L?(Q). De plus, si
u € H'(Q), il existe des fonctions f; € L2(Q) telles que :

ar, o6
<87%,¢>— <Tu,87xl >= Au

0
af,. dv = /inqb dv V¢ € D(Q)

En effet, si de telles fonctions f; existent, alors de la relation 2.16, on a %—% = f; au sens des

distributions, ce que ’on note abusivement % =f;. <
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Remarque 2.46. Si une fonction u est dans H'(Q), alors u et BaTZ sont automatiquement dans
L?(9) de sorte que H(Q) C L*(Q) et que :

2 2 3 8'[1/ 2
= +>
”uHLQ | u \O,Q P 0z; llp o
On a ainsi les inégalités :
u
Julloa < fulha et |5 < lulha (227)
Li 10,0

<

Le produit scalaire ((u, w)); o semble naturel car en vertu de I'inégalité de Cauchy-Schwartz 2.26,
toutes les intégrales impliquées sont finies et la linéarité de I'intégration permet de vérifier aisément
les propriétés d’un produit scalaire.

Remarque 2.47. Le produit scalaire et la norme de L?(2) ont été notés ((u,w))o.q et ||ufoqo par

analogie avec 'espace H'(), puisque l'on peut dire dans ce cas que la fonction et ses dérivées
« d’ordre 0 » sont dans L?(£2). <

Lors de la résolution des équations aux dérivées partielles, il nous faudra introduire des condi-
tions aux limites, ce qui nous amene & parler de la restriction a la frontiere I' d’une fonction de
H'(Q). Bien que cela semble tout-a-fait naturel de le faire, il faut s’assurer que cette restriction au
bord ait un sens du point de vue mathématique. Heureusement, bien que nous ne le justifierons pas
de maniere tout-a-fait rigoureuse, ces valeurs au bord sont bien définies. Pour s’en convaincre en
dimension 1, on peut faire le raisonnement suivant. On suppose que 2 =]a, b et que w € H'(]a, b]).
On peut donner un sens a la valeur a la frontiere w(b) (et par un argument similaire & w(a)) en
considérant le fait que l'on a :

(r —a) '_ , (x—a) 1
(w(az) (b—a)) = w'(x) = + w(x)

dont on déduit, en intégrant sur ]a, b[ que :

b T —a b
w(b):/a w’(x)((b_a))dw+/a w(.«p)(bia)

Chacun des termes de droite de cette équation est bien défini en vertu de l'inégalité de Cauchy-
Schwartz car w(z) et w’(z) sont dans L?(]a, b]). Il en ressort de plus, toujours en utilisant I'inégalité
de Cauchy-Schwartz que :

dx

o

Dans cette inégalité, la constante C' ne dépend que de la géométrie c.-a-d. de a et b.

(z —a)
(b—a)

[w(®)| < [[w'(@)]lyq

< Cllwlly g (2.28)
0,9

+ lw(@)llo.0
0,2

Remarque 2.48. Le raisonnement précédent n’est plus valide si la fonction w n’est que dans
L?(£2). On ne peut donc pas parler de la valeur au bord (sur la frontiere de Q) d'une fonction de
L?(2) autrement que dans un sens trés faible. <
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Définition 2.49: Trace au bord

La restriction au bord T' d’une fonction de w € H'(Q) est appelée trace au bord de w et est
notée w|r ou encore yo(w).

Théoréme 2.50: Trace au bord

L’ensemble des traces au bord des fonctions de H'(2) forme un sous-espace de L?(T') noté
H'?(T). Plus succinctement, on a :

Y(H'(Q) = H2(I) & L*(T) (2.29)

Démonstration. Voir Reddy [51] ou Raviart-Thomas [50]. [ |

Remarque 2.51. De cette définition, on conclut immédiatement que si g € H 1 2(T), alors il existe
forcément au moins une fonction w, € H*(Q) dont g est la trace au bord c.-a-d. :

Yo(wg) = wglr =g (2.30)

Cette remarque sera essentielle lors de I'imposition des conditions aux limites dans les équations
aux dérivées partielles d’ordre 2. Dans le cadre d’une méthode d’éléments finis, pour une condition
aux limites g donnée, nous construirons explicitement la fonction w, de H*(Q). La fonction w, sera
appelée le relevement de la condition aux limites g. <«

Le raisonnement qui nous a mené a l'inégalité 2.28 peut étre généralisé a la frontiere d’un
domaine quelconque en plusieurs dimensions.

Théoréme 2.52: Continuité de la trace au bord

Si w € H'(Q), il existe une constante C telle que :

1/2
o@lor = ( [ Go@)?ds) " < Cwlha (231)

Le résultat est également vrai si on remplace I' par une partie non nulle I'g de I'. En dimension
1, on remplace la norme || - |or par la valeur absolue comme dans ’équation 2.28.

Ce dernier résultat est connu sous le nom de continuité de la trace au bord et généralise I’équa-
tion 2.28. Il signifie simplement que la trace au bord d’une fonction w de H'(Q) dépend continfiment
de la fonction w. Une autre maniere de voir les choses consiste a dire que si w tend vers 0, alors sa
trace au bord tend également vers 0.
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Définition 2.53: Espace H}(12)

On définit I'espace H}(2) comme la fermeture de D(2) pour la norme || - ||1,o. Ainsi, pour
chaque v € H} (), il existe une suite v; de fonctions de D(2) et telle que :

lim [[o — vil|1.0 = 0
12— 00

Les fonctions de H} () s’annulent donc au bord et on peut écrire :

HY Q) = {w e H(Q)|w = 0 sur T}

On peut aussi définir :
Ht () = {w € H'(Q) |w = 0 sur T'p}
ou I'y est une partie de la frontiere I' du domaine Q. En dimension 1, on a par exemple :
H'(Ja,b]) = {w(z) € L*(Ja,b]) | w'(z) € L*(Ja,b])}
et
Hy(Ja,b]) = {w € H' (Ja, b[) | w(a) = w(b) = 0}

tandis que 'on pourrait poser :

Hi,(Ja,b[) = {w € H'(Ja,b[) | w(a) = 0}
ou encore :

Hy,(Ja,b) = {w € H'(Ja, b[) | w(b) = 0}
Exemple 2.54. Choisissons encore Q =]0, 1]. La fonction f(x) = 23/4 est dans H'(]0, 1[). En effet :

1 1
/ (232 dx = / (2%?)dx = 2 < 00
0 0 5

De plus, f/(z) = (3/4)z=Y* et on a :

1 9 1 9
/ 2 = — _1/2 = —
/O(f(w)) dz 16/033 dx g <

Il convient toutefois de remarquer que la fonction f’(x) n’est pas définie en z =0. ¢

Exemple 2.55. Choisissons cette fois 2 =] — 1,1[ et la fonction de Heaviside (voir la figure 2.4)
restreinte & cet intervalle. Il est facile de montrer que H(x) € L?(]—1,1[). Par contre, nous avons vu
qu’au sens des distributions, T7; = dy et que la distribution de Dirac n’est pas réguliere. On ne peut
donc pas associer a cette distribution une fonction de L}, (] — 1,1[) et encore moins L?(] — 1,1]).
La fonction de Heaviside n’est donc pas dans H'(] — 1,1]). Il en est de méme, en une dimension,
de toutes les fonctions qui possedent une discontinuité de premiere espece dans 2. ¢
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Proposition 2.56

L’expression :

= (32 )

est une norme sur les espaces Hj(Q) et Hp, ().

Démonstration. (Esquisse)

Il faut tout d’abord remarquer la différence entre cette norme (notation avec une seule barre) et
la norme habituelle sur H!(Q) (notation avec 2 barres). C’est I'absence du terme en 2. Il nous
faut donc démontrer les 3 propriétés d’une norme. La seule propriété qui pose des difficultés est la

. . . , , ) p-p- ,
premiere qui requiert qu’une norme ne s’annule que pour la fonction v~ = 0. Il est en effet évident
que la quantité 2.32 est toujours positive ou nulle. De plus, si |u|; o = 0, on peut immédiatement
conclure que toutes les dérivées partielles de u sont nulles (p.p.) et donc que u est une constante.
La conclusion vient du fait que puisque u est nulle au bord (ou sur une partie I'g du bord), cette
constante est forcément 0. |

Remarque 2.57. Il est extrémement important de noter que la quantité 2.32 n’est pas une norme
sur H'(2). Le raisonnement précédent ne peut en effet s’appliquer puisque les fonctions de H'(£2)
ne s’annulent pas toutes au bord. <«

Définition 2.58: Normes équivalentes
Deux normes || - ||1 et || - [|2 sur un espace de Hilbert V' sont dites équivalentes s’il existe des
constantes C7 et C telles que :
C [Jwllz < lwlly < Cy flwlls Vw eV (2.33)
Proposition 2.59
Les normes || - |[1.0 et | - [1.o sont des normes équivalentes sur les espaces Hi(Q) et H}, (Q)
(mais pas sur H'(€2)).
Démonstration. Voir Raviart-Thomas [50]). [

Théoréme 2.60: Inégalité de Poincaré

Soit € un ouvert de R™ borné dans au moins une direction. Il existe alors une constante C
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qui ne dépend que de € et telle que :

[vllo.o < C()|v]1a Yo € HY(Q) (2.34)

Démonstration. Nous reprenons ici la démonstration de Lucquin [43]. Par définition de H}(Q),
il suffit de démontrer le résultat pour v € D(§2) et comme ces dernieres fonctions s’annulent au
voisinage de la frontiere de €2, on peut les prolonger par 0 dans tout R™. On supposera pour fixer les
idées que €2 est borné dans la direction x1 et donc que la composante z; du support des fonctions
v est inclus dans un intervalle ]a, b[. On a alors :

1
v(ry, ') = ;:l(u, z')du

car v(a,2’) = 0. L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne alors :

1 2 b

Ov ,
Txl(u’m)

ol @)’ < (a1 -a) |

a

dug(b—a)/

a

ai(uv m/)

v ||

oz

ov 2

Il reste a intégrer sur les autres variables d’espace, soit sur #’. On a ainsi, en vertu de la derniere
—(u,x’

inégalité :
‘/Izn— 1 aa’,’l

Une derniére intégration par rapport a x; donne :

dx’ < (b—a)

~—

0,R™

ov
e < 6 —a? | 2] <@ aPloge
I 0,R™
et le résultat suit car ||[v||orn = [|v]|0,q et |]8‘9—;1| 0ORn = H%HQQ par prolongement par 0.

Les normes || - |10 et | - |1,0 sont donc des normes équivalentes sur les espaces Hi(Q) et un
résultat similaire existe pour H%O (92) (voir [43]). Le résultat est en général faux pour H1(2). W
2.3.2 L’espace H?*())

Définition 2.61: Espace H?(Q)
On note H?(Q) I'espace défini par :
ou 0*u
H?(Q) =<ue L3N e L*(Q), L) 1<4,j<3
@ {u @) |5 € L0, 550 € LAQ) 117
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que I'on munit du produit scalaire noté ((u,w))2.q :

5 3 2 2
Oou Ow 0*u 0w
((ww)a= [ (uw+2<axi = (aaxaasaa:)) "

ij=1

et de la norme induite :
3 2 3 2 2 1/2
ou 0“u
_ 2
.0 = (/Q (u +3 (5) +3 (axiaxj) ) dv)

Les dérivées sont ici encore prises au sens des distributions. On a aussi :

3 2 3 2 2 3 2 2
ou 0“u 0“u
Jull3 0 = llullfa + D +> =Jlullig+ D
= 19z lloo ij=1 Oz;0x; 0,0 ij=1 Oz;0x; 0,0

Puisque I'on requiert que les dérivées d’ordre 2 soit dans L%(), les fonctions de H?(2) sont plus
régulieres que celles de H'(€2). Il en est de méme pour la trace au bord.

Définition 2.62: Trace normale

Si w € H?(), alors la fonction dw/dn définie sur la frontiere I' est appelée la trace normale
de w au bord que I'on note v;(w). Rappelons que :

ow
yl(w):%:Vw-n

ou n est le vecteur normal unitaire a I'.

Proposition 2.63

L’ensemble des traces au bord des fonctions de H?(2) forme un sous-espace de L?(T') noté
H3/2(T"). Plus succinctement, on a :

Y (H*(Q2)) = HY2(I) G H'*(T) G L(T) (2.35)

De plus, I’ensemble des traces normales au bord des fonctions de H?(Q2) forme un sous-espace




34 Chapitre 2

de L*(T") qui n’est autre que HY/2(T"). On a :

Y (HA(Q) = H'A(I) G L*(T)

Démonstration. Voir Raviart-Thomas [50]. |

Théoréme 2.64: (de relévement)

Si g € HY2(T) et h € HY?(T), alors il existe au moins une fonction w,;, € H2(R2) (dite de
relevement des conditions aux limites) dont g est la trace au bord c.-a-d. vo(wgn) = wgn|p = g

0
et dont h est la trace normale au bord c.-a-d. vi(wgn) = ;Ugh = h. De plus, on a la
n
continuité de la trace au bord c.-a-d. :
ro(w)llor + v (@)llor = llgllor + Iallor < C lwliz,0 (2.36)
En dimension 1, on remplace tout simplement la norme || - || par la valeur absolue.
Démonstration. Voir Raviart-Thomas [50]. |

Remarque 2.65. Ce résultat sera essentiel lors de I'imposition des conditions aux limites dans les
équations aux dérivées partielles d’ordre 4. Nous supposerons de plus que le résultat est vrai lorsque
les conditions aux limites sur w et dw/dn ne sont données que sur des parties de la frontiere I'. <

Définition 2.66: Espace H3(12)

L’espace HZ(f2) est défini par :

H2(Q) = {w € H*(Q) ’w S gz =0 sur I‘}

Il est de toute évidence possible de construire des variantes des espaces précédents. Il s’agit de
sous-espaces de H2(£2) pour lesquels la fonction w et sa trace normale s’annulent seulement sur
certaines parties de la frontiére. Par exemple, on pourrait prendre :

{w e H3(Q) ‘w =0 sur Fo’g%

=0 sur Fl}

ou I'y et I'; sont des parties de la frontiere I' disjointes ou non et qui ne recouvrent pas forcément
toute la frontiere I'.
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Proposition 2.67

L’expression :
1/2
lul2,0 = (/ (V2u)? dv) (2.37)
Q

est une norme sur Pespace H3 ().

Démonstration. Voir Ciarlet [15]. [ |

Remarque 2.68. Il est important de remarquer que tout comme la norme 2.32 n’est pas une
norme sur H!(€)), la quantité 2.37 n’est pas une norme sur H?(Q2). Le résultat précédent peut
également s’étendre au cas ou la fonction et sa trace normale ne s’annnulent que sur des parties I'¢
et I'; respectivement. Cette généralisation est cependant assez délicate. <«

La situation est plus simple en dimension 1 et on a par exemple :
H2(Ja,b]) = {w(x) € L*(Ja,b]) |w'(z) € L*(Ja,b]), w"(x) € L2(Ja,b]) }

ainsi que :
H(Ja,b) = {w(z) € H*(Ja,b]) [w(a) = w(b) = w'(a) = w'(b) =0}

La norme 2.37 se réduit dans ce cas a :

b 1/2
ko = ( @y dx) (238)

Proposition 2.69

La quantité 2.38 est une norme équivalente a la norme || ||2.o sur espace Hg(]a,b[) ainsi que
sur les espaces suivants :

b |
— Vo= {we H(a, b)) (
V= {w e H2(a 0] fu/(e) = wl
— Vi={we H2(a,b])| (
— Vo= {we B0, b))

mais pas sur I espace :

Démonstration. (Esquisse)
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Les deux premieres propriétés d’une norme ne posent aucune difficulté particuliere. Par contre,
si [uloqpf = 0, on en déduit que u”(x) = 0 (presque partout!) et donc que u(r) = cx + d. Les
conditions aux limites permettent alors de montrer que u(z) = 0 lorsque u(x) € Vi, Va, V3, Vy ou
V5. Par contre, si u(z) € X, on ne peut que conclure que u(z) = d. |

Remarque 2.70. On peut de maniére générale définir les espaces H™(2) en ajoutant les dérivées
partielles jusqu’a 'ordre m. <«

2.4 Un résultat d’approximation

La méthode des éléments finis utilise des sous-domaines (les éléments) de forme géométrique
simple (des intervalles en dimension 1, des triangles ou des quadrilatéres en dimension 2, des
tétraedres en dimension 3) sur lesquels on construit des approximations polynomiales. En d’autres
termes, la solution approximative de I’équation différentielle de départ est constituée de polynoémes
différents sur chaque sous-domaine. Il est tout de méme important de s’assurer que I’approximation
ainsi obtenue soit dans un espace de Sobolev approprié. C’est ’objet du résultat suivant.

Proposition 2.71

Soit un domaine 2 constitué de sous-domaines 2; et une fonction u(z) telle que sa restriction
a chaque sous-domaine {2; est un polyndéme de degré n. On suppose de plus que les polynémes
de degré n sont dans H'(£2;) quel que soit 7. Alors si la fonction u(x) est continue & la frontiére
entre les sous-domaines €2;, la fonction u(z) appartient a I'espace H'((2). Si de plus, la fonction
u(x) est différentiable au sens classique c.-a-d. ses dérivées partielles d’ordre 1 sont continues
a la frontiére des sous-domaines, alors u(z) € H%(Q).

Démonstration. Voir Ciarlet [15].

Ce résultat est évident en dimension 1. En effet, si la fonction u(x) possede une discontinuité de
premiere espece a la frontiere de 2 sous-intervalles, alors sa dérivée fait intervenir une distribution
de Dirac qui n’est pas dans L?(Q).

Dans le cas général, il est clair que la fonction u est dans L?(2) puisqu’il suffit de sommer sur
les sous-domaines. Ce qui est moins évident c’est de vérifier que les dérivées partielles de w sont
dans L?(Q) au sens des distributions. Pour le montrer, il nous faut trouver des fonctions f; de
L?(9) telles que :

I
/ijd)dv— /Qu&vj dv Yo € D(Q)

Si de telles fonctions existent, en vertu de la définition 2.16, on a 887“], = f; au sens des distributions

et les dérivées partielles sont donc dans L?(2). Il semble naturel de considérer comme fonctions
fj celles constituées des dérivées partielles de la fonction u restreintes a chaque sous-domaine £;
c.-a-d.
filg, = 2
AU Ox;j

Q;
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qui sont bien définies sur chaque sous-domaine puisque les polynomes de degré n sont dans H'(€2;).
On a alors en intégrant par parties (voir la relation A.4) :

ou
/Qifjlgﬁdv—/g_axj

1

¢ d ———/ U _—dv—i—/ pn;; ds
v a, ’Ql oz o0, U|Q, J

Q;

ol n;; est la j° composante du vecteur normal n; a la frontiere de §; (voir la relation A.4). En
additionnant les contributions de chaque sous-domaine, on trouve :

9¢
/ijqbdvz—/Quaxjdv+zi:/mi ulg, dnij ds

Le dernier terme de droite est une somme sur les frontieres des sous-domaines. D’une part, si
0Q; C 092, ce terme est nul puisque les fonctions ¢ y sont nulles. A la frontiére commune entre 2
sous-domaines, 0€); et €, on a :

Ul n-~ds+/ U ng; ds
o o ds+ [ ulo, ong

Ces termes s’annulent deux a deux en vertu de la continuité de la fonction u et du changement de
signe du vecteur normal (n;; = —ny;). Les dérivées partielles sont donc dans L?(f2) et le théoreme
est démontré. On peut effectuer un raisonnement similaire pour démontrer que la fonction u est
dans H?() si u est non seulement continue mais différentiable a la frontiére des sous-domaines. W

Remarque 2.72. Ce résultat est fondamental car il sera a la base des techniques d’approximation
par éléments finis ou les sous-domaines (); seront tout simplement les éléments. <«
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2.5

1.

Chapitre 2

Exercices

Calculer les dérivées premieres et secondes au sens des distributions des fonctions suivantes :

a)
1 si0<z<l1
fla) = { 0 ailleurs

b)
_ -z siz<0

f(a:){ sin(z) si >0

- iz<0

f(x):{ cos(xx) :i i>0

Les fonctions de I'exercice précédent sont-elles dans L2(]—1, 1[) ? dans H'(] —1, 1[) ? dans
12— 1,1))?

. Calculer, au sens des distributions, V - (kVu) dans le carré |0,1[x]0, 1[ ot :

_J2y—x) st x<y _ V2ot e<y
u(x,y)—{ a:2—y2 si x>y et k= § si x>y

Suggestion : Calculer d’abord Vu et bien regarder ce qui se passe sur I'axe y = x.

Si Q =] — 00, 00, la fonction f(x) = 1 est-elle dans l’espace des fonctions localement inté-
grables L}, (). Méme question pour la fonction f(z) = 1/x dans =0, 1[.

5. La fonction f(z) = |z| est-elle dans H'(] — 1,1[) ? dans H?(] — 1,1[) ?
6. La fonction f(z) = x(1—x) est-elle dans HZ(]0, 1[) ? Méme question pour la fonction f(x) =

22(1 —2)27?
Pour quelles valeurs réelles de 7, la fonction z” est-elle dans L2(]0,1[) ? dans H(]0, 1[) ? dans
H?(]0,1[) ?



Chapitre 3

Théoreme de Lax-Milgram

Comme nous ’avons vu au chapitre 1, la résolution d’une équation aux dérivées partielles se
rameéne a celle d’un probleme variationnel. Nous abordons dans ce chapitre les outils de base pour
I’étude des formulations variationnelles.

3.1 Formes linéaires et bilinéaires

Définition 3.1: Forme linéaire continue

On appelle forme linéaire une fonctionnelle linéaire sur un espace de Hilbert V. Une forme
linéaire [ vérifie donc les propriétés suivantes :

— I(Bw) = Bl(w) YVweVetVseR

— (w1 + w2) = l(w1) + (w2) YVwy,wy € V
Si de plus, il existe une constante C' telle que :

H(w)] < C flwllv Yw eV (3.1)

on dira qu’elle est non seulement linéaire mais aussi continue sur V.

Exemple 3.2. Si V = L%(Q) et f(z) € L*(Q) alors :

w) = | f@w(@) do

est une forme linéaire sur V' comme nous ’avons démontré au chapitre précédent. Cette fonctionnelle
est également continue. En effet, de I'inégalité de Cauchy, on a :

< [ fllo.g llwlo.e

) =| [ f@w() d

et I'inégalité 3.1 suit en posant C' = ||fllo.o. 4

39
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Définition 3.3: Espace dual

L’ensemble de toutes les formes linéaires continues sur un espace de Hilbert V' est appelé
espace dual de V et est noté V'.

Remarque 3.4. Nous avons déja rencontré la notion de dualité lorsque nous avons défini I’espace
des distributions D’(2) qui n’est cependant pas un espace de Hilbert. Les duaux des espaces H} ()
et HZ(Q) sont notés respectivement H1(Q) et H=2(£2). Notez bien que H!(Q) est le dual de
H}(Q) et non de H (). «

Définition 3.5: Forme bilinéaire

Une forme bilinéaire sur un espace de Hilbert V' est une application a qui associe a un couple
(u,w) € V x V un scalaire noté a(u,w) satisfaisant :

— a(frur + Bouz,w) = Bra(ur,w) + Bea(uz,w) Vuy,uz,w €V et V31,82 € R

— a(u, frwy + Pawz) = Bra(u, wr) + faa(u,wz) Vu,wi,wy €V et V31,82 € R
Une forme bilinéaire est donc linéaire en chacun de ses 2 arguments.

Définition 3.6: Forme bilinéaire continue

Une forme bilinéaire a est dite continue sur V x V g’il existe une constante C telle que :

la(u, w)| < C lullv [lwllv Yu,w eV (3.2)

Définition 3.7: Forme bilinéaire symétrique

Une forme bilinéaire a est dite symétrique si :

a(u,w) = a(w, u) Yu,w eV

Exemple 3.8. L’application a définie par :
a(u,w) :/ uw dv
Q

est une forme bilinéaire symétrique et continue sur L?(€2). La bilinéarité est en effet triviale a
démontrer. De plus, la continuité vient encore une fois de I'inégalité de Cauchy :

‘/uwdv
Q

< [lullo.e [[wllogo
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et il ne reste qu’a choisir la constante C égale a 1 dans I'inégalité 3.2. ¢

Exemple 3.9. L’application a définie par :

3
a(u,w):/g(uw—i-Vu-Vw) dvz/ﬂ(uw—i-zgg'g;u’) dv

est une forme bilinéaire continue sur H'(Q). La bilinéarité est encore ici facile & vérifier et la
continuité découle de I'inégalité de Cauchy :

ou
81‘1‘

<Afjulrellwlhe
0,0

/uw+Vu'Vw dv
Q

3
< Jullogq lwloa+>_
i=1

‘ ow
81’1’

0,0

Dans la derniére inégalité, nous avons fait usage des inégalités 2.27. Il ne reste qu’a choisir la
constante C' égale a 4 dans l'inégalité 3.2. ¢

Définition 3.10: Forme bilinéaire coercive

Une forme bilinéaire est dite coercive ou elliptique s’il existe une constante strictement positive
a telle que :
a(w,w) > a ||lw||? YweV (3.3)

Une forme bilinéaire coercive est une généralisation de la notion de matrice définie positive
que nous reverrons un peu plus loin.

Nous en arrivons au résultat le plus fondamental de cette section.

Théoréeme 3.11: de Lax-Milgram

Soit V' un espace de Hilbert et soit [ et a des formes linéaire et bilinéaire continues sur V' et
V x V respectivement (I € V'). Si de plus a est coercive, alors il existe une unique solution u
du probleme variationnel : & trouver une fonction u € V telle que :

a(u,w) = l(w) Yw eV (3.4)

Démonstration. (facultative) :
Nous ne ferons la démonstration que dans le cas ou la forme bilinéaire est symétrique. La forme
bilinéaire étant coercive, elle satisfait les propriétés d’un produit scalaire sur V' et la norme induite
par ce produit scalaire est équivalente a || - ||y/. L’espace V muni de ce produit scalaire est donc un
espace de Hilbert. Du théoréme de représentation de Riesz, il existe u € V' (qui dépend de [) tel
que :

a(u,w) =l(w) YweV
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On a donc 'existence. En ce qui concerne 'unicité, s’il existait deux solutions uq et us, alors en
soustrayant, on aurait :

a(u; —ug,w) =l(w) —l(w) =0 YweV

et en particulier, en prenant w = wuy — us, la coercivité entraine que u; = ug, ce qui complete
la démonstration. On trouvera la généralisation de ce résultat dans Ciarlet [15]. Beaucoup de
formulations variationnelles entrent dans le cadre de ce théoreme. |

Proposition 3.12

Sous les mémes hypotheses que celles du théoréme de Lax-Milgram et si de plus la forme
bilinéaire a est symétrique, le probléme variationnel 3.4 est équivalent au probleme de mini-
misation suivant :

& trouver u € V telle que :

J(u) = inf J(w) = inf %a(w,w) ~ l(w) (3.5)

weV weV

La fonctionnelle J est souvent appelée fonctionnelle d’énergie dans les applications.

Démonstration. En premier lieu, on démontre que si v est 'unique solution du probleme varia-
tionnel 3.4 alors u minimise forcément la fonctionnelle J sur tout l'espace V. Soit donc w € V
quelconque. On peut toujours écrire que :

w=u+(w—u)=u+w (w1 =w —u)
On a alors : 1
J(w) :J(u+w1):§a(u+w1,u+w1)—l(u+w1)

Puisque a est bilinéaire et [ linéaire, on a :
1
J(w) = 3 [a(u,u) + a(u,wr) + a(w, u) + a(wi,wr)] — U(u) — l(w;)

et la symétrie de a nous donne :
1 1
7(w) = (goluw) = 1)) + (auwn) ~ twn) + atwr,w)

Dans le terme de droite, on reconnait dans la premieére parentheése J(u) tandis que l'expression a
I'intérieur de la deuxiéme parenthese est nulle puisque u est la solution du probleme 3.4. Enfin, la
coercivité de a nous assure que le dernier terme est toujours positif. On a donc :

1
J(w) = J(u) + §a(w1,w1) > J(u)
et donc J(u) est certainement inférieure ou égale a J(w). Puisque ce raisonnement est valide quel
que soit w € V', v minimise bien la fonctionnelle J sur ’espace V.
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Inversement, si © minimise J, on démontre que u est aussi une solution du probléme variation-
nel 3.4. Considérons pour ce faire la fonction de la variable réelle € définie par :

1
g(e) = J(u+ ew) = ia(u +ew,u+ ew) — I(u+ ew)
Puisque v minimise J, la fonction g posséde un minimum local en € = 0, et ce quel que soit w. On
doit donc avoir ¢’(0) = 0, quel que soit w. Mais en développant, on trouve :
2
9(6) = J () + € (alu, w) — (w)) + Salw, w)
et donc :
§'(€) = a(u,w) — l(w) + calw,w) et ¢(0) = a(u, w) — (w)

La condition ¢’(0) = 0 quel que soit w est donc équivalente & ’équation 3.4. |

3.2 Applications

Nous commencons & aborder dans cette section les applications du théoréeme de Lax-Milgram a la
résolution d’équations aux dérivées partielles. Pour simplifier I’exposé, nous abordons séparément
les équations aux dérivées partielles d’ordre 2 et celles d’ordre 4. Nous verrons en effet que les
espaces de Sobolev impliqués sont respectivement les espaces H'(Q) et H?(2) et certains de leurs
Sous-espaces.

3.2.1 Problémes d’ordre 2

Bon nombre d’applications importantes résultent en des équations aux dérivées partielles d’ordre
2. Nous allons établir dans cette section que le cadre fonctionnel approprié est 'espace H' () et ses
variantes comme H&(Q) L’imposition des conditions aux limites dictera le choix précis de I'espace
V.

Exemple 3.13. Nous avons maintenant tous les moyens nécessaires pour revenir sur le probléeme
présenté au chapitre 1. Rappelons que ’équation différentielle est :

{ a0 D] & (36)

et que nous avons obtenu la formulation variationnelle :

/ /(x) dx—/ F@)w(z)de Yu(z) | w0) = w(l) =0 (3.7)

En regardant de plus pres la formulation variationnelle, on constate que seule la dérivée d’ordre
1 de u (et de la fonction test w) est présente. On en conclut que I'espace H'(]0,1[) a toutes les
chances de répondre a nos besoins c.-a-d. de nous permettre de vérifier les hypothéses du théoréme
de Lax-Milgram. De plus, les conditions aux limites sur u nous forcent & choisir Hg (]0, 1]). Le terme
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de droite sera défini si, par exemple, la fonction f(z) est dans L2(]0,1]) ou plus généralement si
f € H~1(Q). On reformule donc le probléme sous la forme :
& pour f(x) dans L%(Q), trouver u dans H{(]0, 1[) telle que :

1 1
/ o (z)w' (x)dx = / f(@)w(x)dz Yw € HL(]0,1]) (3.8)
0 0

Vérifions maintenant les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram. On pose donc V = HE(]0,1])
et :

1 1
a(u,w) :/0 u(x)w' (x)dr et l(w) :/0 f(z)w(z)dx

Nous avons déja établi la continuité de la forme linéaire [(w). La bilinéarité de la forme a est triviale
a démontrer. De plus, cette forme bilinéaire est symétrique et continue. En effet, en se servant une
fois encore de I'inégalité de Cauchy, on a :

|a(u, w)| = <lv'lloe [w'lloe = lulre lwh.o

/01 o (z)w' (x)dx

et le résultat suit puisque | - |1 est une norme sur Hg(]0, 1[). Enfin :

1
a(w,w) = /0 w'(x)w (z)de = \wﬁﬂ

et la coercivité suit en posant « = 1. ¢

Remarque 3.14. Dans I'exemple précédent, nous avons utilisé la norme | - |; o pour vérifier les
hypotheses du théoreme de Lax-Milgram. Cela était rendu possible car |- |1.o et || - |1,o sont des
normes équivalentes sur 1’espace H&(]O, 1]). En pratique, sur un espace V quelconque, on vérifie
les hypotheses du théoreme de Lax-Milgram en utilisant parmi différentes normes équivalentes sur
I’'espace V celle qui nous facilite le plus le travail. «

Exemple 3.15. Cet exemple est simplement une généralisation en plusieurs dimensions de ’exemple
précédent. Soit donc f(z) une fonction de L?(£2) et considérons I’équation aux dérivées partielles :

-V - (kVu) = f dans Q
{ u=0 surl’

On peut aisément donner plusieurs interprétations physiques a ce probleme. On peut par exemple
considérer u comme une température (en °C), k comme étant la conductivité thermique (en W/(m
°C)) que nous supposerons constante (et strictement positive) et f(ax) comme une source d’énergie
(en W/m3). La température est maintenue & 0 sur la paroi du domaine .

Il parait encore ici naturel de considérer ’espace H&(Q) puisque les conditions aux limites sur
u sont homogenes (nulles). En multipliant par une fonction test w € H{(£2), on trouve a l'aide du
théoreme de la divergence A.5 :

/kVu-dev—/kauwdS—/fwdv Yw € Hy ()
Q r on Q
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L’intégrale de bord fait intervenir deux termes. Tout d’abord le terme kg—z qui apparalt natu-
rellement, suite a 'utilisation du théoreme de la divergence. Pour cette raison, on dit que c’est
une condition aux limites naturelle du probléme. L’autre terme est la fonction test w. Puisque
w € H}(Q), Iintégrale de bord s’annule (mais ce ne sera pas toujours le cas) et on obtient la
formulation variationnelle :

/ kVu-Vw dv = / fwdv Yw € H}H Q) (3.9)
Q Q

qui est une généralisation multidimensionnelle de I’exemple précédent. On vérifie alors les hypo-
theses du théoreme de Lax-Milgram de maniére similaire. ¢

Remarque 3.16. Le probléme variationnel 3.9 est équivalent au probléme de minimisation :

1
J(u)= min J(w)= min 7/ k| Vw|? dvf/ fwdv
weHE () weHL () 2 Ja Q

puisque la forme bilinéaire :
a(u,w) = / kEVu - Vw dv
Q

est symétrique. Les unités de cette fonctionnelle sont des W °C. On utilise cependant rarement cette
interprétation en pratique et on préfere travailler directement avec la formulation variationnelle 3.9.
<4

Remarque 3.17. Dans cet exemple, nous avons choisi la fonction f(x) dans I’espace L?(Q) pour
simplifier I’exposé. En fait, ce probléme est bien posé si on remplace la fonction f par une distri-
bution T appartenant au dual de H(Q) c.-a-d. T € H~1(Q2). Il faudrait alors remplacer le terme
de droite dans la formulation variationnelle par < T', w > puisque rien ne nous permet de supposer
que cette distribution peut s’écrire sous une forme intégrale. <«

Les deux exemples précédents sont particuliers en ce sens que les conditions aux limites sont
nulles dans les deux cas. Il est temps de voir ce qui arrive dans le cas de conditions aux limites non
homogenes. On se servira ici de certains résultats établis au chapitre précédent.

Exemple 3.18. Considérons le probleme :

{ —V - (kVu) = f dans Q

u=g surl

On peut interpréter physiquement ce probléme comme pour ’exemple précédent a I’exception pres
que la température & la paroi est maintenue & une valeur g(x) éventuellement non nulle. Nous
résoudrons ce probleme de deux fagons différentes qui aboutiront bien sir a la méme formulation
variationnelle. Cela nous permettra de montrer comment on traite les conditions aux limites non
homogenes.

Premieére approche :

Tout d’abord, il convient de noter que la fonction g se doit d’appartenir a I’espace H Y 2(T) pour
que le probléme ait un sens. De plus, il serait tentant de considérer :

V= {w1 e HY(Q) |w; = g sur F} (3.10)
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mais ce n’est pas un espace fonctionnel linéaire. La clé vient de I’équation 2.30 qui assure I’existence
d’une fonction u, € HY(Q) dont g est la trace au bord. En ce sens, on dit que pour un probleme
d’ordre 2, I'imposition de u sur la frontiére (ou une partie de la frontiére) est une condition aux
limites essentielle. On appelle cette étape le relévement des conditions aux limites essentielles. On
décompose alors la fonction recherchée u en une somme 4, + u, ot 8, € H}(£2) et s’annule donc
sur I'. On considére ensuite le probléeme équivalent :

-V - (kVé,) = f+ V- (kVuy) dansQ
0y =0 sur’
On s’est donc ramené une fois de plus & un probléme avec conditions aux limites homogenes. 11 est
facile de vérifier que les deux formulations fortes sont équivalentes. En multipliant par une fonction
test w € H&(Q) et en intégrant par parties, on trouve, a l'aide du théoréme de la divergence A.5 :

/kV(su'dev—/kaéuwds—/fwdv—//{:Vug-dev—i-/kaugwds
Q r on Q Q r on

Puisque w € H&(Q), les intégrales de bord s’annulent et on obtient la formulation variationnelle
suivante :
& trouver 6, € H}(Q) telle que :

/kV(Su-Vw dv:/fw dv—/ kVu, - Vwdv Yw € Hy(Q) (3.11)
Q Q Q

Ce probleme variationnel requiert la connaissance de la fonction de relévement des conditions
aux limites ug. Or jusqu’a maintenant, nous savons qu'une telle fonction existe mais sans plus. La
méthode des éléments finis nous permettra de construire explicitement cette fonction. Nous pouvons
donc procéder comme si cette fonction était connue. La vérification des hypotheses du théoreme de
Lax-Milgram ne pose aucune difficulté particuliere. On pose :

a(éu,w):/QkV&L-Vw dv et l(w):/wa d’u—/QkVug-Vw dv

La continuité, la bilinéarité et la coercivité de a sur H}(€2) ont déja été établies. La linéarité de
découle de la linéarité des intégrales. Quant a la continuité, on a :

3
ou ow
Hw)| < |[[fllogq [|lwloa+k .
(w)] < [Iflloq llwl] ; o7l a 1223 o
< oo ol +55 |2 jwl
< 0,0 1,9
Pt 0z; |lo,0 Lo
c.-a~d.
. 3 8ug
l(w)] < Cllwlie ot C=|flloo+kd>
= 1l 0z llog
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Deuxiéme approche :

On part tout simplement de I’équation différentielle initiale. Puisque qu’on impose une condition
aux limites essentielle sur toute la frontiére, on choisit des fonctions tests w s’annulant sur toute
la frontiere ce qui revient a choisir V = H&(Q) On multiplie ensuite par w € V et on intégre par
parties :

/kVu-dev—/kauwds:/fwdv
Q T on 0

Puisque w € H}(Q), les intégrales de bord s’annulent et on obtient la formulation variationnelle
suivante :
& trouver u € {w; € HY(Q) |w; = g sur I'} telle que :

/ kVu-Vwdv = / fwdv Yw € HYH(Q) (3.12)
Q Q

On ne peut appliquer immédiatement le théoréeme de Lax-Milgram puisque la solution u et
les fonctions tests w ne sont pas dans le méme espace (en fait u n’est méme pas dans un espace
fonctionnel linéaire). C’est ici que l'on peut effectuer le relevement des conditions aux limites
essentielles. On pose comme précédemment u = 4, + uy ot u, vérifie les conditions aux limites
essentielles et on obtient immédiatement la formulation variationnelle 3.11.

Unicité de u :

Nous avons donc démontré I'existence et 1'unicité de ¢, pour un relevement wu, des conditions
aux limites essentielles. La solution de notre probléme initial est donc u = 9, + ug. On remarque
cependant que uy n’est pas unique. Se peut-il que u ne soit pas unique ? La formulation 3.12 nous
permet cependant de démontrer facilement I'unicité de u. En effet, si on suppose qu’il existe deux
solutions u; et ug de 'équation 3.12, alors la différence uj —ug est dans H} () car uy —ug = g—g = 0
sur I' et de plus :

/ EV (up —ug) - Vwdv =0 Yw € Hi(Q)
Q

En choisissant w = (u3 — ug), et puisque k > 0, on montre que |u; — uz|1,0 = 0 ce qui entraine que
p.p. .

U1~ = wug puisque |- |1 o est une norme. ¢

Remarque 3.19. Pour les équations aux dérivées partielles d’ordre 2, 'imposition de u sur la

frontiere (ou une partie de la frontiere) constitue une condition aux limites essentielle qui peut étre

relevée en vertu de I’équation 2.30. La ou la condition essentielle est imposée, la fonction test w doit

s’annuler. Les fonctions tests w sont parfois appelées des déplacements admissibles, en référence a
Porigine de la méthode des éléments finis en mécanique des structures. <«

Exemple 3.20. On consideére cette fois un probleme dit mélé, en ce sens que les conditions aux
limites sont de deux types. Soit donc le probleme :

—V - (kVu) = f dansQ
u = g surTy (g€ H/?(Ty))

k@u

In = h sur Iy
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ot les frontieres I'g et I'y vérifient TN Ty = @) et o U’y = I'. La fonction h s’interpréte comme un
flux de chaleur & travers la frontiére (en W/m?).

Le relevement de la condition aux limites essentielle est encore possible. En vertu de I’équa-
tion 2.30, on peut trouver une fonction u, € H'(f2) telle que u, = g sur I'g. Nous ne pouvons pas
faire le méme exercice pour la condition aux limites de type Neumann sur la dérivée normale. Nous
n’avons en effet aucune assurance de I'existence d’une fonction uy, € H(Q) telle que :

k% =h sur Iy
on

Puisqu’on impose une condition essentielle uniquement sur I'g, on choisit V = H %0 (€2). On multiplie
ensuite par une fonction test w € V' et on intégre en utilisant le théoréeme de la divergence :

/kVu-dev—/k‘auwds:/fwdv
Q T on QO

Puisque w € Hllo (Q), lintégrale de bord s’annulent sur I'y tandis que sur I'1, on a :

ou
k%—h

qui est la condition naturelle. Il reste, apres substitution :

/kVu-dev:/fwdv—i— h w ds
Q Q I'h

On pose alors comme précédemment u = 9, + uy ol 9, € H%O(Q) et ug = g sur I'y. On a alors
le probléeme équivalent :

/ kVé, - Vw dv:/ fw dv—/ EVug-Vwdv+ | hwds (3.13)
Q Q Q 1N
qui est bien de la forme du théoréme de Lax-Milgram.

& trouver 0, € H} () telle que :

a(by,w) = l(w) Yw € H%O(Q)

L’espace V est ici H%O(Q) car les conditions aux limites essentielles I'imposent. Rappelons
encore ici, car cela est important, que la méthode des éléments finis nous permettra de construire
explicitement la fonction u,. La vérification des hypotheses du théoréme de Lax-Milgram est laissée
au lecteur sauf pour un point qui mérite une attention particuliere. Pour démontrer la continuité
de I(w), on doit recourir a la continuité de la trace au bord et a I’équation 2.31 en effectuant la

majoration :
‘ / hwds| < |[B]
Iy

o,y lwllor; < CllAllor, lwl,e
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Remarque 3.21. Dans le terme de bord :

on doit connaitre soit la condition naturelle, dans ce cas k%ﬁ soit la condition essentielle, dans
ce cas u et alors la fonction test w s’annule. On ne peut pas imposer au méme endroit de la
frontiere la condition essentielle et la condition naturelle. On peut faire I’analogie avec une force
et un déplacement. On connait soit la force (condition naturelle) soit le déplacement (condition
essentielle). <

3.2.2 Problémes d’ordre 4

Nous considérons ici les équations aux dérivées partielles d’ordre 4 de la forme :
d? d’u
12 <Q(5U)dxg> = f(z)

V2 (q(@)V2u(@)) = f(@)

auquelles s’ajoutent des conditions aux limites appropriées. Il est facile de se convaincre qu’apres
deux utilisations du théoreme de la divergence (deux intégrations par parties en dimension 1),
il ne restera dans la formulation variationnelle que des dérivées d’ordre 2. L’espace fonctionnel
approprié a donc toutes les chances d’étre H?(f2) ou ses variantes. Voyons tout cela de plus prés
en commencant un probléme en dimension 1.

ou encore en dimension 2 ou 3 :

Exemple 3.22.

- @@)fﬁ) — f(x) dans 0, L]
u©) =0 =0
q<x>jjf; = Mo

i (1), -0

Ce probléme provient de ’analyse de la déformation d’une poutre sous 'effet d’une sollicitation f(x)
(en N/m) et d’'un moment de flexion My (en N - m). La fonction ¢(z) dépend alors des propriétés
élastiques du matériau et de aire de la section de la poutre. En fait on a g(z) = ETI ou E est le
module d’Young et I le moment d’inertie. Cette fonction (pas forcément constante le long de la
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poutre) est en général strictement positive et bornée de sorte qu’il existe des constantes ¢; et ¢o
telles que :
0<q <qz) <q Vr € [0, L]

Pour un probléme d’ordre 4, le théoréme 2.9 nous assure que les conditions aux limites essen-
tielles portent sur u et g—g car on peut en effectuer le relevement. Notez la différence importante avec
les problemes d’ordre 2 pour lesquels la seule condition aux limites essentielle est sur u. Dans cet
exemple, la fonction de relevement est tout simplement u, = 0 puisque les conditions essentielles
sont homogenes. L’espace fonctionnel approprié est donc :

dw

) =0}

V ={w e H*(0,L]) | w(0) = T

On multiplie alors par une fonction test w € V et on integre une premiere fois par parties. On

obtient ainsi :
L q d’u \ dw d d?u L
_/0 dm( (z )daz2> T dx + <dm <q(m)d$2>>w _/0 fw dx

Le terme de bord fait intervenir d’une part la fonction test w qui s’annule en = = 0 et d’autre part

la premiere condition naturelle :
4 (fﬂ)fdQu (3.14)
do \ I\ g2 ’

L

0

qui vaut 0 en « = L. Il reste :
L d d2
- - -— = d

/0 d$<()dx2> dr = /fw *

Une nouvelle intégration par parties résulte en :
L d*u d*w d’u\ dw g L
e bl Bl d
/0 q(a?)de dzz (q(x)daﬂ) dx 0 /0 fw dz

Le nouveau terme de bord fait intervenir % qui s’annulent en x = 0 et la deuxieme condition dite
naturelle :

2’LL
q(x)% (3.15)

qui prend la valeur My en x = L. On a donc la formulation variationnelle :

qui est de la forme a(u,w) = l[(w).
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Vérifions les hypotheses du théoreme de Lax-Milgram. La linéarité de [ et la bilinéarité de a
sont évidentes de méme que sa symétrie. Pour démontrer la continuité de a, on utilise le fait que
la fonction g(x) est bornée et comme toujours, I'inégalité de Cauchy. On a :

L d?u d?w L
- <
/o Q(m)d:v2 dz? do| < qQ/o

et le résultat suit puisque ||w”||o,o est une norme sur V' (voir I’équation 2.38). En ce qui concerne
la coercivité, le raisonnement est similaire. On a :

d*u d?w

| a(u,w) |= 2 ez | v s aelv’log w”llog

atw,w) = [ o) T2 da > gy [F 0D g0 gy 3 = ol
) ~ o q dr? da2 Z q1 0 A2 de? q1 0,0 = 91|W|2 0

et le résultat suit en prenant o = ¢; dans la définition 3.3 et puisque |w|3 (, est une norme équivalente
a la norme ||wl|3 , sur V.

Enfin, il reste & montrer la continuité de la forme linéaire [. Pour y arriver, on doit se servir de
I'inégalité de Cauchy et de la continuité de la trace au bord 2.36. On a ainsi :

L dw L dw
— == < -
| l(w) | fwd:z:—i—Modx(L) < fw dx +|M0]‘dx(L)‘

IA

[fllog lwllo.e + Mol [[wllz.0 < ([[fllog + [Mol) [[wll2.0
¢

Remarque 3.23. Le probleme variationnel 3.16 est équivalent a la minimisation de la fonction-
nelle :

: 1 d*w dw
J(u):glelgef(w):glelg§ EI(dx ) / fwdx—Mod (L)

dont les unités sont des N-m. Le premier terme de J(w) correspond a ’énergie élastique de défor-
mation tandis que les deux autres termes correspondent au travail effectué par la charge imposée.
<

Remarque 3.24. Pour les problémes d’ordre 4, il y a 2 conditions aux limites essentielles u et d—g

ainsi que 2 conditions aux limites naturelles qui sont en relation étroite. Dans le premier terme de

bord :
2u
(s (13))

on doit connaitre soit la condition naturelle % (q(:v)%) auquel cas la fonction test w ne doit pas

L

0

s’annuler, ou encore on connait u et alors la fonction test w s’annule a cet endroit. Un raisonnement

similaire existe pour la deuxiéme condition naturelle. Si ¢(z )d 7 est donnée, alors %’ ne peut
s’annuler. Par contre, si fll—“ est connue, alors la fonction test s’annule a cet endroit et le terme

de bord correspondant disparait. «
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3.2.3 Résumé

On peut établir en quelque sorte la procédure a suivre pour vérifier les hypotheses du théoréme
de Lax-Milgram.
— Problémes d’ordre 2

1. la seule condition essentielle est I'imposition de u ;

Ll

9.

on identifie la portion de la frontiere I'g ou la condition essentielle est imposée ;
on pose V = H%O(Q). Si aucune condition essentielle n’est imposée, on pose V = H'(Q);

I'inclusion 2.29 nous assure de l'existence d’une fonction de relevement u, des conditions
aux limites essentielles;

la ou la condition essentielle est imposée, les fonctions tests w s’annulent (par définition
de l'espace V) ;

. on obtient la formulation variationnelle en multipliant par une fonction test w et en

intégrant par parties les termes d’ordre 2;

la condition aux limites naturelle est le coefficient (dépendant de u) qui multiplie w dans
le terme de bord ;

. on vérifie les hypothéses du théoreme de Lax-Milgram en utilisant I’'une ou 'autre des

normes équivalentes sur I’espace V. La relation 2.31 sera éventuellement utile pour traiter
les termes de bords;

on en déduit (s’il y a lieu) 'existence et I'unicité de la solution w.

— Problémes d’ordre 4

—_

Ll

. il y a 2 conditions essentielles soit 'imposition de u et de du/On (u/(z) en dimension 1) ;

on identifie la portion de la frontiere I'y ol les conditions essentielles sont imposées ;
on pose V = H%O(Q). Si aucune condition essentielle n’est imposée, on pose V = H?();

I’équation 2.35 nous assure de l'existence d’une fonction de relevement u, des conditions
aux limites essentielles;

la ou la condition essentielle sur u(x) est imposée, les fonctions tests w s’annulent. La ou
la condition essentielle sur du/0n est imposée, les dérivées normales des fonctions tests
OJw/On s’annulent (par définition de l'espace V) ;

. on obtient la formulation variationnelle en multipliant par une fonction test w et en

intégrant par parties les termes d’ordre 4 (et parfois aussi des termes d’ordre 2);

les conditions aux limites naturelles sont les coefficients (dépendant de u) qui multiplient
w et Ow/On dans les termes de bord ;

. on vérifie les hypotheéses du théoréme de Lax-Milgram en utilisant I’'une ou 'autre des

normes équivalentes sur I’espace V. La relation 2.36 sera éventuellement utile pour traiter
les termes de bords;

. on en déduit (s'il y a lieu) l'existence et I'unicité de la solution wu.
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3.3 Exercices

1. Vérifier si les expressions suivantes sont des formes bilinéaires continues, symétriques et
coercives sur les espaces donnés. On supposera que les fonctions p(x) et ¢(x) sont bornées
c’est-a-dire 0 < p; < p(x) < paet 0 < ¢ < q(x) < g2 et ce YV € Q.

a)
a(u,w) :/Qp(ac)uw dv dans L*(Q)

a(u,w) = / q(x)Vu - Vw dv dans Hj(Q)
Q

a(u,w) = /Qq(:c)Vu-Vw dv dans H'(Q)

Q)
a(u,w) :/Q(p(m)uw—l—q(m)Vu-Vw) dv dans H'(Q)

2. Discuter de 'existence et de I'unicité de la solution des problemes suivants. Bien identifier
I’espace fonctionnel V', les conditions aux limites essentielles et naturelles et obtenir explici-
tement la fonction de relevement des conditions aux limites essentielles lorsque possible. La
fonction g(x) sera supposée continue et bornée c.-a-d. 0 < ¢1 < q(x) < g2 et v; et vy seront
des constantes strictement positives. La fonction f(x) apparaissant & plusieurs reprises sera
supposée dans L2(Q).

En dimension 1 :

a)

d?u
—Vao—s = f dans ]0,1]
u(0)=u(1)=0
b)
d2
Vi — Z/del; =f dans ]0,1]
du, . du

E0) = ) =0

dans ]0,1]
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d)
—% <q(w)zz> —f dans ]0,1]
u(0) = a, g()52(1) = b
° d? d?u
) <Q($)dx2> =f dans 0, L[

2U ZU
A0 T40) = ¢, o) 2 (1) = d

En dimension supérieure a 1 :

0

u=g sur I’y
Q(w)gz =h sur I'
8)
-V .- (Vu)=f dans Q
g:i =h sur I’
h)
-V - (Vu)=f dans Q
U+ a—u =h sur I’
on

. On souhaite résoudre le probleme suivant :

dx? dxz?

2 (EIdQU(ZL‘)) = f(z) dans |0, 1],

ou EI est une constante. Peut-on obtenir une formulation variationelle dans le cas des
conditions aux limites suivantes :

w(0) = 0, u'(0) = 0, u(1) = 1, % <E1d2“(1)> —F

dx?
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4. On suppose que l'on a un probléme variationnel de la forme :
a(u, w) = l(w)

ou la forme bilinéaire a et la forme linéaire [ vérifient les hypotheéses du théoréme de Lax-
Milgram dans un espace de Hilbert V.

Montrer que I'unique solution v dépend continiment des données c.-a-d. que :

l
hufly < 141
a
ou « est la constante de coercivité et ||l|| est la plus petite constante C telle que :
ll(w)] < Cllw|ly Yw € V ou encore |l(w)| < ||I]| ||w||ly Yw eV

5. Vérifier les hypotheses du théoreme de Lax-Milgram pour le probleme suivant :

Y
dx cldx chm -

u(0) = u(l) =0

ol ¢1 et ¢z sont des constantes strictement positives et f(x) est une fonction de L2(]0, 1[). Dé-
terminer ’espace fonctionnel approprié et obtenir la formulation variationnelle du probleme.

Ne pas intégrer par parties le terme czg—;‘.

N.B. : Passer rapidement sur les questions de linéarité et bilinéarité. On se rappellera de
plus que :

9(0)g'(x) = 5 ()
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Méthode de Ritz

4.1 Principes généraux

Une fois le probléeme formulé sous forme variationnelle, il reste a le discrétiser c.-a-d. a le faire
passer d’un probleme de dimension infinie & un probleme approché de dimension finie. Ce probleme
discrétisé sera ensuite résolu par les techniques d’algebre linéaire classiques : résolution de systémes
algébriques linéaires ou non linéaires, de problémes aux valeurs propres, etc.

La méthode de Ritz est une technique de discrétisation de problémes variationnels et est en
quelque sorte le précurseur de la méthode des éléments finis. Soit donc un probleme variationnel
vérifiant les hypotheses du théoreme de Lax-Milgram :

& trouver u € V telle que :

a(u,w) =l(w) YweV (4.1)

ou la fonction u vérifie les conditions aux limites essentielles homogenes (le cas des conditions aux
limites non homogenes nécessite la construction d’une fonction de relevement 1, mais ne pose pas de
difficultés théoriques supplémentaires). On se donne maintenant N fonctions ¢; € V,j =1,2,--- | N
appelées fonctions d’interpolation de Ritz ou plus simplement fonctions de Ritz vérifiant elles aussi
les conditions essentielles homogenes. On suppose ensuite que ’on peut écrire :

N
u(x) ~ uN(ac) = Zujqu(ac) (4.2)
j=1

Dans cette expression, les N coefficients u; sont a déterminer et le probleme est maintenant de
dimension finie N. L’ensemble de toutes les combinaisons linéaires possibles des fonctions ¢; forme
un sous-espace de dimension N de V noté V¥ (toujours en supposant que les fonctions ¢; sont
choisies dans V' deés le départ et qu’elles sont linéairement indépendantes). On considére donc
I'approximation suivante du probléme variationnel 4.1 :

& trouver vV € VV telle que :

a(u™, w™) = 1) v e VN (4.3)

o7
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ou encore :

N
a Zujqu,wN =) vu e VvV
j=1
La bilinéarité de a nous permet d’écrire :
N
Zuja(qu,wN) = l(w™) v e VN
j=1

On va maintenant construire un systéme linéaire (parce que le probleme de départ 4.1 est linéaire)
dont les inconnues sont les coefficients u;. Soit donc N nouvelles fonctions qNSZ-,i =12,---,N
appartenant & 'espace V. Puisque 1’équation précédente est vraie quelle que soit la fonction
wN € VN elle est valide pour chacune des fonctions ¢; et on a :

N
> owja(¢y,éi) = U(¢) 1<i<N
j=1
qui est un systeme linéaire N sur N de la forme :
AU =F

ol la matrice A et les vecteurs U et F ont pour coefficients :

a(gr,¢1)  alga,¢1) -+ alén,d1) uy l($1)
a(p1,92)  alde,02) -+ alon,P2) ug l(p2)

: : - : : - : (4.4)
a(p1,6n) a(pa, dn) -+ aldn, dN) un l(on)

Si les fonctions ¢; et &; sont bien choisies, ce systéme linéaire est inversible et on peut deés lors
déterminer les inconnues wu; et ainsi obtenir une approximation u”(z) de la fonction u par la
relation 4.2. Un choix naturel pour les fonctions ¢; consiste 4 prendre tout simplement 5131 = ¢;, et
ce pour tout i. C’est la méthode de Ritz ou méthode de Rayleigh-Ritz. Dans le cas ou ¢; # ¢;, on
parle de la méthode de Petrov-Galerkin.

Dans cet ouvrage, nous insisterons davantage sur la méthode de Ritz, bien qu’il existe des
applications intéressantes de la méthode de Petrov-Galerkin, notamment pour les problemes de
convection-diffusion.

Remarque 4.1. On remarque que le coefficient A;; du systéme linéaire 4.4 est de la forme :
Aij = alej, bi)

Lorsque la forme bilinéaire est symétrique, il n’y a pas de confusion possible mais dans le cas
général, il faut faire attention a 'ordre des indices i et j. <«
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4.2 Exemples

Nous voyons dans cette section quelques exemples d’applications de la méthode de Ritz. Nous
en profiterons au passage pour mettre en évidence les forces et éventuellement les faiblesses de cette
approche.

Exemple 4.2. Considérons le probléme en dimension 1 :

—u’(x) = In(z) dans ]0,1]

u(0) = 0
du
%(1) =1

Puisque la seule condition essentielle (sur u) est nulle, le relevement est inutile (uy = 0) et on
peut travailler directement avec u qui, dans ce cas, sera égal a J,. La formulation variationnelle
correspondante (laissée en exercice) est :

& trouver u € V = {w € H'(]0,1] |w(0) =0}

/01 o (z)w' (x)dx +/ In(z)w(z)dr Yw eV (4.5)

Les fonctions ¢; doivent appartenir a ’espace V' et vérifier les conditions aux limites essentielles
homogenes. Dans ce cas, il suffit d’avoir ¢;(0) = 0. Cela mis a part, ce choix est arbitraire si on
s’assure que ¢; € V. On peut prendre par exemple :

¢j(x) = 27

et on s’assure facilement que toutes les conditions sont bien remplies. Le coefficient général de la
matrice A pour la méthode de Ritz est donc :

L s ij
aw_/d) d.%'_/OZ]aij dx:i—l—j—l
tandis que le vecteur F a pour coefficients :
1 1 ) 1
fi = éi(1) +/0 In () () do = 1 +/0 In(e)e’ de =1~ o

Ce systeme linéaire est ensuite résolu par les techniques habituelles de décomposition LU (voir
par exemple Fortin, réf. [25]). En faisant varier la taille NV, si tout se passe bien, on doit se rapprocher
d’une éventuelle solution analytique. Dans cet exemple, cette solution est :

dont la dérivée est :
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et on s’assure facilement que 1’équation différentielle ainsi que les conditions aux limites sont vé-
rifiées. En se servant du logiciel Matlab [44], on a résolu ce systéme pour obtenir les résultats de
la figure 4.1 pour N = 1,3 et 5. On y a superposé la solution analytique u(x) (en trait plein)
et la solution numérique u” (z). Il est aussi intéressant de regarder le comportement de u/(x) et
(u™N)(z). On remarque immédiatement qu’il est plus difficile d’approcher u/(z). On peut affirmer
que ce comportement est assez général. Nous en reparlerons lorsque nous aborderons les questions
de convergence.

Enfin, il ne faut pas se leurrer sur la taille du systéme linéaire nécessaire pour obtenir une bonne
approximation de u(z). Dans cet exemple, une dimension de 5 semble suffire mais ce n’est certes
pas toujours aussi facile... ¢

Exemple 4.3. Considérons le probleme en dimension 1 :

—u’(z)+u = 0 dans ]0,1]
u(0) =1

du

%(1) +u(l) = 0

La condition essentielle n’est imposée qu’en & = 0 et on choisit donc :
vV ={we H'(0,1]) [w(0) = 0}

On multiplie par w € V et on intégre :

1 d 1
/ (v (2)w' (z) + w(z)w(x)) dov — Yyl =0 vwev
0 dr o
Le terme de bord est nul en = 0 mais en z = 1, on a % (1) = —u(1). Il en résulte :

1
/ (o () (2) + u(@)w(z)) de + u()w(l) =0 Vwe V
0
On reléve maintenant les conditions aux limites essentielles. On pose u = d, +u4 et on peut choisir

tout simplement la fonction uy = 1 qui appartient & H'(]0, 1[) et qui satisfait la condition essentielle.
On a alors Vw € V :

[ B! @)+ dufaula)) do + 5,0 ))

- _/0 (u’g(a:)w'(m) + ug(x)w(x)) dz — ug(1)w(l)

Puisque u, = 1, u = 0, il reste :

/01 (0% (@)w' () + du(z)w(z)) du + du(1)w(1)

_ _/Olw(x)dx —w() YweV



M¢éthode de Ritz

61

N=1
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Solution analytique

Figure 4.1 — Solutions u(x) et u/(z) pour N=1, N=3et N =5
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T T T -0.3
Meéthode de Ritz
——— Solution analytique
09r 9 041
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Figure 4.2 — Méthode de Ritz (N = 2)

qui est la formulation variationnnelle correspondant au probleme initial.
Pour la méthode de Ritz, on peut ici encore choisir ¢;(z) = z',i = 1,2,--- | N. La matrice A
correspondante a pour coefficients :

1
w = [ ($@6@)+ b @) doto,(16()

1 p L
= / (z’jxlﬂ_Z—i—x”]) dr +1
0

ij 1
= — + — +1
i+j—1 i+j+1

tandis que le vecteur F' a pour coefficients :

ﬂ:_AwW@mH¢m):_A%Qm—1:—@+uin>

11 est facile de s’assurer que la solution analytique de I’équation différentielle de départ est u(z) =
e~ " ce qui nous permet de comparer a la figure 4.2, les solutions analytique et numérique pour
N = 2. Ici encore, la comparaison est excellente sur « et un peu moins convaincante sur u/(z). La
situation s’améliore cependant tres rapidement lorsque N augmente. ¢

Exemple 4.4. On considére maintenant un probléme bidimensionnel dont la géométrie est le carré
de cotés de longueur 1 et les conditions aux limites sont décrites a la figure 4.3. On doit résoudre
I’équation aux dérivées partielles :

—V2u = 10 dans

U = g sur[' (g décrite a la figure 4.3)
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u=~0

Figure 4.3 — Géométrie et conditions aux limites

Des conditions essentielles étant prescrites sur toute la frontiere, on choisit V = H{ () et comme
toujours, on multiplie par w € V et on intégre sur le domaine 2. On obtient :

/Vu'dev:/IOwdv
Q Q

On effectue le relevement des conditions aux limites en posant u = d,, + u4. Le choix de u, est
ici plus délicat malgré le fait que la géométrie du probleme soit tres simple. On peut prendre par
exemple la fonction uy(z,y) = zy. En remplacant, on trouve la formulation variationnelle :

& trouver 6, € V telle que :

/V5u~dev:/10wdv—/Vug-dev
Q Q Q

Il nous reste & construire les fonctions de Ritz ¢. Parmi les choix possibles, on peut prendre les
N = m? fonctions de la forme :

¢i(x,y) = sin(iymx) sin(iemy)
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que I'on ordonne de la fagon suivante :

¢1(x,y) = sin(wz)sin(my)

¢o(z,y) = sin(mz)sin(27y)
Om(z,y) _ sin(7x) sin(mmy)
Om+1(z,y) = sin(2wz)sin(my)
Omi2(x,y) = sin(27wz)sin(27ry)
dom(x,y) - sin(27z) sin(mmy)
Om2(x,y) - sin(mmz) sin(mmy)

On a ainsi une relation sur les indices de la forme :
i:(il—l)m—l-’ig 1<, <m

Ces fonctions s’annulent sur la frontiére du domaine et vérifient une propriété d’orthogonalité tres
particuliere :

0 si i#£ ]
i = [ Vo¢; Vo, dv= . . .o
Qij /Q ®; @i dv { %z(z% +i2) s i

La matrice A est donc diagonale ce qui est toutefois exceptionnel. De plus, on vérifie non sans peine
que :

fi

/Qlo@-dv—/QVug-VqﬁidU:1O/Q¢,;dv—/g(y,x)-Vqﬁidv

- () ()
2 i is

Le systéme linéaire résultant est bien siir trés simple & résoudre. En prenant N = 52 = 25, on a
obtenu le résultat de la figure 4.4 pour la fonction d,, qui rappelons-le, s’annule sur la frontiére du
domaine. La fonction v = d,, + uy = 6, + zy est illustrée a la figure 4.4. 4

4.3 Les figures de Chladni

Comme dernier exemple, nous allons considérer un probléme célebre dii au musicien et musicien
Erns Florence Friedrich Chladni au dix-huitieme siecle. Il remarqua en effet qu’il pouvait faire vibrer
un plaque mince en métal a I’aide d’un archet de violon et provoquer des sons différents. Mais le
plus remarquable était qu’en saupoudrant un peu de sable sur la plaque, les différentes vibrations
se manifestaient par des figures géométriques tres élégantes. On pouvait en quelque sorte voir les
différents sons.

On mis quand méme un certain temps & comprendre et expliquer ce phénomene. On trouvera
dans Gander et Kwok [30] une description détaillée de méme que le contexte historique de ce
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Figure 4.4 — Méthode de Ritz en dimension 2 : fonctions 0,(z) et u(x)
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probléme ot des noms comme Sophie Germain (I'une des rares mathématiciennes de cette époque),
Ritz, Galerkin et Kirchhoff ont joué des réles importants. Nous ne pourrons pas développer toute
la théorie sous-jacente. Nous nous limiterons a affirmer que la solution de ce probleme n’est rien
d’autre que celle d’un probleme aux valeurs propres de la forme :

[ (200 B0) (B B0) o (Bre Fue B BN
Q \0x2 = Oy? oxr? = Oy? B\ az2 oy?  Oy? 02 0x0y 0x0y v= Q J

ot le domaine €2 est simplement le carré [—1,1]2. La fonction u(z,y) désigne ici le déplacement
vertical de la plaque lorsqu’elle vibre. La méthode de Ritz s’applique encore ici. Historiquement,
c’est précisément pour ce probleme que Ritz avait proposé la méthode qui porte maintenant son
nom. La stratégie est ensuite la méme qu’auparavant. On pose :

U= Zaj¢j(x7 y)
j=1

et on pose successivement v(z,y) = ¢i(x,y),i = 1,2,--- ,n. On obtient un probléme aux valeurs
propres généralisé de la forme :
Ka=\Ma

ou les matrices K et M ont pour coefficients respectifs :

DPo;  0%¢; )\ (0%¢ D¢ D*p; O*¢; D¢, 0% D*p; 0
Ky = /Q ( 0?2 + dy? Ox? + Oy? —(=n) 0x? Oy? + Oy? Ox? _2833831 Oxdy dedy

et
M;; = /Q¢j¢i dxdy

Il y a encore ici plusieurs choix possibles pour les ¢; et nous nous limiterons a un choix simple, bien
qu’il existe des choix plus judicieux. Ritz avait d’ailleurs proposé des fonctions plus complexes que
celles que nous utiliserons. Nous prendrons :

iz, y) = 2"y

que l'on peut numéroter comme dans l'exemple 4.4. Les résultats qui suivent ont été obtenus en
prenant p = 0,225, n = 30 et en utilisant Matlab pour calculer les valeurs et vecteurs propres. Une
fois les calculs effectués, on peut visualiser les différents modes de vibration en dessinant la courbe
de niveau 0 de chacun des vecteurs propres c.a-d. :

3 vidi(r,y) = 0 (46)
=1

olt ¥ = [v1,vs,-++ ,v,]t est le vecteur propre. La courbe de niveau 0 correspond & un déplace-
ment vertical nul, et est précisément ce que ’on peut observer expérimentalement sur une plaque
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Figure 4.5 — Quelques unes des figures de Chladni

saupoudrée de sable. Les 16 premiéres valeurs propres non nulles sont :

] Valeurs propres calculées \

1,245 x 10T [ 8,090 x 10T | 3,207 x 10% | 8,762 x 10?
2,598 x 10! | 2,354 x 10% | 3,752 x 102 | 9,338 x 102
3,563 x 10! | 2,354 x 10% | 7,301 x 10% | 1,103 x 103
8,090 x 10! | 2,693 x 10% | 7,301 x 10% | 1,103 x 10?

Les lignes de niveau 0 des vecteurs propres correspondants aux valeurs propres 12,45, 80,90,
375,2 et 933,8 sont présentées a la figure 4.3. Notons que pour les valeurs propres doubles (80,90 et
235,4 par exemple), on utilise la moyenne des deux vecteurs propres correspondants dans 1'équa-
tion 4.6. Les quatre modes de vibration illustrés correspondent parfaitement a certaines des figures
observées initialement par Chladni.

Nous terminons ce chapitre par quelques remarques générales sur la méthode de Ritz. Les
principales faiblesses de cette méthode sont :
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— la construction de la fonction de relevement u, qui doit vérifier les conditions aux limites
essentielles prescrites, ce qui peut étre difficile particulierement en dimension 2 ou 3;

— le choix et la construction des fonctions de Ritz ¢; qui doivent étre linéairement indépen-
dantes et vérifier les conditions essentielles homogenes ;

— le calcul des coefficients a;; et f; du systéme linéaire qui peut nécessiter I’évaluation d’inté-
grales sur des domaines complexes. On peut éventuellement recourir aux méthodes d’inté-
gration numériques si le besoin s’en fait sentir.

— Les inconnues u; du systeme linéaire n’ont pas de signification physique particuliere.

Les remarques précédentes sont particulierement justifiées en dimension 2 ou 3 ou les géométries
peuvent étre extrémement variées et complexes. Il est alors pratiquement impossible de construire
les différentes fonctions nécessaires. Cela est dii a ’approche globale de la méthode de Ritz, en
ce sens que l'on cherche a construire les fonctions u, et ¢; en considérant tout le domaine (2.
La méthode des éléments finis contourne cette difficulté par une approche plus localisée et une
construction plus systématique des fonctions ¢;.
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4.4 Exercices

Déterminer pour les problémes suivants une famille de fonctions ¢; permettant d’appliquer la
méthode de Ritz et obtenir la fonction de relevement des conditions aux limites essentielles.
En dimension 1 :

1.
—ngj:; =f dans ]0,1]
u(0) =u(1)=0
2. )
viu — 1/2% =f dans ]0,1]

du du

%(0) = %(1) =0
3. )

—1/2% =f dans ]0,1]

u(0) =a, u(l)=">
4. J J

(@) =5 dans oy

du
u(0)=a, a2 (1) =p

d. ) )

d d

@ (q(l')dxg> = f dans ]O,L[

u(0) =a, u(L)="0

d*u d*u
0080 = q()d4(r) =

6. ) ,

d d

= <q<m>d;;> =/ dans 0L
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10.

Chapitre 4

En dimension 2 :
~V - (q(x)Vu) = f  dans le carré 0, 1[?
u=1 sur les cotés zc=0et y =0

ou
q(m)a—n =2 sur les autres cotés

. On souhaite résoudre le probleme suivant par la méthode de Ritz :

dx?

d? d?u(x
) (EI ( )> = f(z) dans ]0, 1],

ou ET est une constante. Proposer des choix de fonctions ug(x) et ¢;(x) permettant de
résoudre ce probléme avec les conditions aux limites suivantes :

d?u(1)

dx? =M

uw(0) =1, v (0) =2, u(l) =4, EI

(Utiliser de préférence des fonctions polynémiales).

. Résoudre par la méthode de Ritz le probleme suivant :

—V - kVT = ¢ dansle carré |0,1[x]0,1]
T = 0 surlescotésx=1lety=1

8£
on

= (0 sur les autres cotés

ou k et ¢ sont des constantes. On prendra une seule fonction de Ritz :
¢1(z) = (1 - 2*)(1 - ¢?)

Résoudre par la méthode de Ritz le probléme suivant :

d 9 duy 9 ..
i ((x + l)dat) = 2—2x+62° dans Uintervalle ]0, 1]
u(0) =1
u'(1) = -1

a) Obtenir la formulation variationnelle ;
b) Choisir les fonctions de Ritz appropriées;

c¢) Construire le relevement des conditions aux limites esssentielles;
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11.

d) Obtenir les coefficients a;; et f; du systeme linéaire correspondant ;
e) Résoudre le systéme en utilisant deux fonctions de Ritz.

On suppose que l'on a un probleme variationnel de la forme :
a(u,w) = l(w)

ou la forme bilinéaire symétrique a et la forme linéaire [ vérifient les hypothéses du théo-
reme de Lax-Milgram dans un espace de Hilbert V.

Montrer que si on utilise la méthode de Ritz pour discrétiser ce probleme, on obtient une
matrice A définie positive.

Rappel : Une matrice symétrique A est dite définie positive si quel que soit le vecteur
colonne (non nul) = [x1, 292,73, - , 7,7, on a :

!l Ax = (Az) - x = Z Ajjxiz; >0
ij=1
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Eléments finis unidimensionnels

Nous allons maintenant établir comment construire les fonctions ¢;(z) de la méthode de Ritz de
maniere efficace, et ce sur des domaines de forme quelconque. Cette efficacité proviendra de I'intro-
duction de formes géométriques simples (des sous-intervalles en dimension 1) nommés éléments qui
permettent une construction locale de ces fonctions. C’est certainement en dimension 2 ou 3 que
Iintroduction de ces éléments prend toute son importance car les géométries sont de toute évidence
beaucoup plus complexes. Nous commencerons tout de méme le développement en dimension 1 en
tachant d’utiliser une présentation la plus générale possible de sorte que le passage en dimension
supérieure soit direct.

Nous choisissons une approche qui se veut la plus pédagogique possible. Nous présenterons aussi
quelques aspects informatiques en indiquant quelques tableaux nécessaires a la bonne mise en oeuvre
d’une méthode d’éléments finis. Nous ne chercherons cependant pas & obtenir une présentation
optimale sur le plan informatique. Ce n’est pas le but de cet ouvrage. Le lecteur doit rester conscient
qu’il existe plusieurs facons de présenter la méthode des éléments finis et que celle que nous avons
retenue a 'avantage d’étre relativement simple et suffisamment générale.

5.1 Equations différentielles d’ordre 2

5.1.1 Probleme type

Pour fixer les idées, nous commencerons par la résolution d’un probléme classique d’une équation
différentielle d’ordre 2 de la forme :

p(z)u — L (q(x)j;t) =r(z) dans ]0, L]
(5.1)
du

u0) =, a(l)

(L) =d

On suppose connues les fonctions p(x) et g(z) de méme que les constantes c et d.

Si dans cette équation on prend p(z) = 0, la variable dépendante u(x) peut entre autres choses
désigner la déformation longitudinale d'une tige métallique de longueur L. A ce moment, q(z) = EA,
ou E est le module de Young et A l'aire de la section de la tige qui peut étre variable. Enfin, r(z)
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est une force de contact sur la surface de la tige et d est une force axiale appliquée a I'une de ses
extrémités. On peut aussi interpréter u(z) comme une température, une pression hydrostatique,
un potentiel, etc., suivant le domaine qui nous intéresse (voir par exemple Reddy, réf. [52]). Le
probléme 5.1 est donc suffisamment général pour couvrir bon nombre d’applications.

Sur le plan théorique, si on suppose que la fonction p(z) est positive ou nulle et que 0 <
¢1 < q(z) < g9 dans Uintervalle |0, L, il est facile de s’assurer que les hypothéses du théoréme de
Lax-Milgram sont vérifiées. La solution, & un relevement des conditions essentielles pres, est dans
I’espace :

v ={weH'(0,L]) | w(0) = 0}

Rappelons que pour cette équation différentielle d’ordre 2, la seule condition essentielle est I'impo-
sition de la variable u(z) a la frontiére. Dans cet exemple, u n’est imposée qu’'en x = 0 d’ou cette
définition de I’espace V.

Il est donc nécessaire de construire des fonctions ¢;(x) dans la méthode de Ritz qui soient
dans V. Comme nous 'avons vu au chapitre 2 et puisque nous utiliserons des approximations
polynomiales, il suffit de s’assurer que ces fonctions soient continues (et s’annulent en x = 0 dans
ce cas précis).

On pose ensuite u = d,, + u4 et la formulation variationnelle (laissée en exercice) est :

& trouver 6, € V telle que :

a(dy,w) = l(w) — a(ug,w) YweV (5.2)
ou : .
a0 w) = [ (@)u()w() +0(@)8) (@) (@) do
et :
l(w) =dw(L)+ /OL r(z)w(z)dx

La méthode de Ritz consiste a poser :
w(x) = ug(x) + 0y (x) = ug(x) + Z Ou; B5(x)
=1

et nécessite la construction d’un systeme linéaire global de la forme :

Ady = F

aij = a($j(x), ¢i(x)) et fi = U(pi(x)) — alug(x), di())
La fonction ug(x) est le relevement des conditions aux limites essentielles et doit donc vérifier dans
ce cas ug(0) = c et doit de plus appartenir a 'espace H'(]0, L]).

Remarque 5.1. Il est souvent utile, en particulier pour les problémes non linéaires que nous
rencontrerons au chapitre 8, de considérer la fonction d,(x) comme une correction & une solution
existante ugy(z) obtenue préalablement et vérifiant bien slir les conditions essentielles imposées. La
fonction ug(z) pourra provenir d’un calcul précédent ou tout simplement d’une itération précédente.
<4
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Figure 5.1 — Maillage en dimension 1

Voyons maintenant comment construire les fonctions de Ritz ¢;(x). Cette construction se fera
en plusieurs étapes qui constituent ce que ’on appelle la méthode de Ritz-Galerkin.

5.1.2 Le maillage
Les éléments

Considérons une partition de l'intervalle |0, L[ comme celle de la figure 5.1. Cette partition en
sous-intervalles constitue le maillage. Les sous-intervalles K; sont appelés éléments dont le nombre
total est noté nel. La frontiere des éléments correspond aux cercles en trait gras. Les éléments
peuvent étre de longueur variable.

Les noeuds

Sur chaque élément, on identifie nff neuds géométriques (par le symbole o) qui permettent de

définir la géométrie de I’élément en question. En dimension 1, les nceuds géométriques sont les

bornes de 1’élément et alors nf = 2. On notera K = [z, 2] un élément générique et hX sa taille

qui en dimension 1, est tout simplement la longueur A = z& — 2& (on s’assurera bien sfir que

o > 2 de sorte que h¥ soit strictement positif). Ce sont ces nceuds géométriques qui définissent
localement la géométrie de I'élément et globalement, celle du domaine en entier. En dimension 1,
cela parailt futile mais en dimension supérieure, ce sera fondamental.

Dans chaque élément K on identifie également (voir la figure 5.2) un nombre nX de neeuds
de calcul (par le symbole o) souvent appelés neuds d’interpolation ou les variables essentielles du
probleme seront éventuellement calculées. Ces noeuds d’interpolation peuvent coincider ou non avec
les noeuds géométriques. L’ensemble des nceuds de I’élément comprend donc les noceuds géométriques

et les nceuds de calcul. On note nf< le nombre total de nceuds de I'élément K et (x1< 4 ... ,a:ffK)

t
les noeuds de I'élément K en commencant par les nocuds géométriques, suivis des autres noeuds de
calcul.

Remarque 5.2. Pour éviter d’alourdir inutilement ’exposé, nous supposerons que les noeuds de
calcul comprennent les nceuds géométriques, méme si cette hypothese n’est absolument pas né-
cessaire. Le nombre total de nceuds de I’élément est donc nf = nX. On rencontre le cas ot les
nceuds de calcul different totalement des noeuds géométriques notamment pour les éléments dits

non conformes (voir Ciarlet, réf. [15]). <

On place les coordonnées de tous les nceuds (géométriques et /ou de calcul) dans un tableau que
nous notons coor de longueur égale au nombre de noeuds total nnoeuds du maillage. On définit un
tableau de connectivité des neuds (notée connec) comprenant nel lignes. A chacune de ces lignes,

on retrouve les numéros des n nceuds de I’élément.
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Figure 5.2 — Noeuds géométriques et de calcul sur un I’élément K

Les degrés de liberté

On associe a chaque nceud de calcul de I’élément une ou plusieurs inconnues appelées degrés
de liberté (ddl) suivant que le probléme posseéde une ou plusieurs variables essentielles. Il est méme
possible qu’a un nceud donné, aucun degré de liberté ne soit attribué ou qu’en 2 nceuds d’'un méme
élément, un nombre différent de degrés de liberté ne soit associés. On s’assure ainsi d’une grande
flexibilité au niveau de I'implantation de la méthode. On note né( le nombre de degrés de liberté de
I’élément. Tres souvent, nff est un multiple de n. Certains degrés de liberté seront communs & 2
(ou plus) éléments. Le nombre total de degrés de liberté du domaine sera noté nddl. Les degrés de
liberté sont donc les inconnues de notre probleme. Paradoxalement, certains degrés de liberté sont
fixes puisqu’imposés par les conditions essentielles du probléme. On notera :

w1 UI 5U1 5{]
u9 (5u2
v=| . |= et dy=| . |= (5.3)
unddl U 5unddl 0

les vecteurs globaux des degrés de liberté pour u(x) et d,(x) qui sont de dimension nddl. Le vecteur
U se décompose en 2 parties distinctes : U est la partie de U qui est connue (d’ou I'indice C) car
imposée par les conditions aux limites essentielles du probleme. La partie correspondante dans le
vecteur de correction 0 est par conséquent nulle. Le reste est noté U’ (et 5{] pour la correction)
(I pour inconnu) et sera éventuellement calculé. Nous reviendrons sur cette partition de U lors de
I'imposition des conditions aux limites (voir la section 5.1.8) et lors de la résolution du systéme
global (voir la section 5.1.9).

A chaque degré de liberté du domaine, on attribue une fonction de Ritz ¢(z) et, au nceud de
calcul correspondant, on calculera une approximation de la variable essentielle associée. Chaque
degré de liberté est relié & un nceud de calcul mais inversement, un nceud de calcul peut étre associé
a plusieurs degrés de liberté. On construira ainsi un systéme linéaire (ou non linéaire suivant que
le probléme de départ est linéaire ou non) de dimension nddl sur nddl.

Numérotation des degrés de liberté

Le tableau de connectivité des nceuds connec est trés utile mais ne suffit pas completement
puisque nous avons mentionné qu’a un noeud, on peut associer 1 ou plusieurs degrés de liberté. I1
faut aussi introduire ce que nous appellerons un tableau de numérotation des degrés de liberté.
Pour ce faire, on assigne en tout premier lieu un numéro a chaque degré de liberté du probléme.
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Figure 5.3 — Maillage : nel = 3,n§ = 2,n£( =3

Cette numérotation fera en sorte que les degrés de liberté ou on impose une condition essentielle
seront numérotés en dernier.

Pour y arriver, on construit un tableau de numérotation noté numer qui contient pour chaque
neeud les numéros des degrés de liberté qui lui sont associés. C’est donc un tableau de dimension
nnoeuds multipliée par le nombre de degrés de liberté par nceud qui peut étre variable. Les étapes
de construction du tableau numer sont les suivantes :

1. pour chacune des variables essentielles du probléme, on identifie les numéros des nceuds ou
cette variable est imposée ;

2. on parcourt les nceuds en numérotant tous les degrés de liberté associés a chacun des ces
neeuds et qui ne sont pas imposés comme condition aux limites essentielle du probleme ;

3. on parcourt de nouveau les noeuds et on numérote a la suite tous les autres degrés de liberté
c.-a-d. tous les degrés de liberté qui sont imposés comme condition aux limites essentielle
du probleme.

De cette maniere, on décompose la matrice du systéme global et le vecteur des degrés de liberté
du probléme en 2 parties consécutives ou on regroupe au début les véritables inconnues du systeme
(le vecteur U’ que 'on devra calculer) et & la fin les valeurs des variables essentielles imposées (le
vecteur U C) tel qu’indiqué a la relation 5.3.

Enfin, une fois la numérotation obtenue, on construit le tableau d’adressage noté adres qui
pour chaque élément fournit les numéros des degrés de liberté associés a chaque nceud de calcul de
I’élément. Chaque ligne de ce tableau correspond a un élément et sera appelée le vecteur d’adressage
de cet élément. Le tableau d’adressage peut étre construit une fois pour toutes grace aux tableaux
connec et numer. Il est cependant souvent préférable de construire le vecteur d’adressage de chaque
élément au besoin. L’exemple qui suit illustre les différentes étapes et tableaux que nous venons
d’introduire.

Exemple 5.3. La situation est illustrée a la figure 5.3 pour notre probleme type. Ce maillage
trés simple du domaine ]0, 1[ (on choisit ici L = 1) comporte nel = 3 éléments dont les frontieres

sont identifiées par des cercles en trait gras. Sur chaque élément on a identifié 3 noeuds de calcul

(nX = 3) comprenant les extrémités (les noeuds géométriques) et le point-milieu de ’élément.

Certains nceuds sont communs & 2 éléments comme par exemple z3 (commun aux éléments K et
K») et x5 (commun a Ky et K3).
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Dans cet exemple, on a nnoeuds = 7 et le tableau coor est :

Bien entendu, les coordonnées
tableau de connectivité des nceuds connec prend la forme :

Coordonnées des noeuds
Tableau coor
I i)
0,0000 | 0,0000 0,0000
0,1667 | 0,0000 0,0000
0,3333 | 0,0000 0,0000
0,5000 | 0,0000 0,0000
0,6667 | 0,0000 0,0000
0,8333 | 0,0000 0,0000
1,0000 | 0,0000 0,0000

Tableau connec

Numéros des noeuds géométriques et de calcul

Noeuds géométriques

Autres nceuds

Elément || Noeud #1 | Noeud #2 Noeud #3
1 1 3 2
2 3 5 4
3 5 7 6

Chapitre 5

T9 et x3 sont inutiles pour un probléme unidimensionnel. Le

Chaque ligne de ce tableau correspond a un élément différent. Rappelons encore ici la convention
établie de numéroter en premier lieu les noeuds géométriques, et ce pour chaque élément. Dans cet
exemple, il y a plus de nceuds de calcul que de nceuds géométriques mais ce n’est pas toujours le
cas. Les deux tableaux précédents ainsi que le tableau coor contenant les coordonnées de tous les
neeuds nous permettent de définir complétement la géométrie du domaine et contiennent aussi des
informations que nous utiliserons un peu plus loin.

Enfin, il faut souligner que le tableau connec ne contient que les numéros des noeuds (de calcul
et/ou géométriques). Pour obtenir les coordonnées de 1’élément Ky par exemple, il faut utiliser le

tableau coor et poser :

Ky, =

0,3333, 0

[y
[
%coor 3), coor(5)]

,6667]

et le deuxiéme élément de ce maillage est donc U'intervalle[1/3,2/3]. De plus, les coordonnées des
neeuds de calcul de ce méme élément sont :

(coor(connec(2,i)),i=1,2,---,n
(coor(3), coor(5), coor(4))

(0,3333, 0,6667, 0,5000)

&)=
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Dans cet exemple (voir les équations 5.1), la variable essentielle v n’est imposée qu'en z = 0 au
nceeud 1. Le degré de liberté associé au nceud 1 sera donc numéroté en dernier. Dans un premier
temps, on laisse tomber les degrés de liberté imposés. Une premiere numérotation possible serait
alors :

Numérotation
Tableau numer
Noeud

O U W N
O T W gl

On reparcourt ensuite les nceuds pour numéroter les degrés de liberté fixés par les conditions
aux limites essentielles. On obtient :

Numérotation
Tableau numer
Noeud

O Uk W N
UL W R

Chaque ligne de ce tableau correspond a un nceud de calcul du domaine. Dans le cas ou on
associe plusieurs degrés de liberté a un méme noeud, on ajoute des colonnes supplémentaires a ce
tableau. On peut méme a la limite avoir un tableau dont les lignes ne sont pas toutes de méme
longueur dans le cas ou le nombre de degrés de liberté associés n’est pas le méme d’un noeud a
l'autre.

On peut maintenant construire le tableau d’adressage dont chaque ligne correspond au vecteur
d’adressage d’un élément K et fournit les numéros des degrés de liberté qui lui sont associés. On
I'obtient en posant :

adres(K,i) = numer(connec(K, i)),i=1,2,---nk

Dans notre exemple, on aurait :

Numeéros des ddls
Tableau adres
Elément || Ddl #1 | DAl #2 | Ddl #3
1 7 2 1
2 2 4 3
3 4 6 5
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Chaque ligne correspond a un élément. On peut facilement reconstruire ce tableau a 'aide des
tableaux connec et numer. En effet, pour la premiére ligne (le premier élément), on a :

adres(1,1) = numer(connec(1,1)) = numer(1l) =7
adres(1,2) = numer(connec(1,2)) = numer(3) = 2
adres(1,3) = numer(connec(1,3)) = numer(2) =1

Il en est de méme pour chaque élément. Rappelons qu’il n’est pas nécessaire de garder en mémoire
ce tableau puisqu’on peut le reconstruire tres facilement a partir des tableau connec et numer
lorsque l'on en a besoin. ¢

5.1.3 Formulation variationnelle élémentaire

Cette étape consiste a obtenir une formulation variationnelle sur un élément quelconque K. On
utilise donc la méthode de Ritz comme au chapitre précédent, a I'exception notable pres que 1'on
intégre sur un élément K = [z 2] plutét que sur le domaine Q au complet. On obtient alors,
apres une intégration par parties :

oK
o (oo +a@ g g de = [ @@+ o glow)|
ou encore :
o du dw =5 K, (K K, (K
/x{f (p(a:)u(ac)w(x) + q(x)dxda:> dx = /x{f r(z)w(z)dr + sjyw(zy ) + sjjw(zr)
ol on a introduit les variables secondaires :
585 = —a(al) T ) et sl = o) T )

Ces variables secondaires correspondent aux conditions aux limites naturelles aux extrémités de
I’élément. La notation & 2 indices indique que sﬁ( est la valeur de la premiere variable secondaire
a la premiere extrémité de 1’élément tandis que s} est la valeur de la premiere variable secondaire
a la deuxiéme extrémité de 1’élément K. On prévoit ainsi le cas ou il y aura plusieurs variables
secondaires définies aux bornes des éléments ce qui sera le cas pour les problemes d’ordre 4. On
qualifie ces variables de secondaires par opposition aux variables essentielles dites variables primaires
suivant la notation de Reddy, réf. [52].

Puisque nous avons convenu de travailler en correction d,, on pose encore u(x) = 6, () + ug(z)

et on a ainsi la formulation variationnelle élémentaire :

/;:j (p(:c)5u(:r)w(x) + Q(fﬂ)%f;}) de = /;2 r(z)w(z)de + styw(rs) + styw(e)

_/M« (p(:c)ug@)w(x) + Q(:”)CZL;?D

1
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et I'on retrouve bien ainsi la forme 5.2.
Nous ne sommes pas en mesure d’imposer les conditions aux limites puisque nous sommes sur
un élément qui n’est pas forcément situé a la frontiere du domaine. L’idée consiste maintenant a
appliquer la méthode de Ritz sur I’élément K. On utilise donc sur chaque élément K une relation
de la forme :
() e 6 (x) + uyg (x)

ou l'indice supérieur K désigne la restriction a 1’élément K. On pose ensuite :
ng ng
K K, K K K K
5K (2) = 3 65 0 (2) et ul (@) = 3 w0l (a) (5.4)
j=1 j=1

ot nX est le nombre total de degrés de liberté associés & la variable essentielle &, (z) sur I'élément K.

Les 55§ sont les valeurs des degrés de liberté de 1’élément et sont inconnus (sauf 1a ou des conditions

de Dirichlet seront imposées). Les uéj

limites et sont supposées connues. Nous verrons comment les obtenir un peu plus loin.

Comme cela est le cas ici, on aura tres souvent nff = nX mais ce n’est aucunement nécessaire.
Cette situation provient du fait qu’il n’y a qu’une seule variable essentielle (primaire) et que 1'on
associe un seul degré de liberté a chaque nceud de calcul. Si on remplace dans la formulation

variationnelle, on obtient :

sont les valeurs nodales du relevement des conditions aux

& K & K deK dw & K K K K
Soof [ (sl @) +a@) T ) do = [ Zr@w@de + sl + )
j=1 Ty Ty

K
1

x§< duK w
-/ <p<x>u§< () + q@difm) s

Les fonctions %K (x) sont appelées fonctions d’interpolation de l’élément K et ne sont définies que
sur K et non sur le domaine €2 au complet. Pour obtenir un systéme linéaire, il suffit de prendre

successivement w(z) = ¥ (z),i =1,2,--- ,nk. On obtient alors le systéme élémentaire nkf sur nkf
suivant :
ARSE = FK 4 oK (5.5)
ou :
3 dypl qy K
K _ K K N Bk P
o= (zo(arwj @k (@) + g2) T )

zk et ug (@ [ (x
7= [ @@ [ (p@)“f ()0l )+ o) L )>dx

1 1

sio= st (@) + st 9ff (22)

La matrice élémentaire A% (de coefficients a’X) est souvent appelée matrice de rigidité faisant
ainsi référence aux premieres applications de la méthode des éléments finis dans le domaine des
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structures. Le vecteur 5{]{ (de coefficients 55 ) est appelé vecteur des degrés de liberté élémentaires.
Bien que cela ne soit pas absolument nécessaire, nous avons séparé le terme de droite du systeme
élémentaire en 2 parties F'X (de coefficients f5) et S¥ (de coefficients s). Cela permet d’isoler
la contribution S¥ des variables secondaires qui nécessiteront un traitement particulier lors de
I'imposition des conditions aux limites. Le terme de droite au complet (FX + SK) est le vecteur
des sollicitations élémentaires.

Une telle formulation requiert la construction des fonctions X sur chaque élément K ce qui
constitue une procédure assez lourde. De plus, on a souvent recours a l'intégration numérique
pour évaluer les coefficients du systeme élémentaire. Comme nous le verrons un peu plus loin,
cela nécessite la mise en mémoire de points d’intégration différents d’un élément a l'autre, ce qui
exigerait beaucoup d’espace mémoire. Pour contourner cette difficulté, on introduit un élément K
dit de référence sur lequel on effectue toutes les intégrales nécessaires a 1’évaluation du systéme
élémentaire, et ce au moyen d’'un changement de variables.

5.1.4 Passage a I’élément de référence

En dimension 1, nous prendrons habituellement l’intervalle K = 1,1] comme élément de
[A{ N

référence. Le changement de variables de I’élément de référence a élément réel K est aussi

appelé transformation géométrique et s’exprime sous la forme :

T . K o K

o Gty eake 56
- 2
K
da = %dﬁ

Cette transformation géométrique est inversible et il en sera toujours ainsi, méme en dimension
supérieure pour les transformations linéaires. Toutefois, on peut aisément concevoir des transfor-
mations non linéaires de I’élément de référence et il faut alors étre prudent car il est possible que
dans certaines situations, la transformation ne soit pas inversible. On peut se référer a Dhatt-Touzot,
réf. [20], a ce sujet.

C’est a cette étape que les tableaux connec et coor sont utiles car ils permettent de calculer
les termes de la transformation 7% pour chaque élément. Ainsi, & chaque point ¢ de ’élément de
référence correspond un point z de I’élément K et inversement. Dans le cas présent la transformation
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TE est facile & inverser et on a :

(T~ K = K
[z, 28] = [-L1]
. L oe= 22 — (zf + zk) (5.7)
hE
2
d§ = 7 da

On remarque que les extrémités de I'élément courant K sont envoyées sur les extrémités de 1’élé-
ment de référence. On peut également obtenir cette transformation en introduisant les fonctions
d’interpolation de Lagrange (voir I’annexe B ou Fortin, réf. [25]) sur 'élément de référence :

L) =155 et Lg) = T2

La transformation T% s’écrit alors également :

(€ + 25 + K¢

x =t Li(§) + 2§ La(§) = 5

(5.8)

Cette procédure est plus générale et permet de définir différentes transformations de I’élément de
référence vers I’élément K. Nous procéderons de cette fagon en dimension supérieure a 1. On peut
encore ici facilement construire de maniere similaire des transformations non linéaires en prenant
des fonctions de Lagrange de degré supérieur.

C’est a priori uniquement sur I’élément de référence que nous construirons des fonctions d’in-
terpolation 1 (€). On définit ensuite les fonctions d’interpolation 1/ (x) sur I'élément K par com-
position :

Off () = o (TH(€)) = di(€) ou encore $i(€) = %i((TH) ! (x)) = ¥ (x)

Les fonctions ¥ () ne sont sont que rarement explicitées puisque, comme nous le verrons, nous
n’en avons aucunement besoin.
Ainsi, la fonction d’interpolation X (x) prendra la méme valeur que la fonction 1;(£) au point

z tel que z = TH(¢). Les fonctions 1/31(6) sont par le fait méme généralement indépendantes des
éléments K et sont appelées fonctions d’interpolation de l’élément de référence. On a ainsi un seul
ensemble de fonctions & construire et on transforme les dérivées par la formule de dérivation en
chaine :

e di; g _ dij; 2
dz dé dv  dé hK

) A A (5.9)
> d (wf) d (2 d%) _d <2d¢j>d5_ 4 d2;

dx

dg

dz? de \ dz )~ nE de hE de ) dx ~ (RK)2 de2
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I convient de préciser comment on évalue ugy(z) et dujﬂgm) dans le terme de droite. On utilise bien

entendu ’expression 5.4 de sorte que :

”é( ”f d K( ) "fz( dwK ”d
K K K Ug \X K KdT/J
= E lug]wj (z) = E 1: ugﬁ/’j(ﬁ) et ZT = E:ugj T K 2 Z j
j= j=

dx

Effectuons maintenant le changement de variables dans le systeme élémentaire dont les coeffi-
cients deviennent :

1 K K K
ko /_1p<($l o) th 5) Dienlite) " de

1 +~’U2) +hE¢\ [dip dip;
Ll ) () () e

" 1p<(”1 ”22)”[%) dylenbi(ee
~1

2 (1 (@K 42+ hEE diy di/)z
+hK/_1q< 2 ) dg] i ©

K (1 K
o=t 1r<(”’1 red) 5)%(5)5

BE (@ k) e\ ()
e 1p<(°””'1 o) f) (;ugwj@)) di(e)ie

2 U (@ +al) R\ (T ddi(©)) di
_hK/_lq< 2 )( s, g )dé *

Jj=1

sl = sRi(=1) + siu(1)

5.1.5 Construction des fonctions d’interpolation 7/31(5)

A chaque nceud de calcul (2f 2l ,:z:ffK) de I’élément réel K, correspond un nceud d’inter-
polation (&1, &2, - - ,§n£<) sur 1’élément de référence par la relation :
& = (TH)71(zX) ou encore z = T5(¢;), i=1,2,--- ,nk

Ainsi, par construction, on aura :

Vi () = 45(&)
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Puisque nous souhaitons calculer une solution approximative de ’équation différentielle d’ordre
2 de départ, il serait intéressant d’obtenir une approximation de u(x) a chaque noeud de calcul
de chaque élément du domaine ). De plus, puisque nous avons une équation différentielle d’ordre
2, la solution u(x) devra étre dans H'(f2). L'idée de base est alors d’utiliser des approximations
polyndmiales sur chaque élément. L’approximation de la solution sera donc constituée de polynémes
différents dans chaque élément. Pour s’assurer que cette approximation soit dans H'(Q), il faut
s’assurer de la continuité de 'approximation a la frontieére des éléments (voir le chapitre 2). Pour
ce faire, il suffit d’imposer en chaque nceud de calcul de chaque élément :

ng ng
K K K K K/ K K7 K
u(z; ) =u (v;") = Zuj Vit () = Zuj Vi(&) = u; (5.10)
j=1 j=1
Ainsi, 'approximation calculée en x = X de u(zX) sera uff ce qui donne une interprétation

physique des degrés de liberté uZK . Si un neeud de calcul est commun a plusieurs éléments, le degré
de liberté associé a ce noeud sera toujours le méme et la continuité de I'approximation sera assurée.

Pour satisfaire ’équation 5.10, il faut donc construire sur 1’élément de référence les fonctions
1%- (&) de sorte que :

A 1sii=y
qui est la définition méme des fonctions d’interpolation de Lagrange (voir 'annexe B ou Fortin,
réf. [25]). Leur construction est donc immédiate. Il suffit maintenant de fixer le degré des polynémes
que nous voulons utiliser dans chaque élément ce qui déterminera également la dimension nf du
systéme élémentaire.

Remarquons enfin qu’avec des fonctions d’interpolation vérifiant I’équation 5.11 et puisque nous
avons convenu que les 2 premiers nceuds correspondent aux extrémités de 1’élément, le vecteur S
des variables secondaires sur chaque élément est de la forme :

ST
st
sk =110

0
mettant ainsi en évidence que ces variables n’agissent qu’aux extrémités de 1’élément.

Approximation linéaire

Pour une approximation linéaire, il suffit de prendre 2 nceuds de calcul par élément et 1 seul
degré de liberté par noeud de calcul (nX = nff = 2). Les nceuds de calcul coincident donc avec les
neeuds géométriques. Sur ’élément de référence les nceuds d’interpolation sont tout simplement les

points & = —1 et & = 1. Les fonctions 1@- (§) de Lagrange 5.11 sont :

i@ = 5 =55 @ o =SS E) =65
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~1 | 1 ¢

Figure 5.4 — Fonctions d’interpolation linéaires sur K

et sont illustrées a la figure 5.4. Pour évaluer le systéme élémentaire, on a besoin des dérivées :

(&) 1 diba(6) 1

= __ et - 4=
dé 2 " g T3
La formule de dérivation en chaine nous donne alors :
dys 1 dyps 1
Y1 (z) — et Yy (z) S
dzx h dzx h

Les fonctions d’interpolation linéaires sur 1’élément de référence K et sur I'élément K sont illustrées
aux figures 5.4 et 5.5.

Approximation quadratique

Pour une approximation quadratique, il faut 3 noeuds de calcul par élément (et encore un degré
de liberté par nceud c.-a-d. n¥ = nXf = 3). On choisit d’abord les 2 extrémités de I'élément (les
nceuds géométriques) et le troisitme nceud est habituellement le point milieu & = 0 de 1’élément
de référence, bien que ce ne soit absolument pas obligatoire. On a donc les nceuds d’interpolation

& = —1, & = +1 et &3 = 0. Les fonctions zﬁj(f) de Lagrange 5.11 de degré 2 sont alors :

: (E-0)c-1)  eE-1)
- (-0 £t
L ) R
Y S 1) 1
L (V) O R ) B
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Figure 5.5 — Fonctions d’interpolation linéaires sur K

Ces fonctions sont illustrées a la figure 5.6 sur ’élément de référence et a la figure 5.7 sur I’élément

réel. Pour évaluer le systéme élémentaire, on a encore ici besoin des dérivées que nous calculons
une fois pour toutes :

iy (£) (26— 1)

de 2
dia(§) _ (26+1)
e 2

dih3(€) _
e - %

La formule de dérivation en chaine nous donne les dérivées des fonctions d’interpolation sur

I’élément K :
dyf(x)  (26-1)

dz hE
dys(x)  (26+1)

dz N hE
dpy(x) 48

dz B hE

Cas général

Il est maintenant facile de concevoir le cas général. Pour construire une approximation de degré
quelconque m, il suffit de choisir sur I’élément de référence m + 1 nceuds d’interpolation (incluant
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Figure 5.6 — Fonctions d’interpolation quadratiques sur K

K X
1 9 (x) ) Uk (z)

Figure 5.7 — Fonctions d’interpolation quadratiques sur K

Chapitre 5
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TK
3 (z)
1 of () 5 ()
>
s ok T

Figure 5.8 — Fonctions d’interpolation hiérarchiques sur K

K
c

de ces nceuds une fonction d’interpolation de Lagrange @ZZ(S) de degré m.

les extrémités de 1’élément). On a ainsi n,* = m + 1 nceuds de calcul et il suffit d’associer a chacun

Remarque 5.4. Dans ce qui préceéde, nous avons utilisé des bases classiques (de Lagrange) de
fonctions d’interpolation qui vérifient :

K (@I =)&) = I

Cette contrainte n’est nullement obligatoire et on peut concevoir des bases différentes. C’est le cas
par exemple des bases dites hiérarchiques. Ce concept mérite qu’on s’y attarde puisque le choix
de la base est important, non seulement pour 'implantation de la méthode mais aussi pour des
considérations numériques relatives au conditionnement de la matrice du systeme global. L’idée de
base en dimension 1 consiste a utiliser des fonctions d’interpolation linéaires pour les 2 extrémités
de I’élément et une fonction d’interpolation quadratique pour le point-milieu tel qu’illustré a la
figure 5.8. Il résulte généralement de ces bases une interprétation moins évidente de la valeur des
degrés de liberté associés aux noeuds de calcul. Nous reviendrons plus tard sur ces bases particulieres.
<4

5.1.6 Evaluation du systéme élémentaire

Nous pouvons dés maintenant évaluer tous les coefficients du systéme élémentaire 5.5. En effet,
toutes les fonctions nécessaires sont maintenant connues et il reste a effectuer les diverses inté-
grales. Deux options s’offrent & nous : on peut intégrer analytiquement ou recourir a l'intégration
numérique.

Intégration analytique

C’est souvent la meilleure solution mais elle n’est pas toujours simple. Dans le cas de polynémes
de bas degré et si les propriétés physiques (les fonctions p(z), ¢(x) et r(x)) sont simples (par exemple
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constantes par élément), on choisira cette option. On obtient ainsi des expressions explicites pour
les coefficients du systeme élémentaire. Ce travail peut devenir tres pénible dans le cas général.
Toutefois, on peut procéder de maniere efficace en s’aidant de logiciels de calcul symbolique tels
Maple ou Mathematica. Cette option est de plus en plus utilisée.

Intégration numérique

C’est l'option la plus répandue et la plus versatile. Apres le passage a 1’élément de référence,
les différents coeflicients du systéme élémentaire requierent 1’évaluation d’intégrales de la forme :

-/ g6y (5.12)

-1

ou la fonction g(&) fait intervenir les fonctions d’interpolation 1[11(5 ) et les propriétés physiques du
probleme. Par exemple, on doit évaluer :

1 K | K Ke\ . L K
[ v ("“ ro )k 5) D5(€)91(6) e

qui est bien de la forme 5.12. Dans la plupart des programmes d’éléments finis, on utilise les
quadratures de Gauss-Legendre qui consistent a approcher 'intégrale 5.12 par une expression de la
forme :

/ 11 g(O)de =3 wig(é) (5.13)
- =1

qui soit la plus précise possible. On présente un sommaire des techniques d’intégration numérique
a I'annexe C. Le tableau C.1 résume quelques unes de ces quadratures en dimension 1. La derniere
colonne de ce tableau fournit le degré des polyndémes pour lesquels la quadrature de Gauss-Legendre
est exacte et qui vaut 2mg — 1. C’est ce que 'on appelle le degré de précision de la formule de
quadrature. En pratique, on choisit le nombre de points de Gauss-Legendre m¢ en fonction des
intégrales que 'on doit évaluer. Cela dépend donc du degré des fonctions @,(ﬁ) mais aussi des
propriétés physiques. Par exemple, si la fonction p(z) est constante par élément (p(xz) = p¥ sur
Pélément K) et si des fonctions zﬁz(f ) quadratiques sont utilisées, alors on a :

1 K K Ke\ K KpK 1
/ 1p<(””1 re )k f)wj@m(s)’gdg:pj GG

La fonction a intégrer est de degré 4 (produit de 2 polynémes de degré 2) et une quadrature a 3
points (m¢g = 3) serait suffisante pour intégrer exactement. Par contre, des fonctions d’interpolation
linéaires ne requéreraient qu’une quadrature de Gauss-Legendre & 2 points. Pour effectuer ce choix,
il faut analyser toutes les intégrales apparaissant dans le systéme élémentaire et déterminer le degré
de précision nécessaire.

Notons enfin que dans certaines situations, les quadratures de Gauss-Legendre ne seront jamais
exactes. Par exemple, si p(x) = 1/x, la fonction a intégrer n’est plus polynémiale et les quadratures
de Gauss-Legendre fournissent maintenant des approximations des coefficients du systéme élémen-
taire. Le choix du nombre de points de Gauss-Legendre mg est alors plus délicat. Enfin, il convient
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de souligner que le coiit total de I'assemblage (voir la section 5.1.7) est proportionnel au nombre de
points de Gauss-Legendre utilisés et que le choix de la quadrature doit aussi tenir compte de cette
contrainte.

Cas particuliers

Puisque dans plusieurs exemples, les fonctions p(z), ¢(z) et r(x) sont constantes par élément
(et parfois méme constantes dans tout le domaine), il est utile de calculer immédiatement et une
fois pour toutes le systéme élémentaire dans ce cas particulier. On notera p, ¢ et 7 les valeurs
respectives de ces fonctions sur I’élément K. Nous supposerons de plus que le relevement ug(x) des
conditions aux limites essentielles est nul. Les différentes contributions au systeme élémentaire sont
alors :

_ MR e 24" 1 di); di;
o = - [ e+ T [ G2
hK 1 K K hK R hK K 1
o= 5 1r<<m1 ro)t §>wi(£>d5= o LG
si = sfidi(=1) + (1)

— Interpolation linéaire
Si on utilise des fonctions d’interpolation linéaires, on remarque que les coeflicients de la
matrice élémentaire sont tres faciles a calculer puisque l'intégrant est alors un polynome
de degré maximum 2. On peut les évaluer analytiquement en notant toutefois au passage
qu'une quadrature de Gauss-Legendre & 2 points donnerait le méme résultat. On obtient

ainsi :
hEpK 12 1 gk 1 -1
K _
A —6[1 2]+h1<[1 1} (5.14)

Quant au membre de droite, 'intégrant est linéaire et une formule de Gauss-Legendre a 1
point suffirait. On a :

hKK K
FK+SK—2T[H+{§}§} (5.15)
12

— Interpolation quadratique
Si on utilise des fonctions d’interpolation quadratiques, les coefficients de la matrice élémen-
taire résultent en des intégrants de degré maximum 4. On peut encore les évaluer analyti-
quement mais une quadrature de Gauss-Legendre a 3 points donnerait le méme résultat. On
obtient ainsi :

thK 4 -1 2 qK 7 1 -8
3 2 2 16| 3 -8 -8 16
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En ce qui concerne le membre de droite, I'intégrant est quadratique et une formule de Gauss-
Legendre a 2 points suffirait. On a :

1 K

hE K 511
FELgh =20 11| 4+ sK (5.17)
4 0

Ces systemes élémentaires reviennent fréquemment dans les exemples et les exercices de telle sorte
qu’on y référera aux moments opportuns. Il importe cependant de bien comprendre comment on
les obtient. Notons enfin que dans le cas ou les fonctions p(z), ¢(x) et 7(z) ne sont plus constantes
par élément, les équations 5.14 a 5.17 ne sont plus valides.

5.1.7 Assemblage

L’étape de I'assemblage consiste a prendre en compte les contributions de tous les systemes
élémentaires pour construire un systéme linéaire global que I’on devra résoudre tout comme on ’a
fait pour la méthode de Ritz. La clé de ’assemblage est le tableau d’adressage des degrés de liberté
adres qui permet de passer du systéme élémentaire local (sur un élément K) au systéme global
(sur tout le domaine 2) en fonction de la numérotation des degrés de liberté. Avant de procéder a
I’assemblage comme tel, nous établissons le lien entre la méthode de Ritz et celle des éléments finis
en montrant comment cette méthode permet une construction automatique des fonctions de Ritz.

Construction des fonctions de Ritz

On associe une fonction de Ritz a chaque degré de liberté du domaine. C’est donc le tableau
adres qui permet de construire les fonctions de Ritz sur tout le domaine €). Pour ce faire, regardons
ce qui se produit pour chacun des nddl degrés de liberté du domaine. Deux situations peuvent
survenir suivant que le degré de liberté est commun ou non a plusieurs éléments.

La situation la plus simple est celle ou le degré de liberté i étudié (0 < i < nddl) n’appartient
qu’a un seul élément K. Le numéro ¢ n’apparait donc qu’une seule fois dans le tableau d’adressage
a la ligne K (K désigne a la fois I’élément lui-méme et son numéro). Le tableau adres nous indique
a quel degré de liberté de I’élément K. Supposons donc que ce i*™° degré de liberté du domaine
soit le k**m° degré de liberté (1 < k < nkf) de I'élément K c.-a-d.

adres(K, k) =i

Sur K, ce degré de liberté est associé a une fonction d’interpolation @ZJ? (). Cette fonction
d’interpolation n’est définie que dans 1’élément K et peut étre prolongée par 0 a l'extérieur de
K. La fonction ainsi obtenue est la fonction de Ritz associée & ce degré de liberté qui correspond
globalement a la ¢ fonction de Ritz du domaine. Notons immédiatement que le support de cette
fonction de Ritz se réduit au seul élément K et on a :

VE(z) si 2 € K
¢i(x) =
0 ailleurs

Supposons maintenant que le 7™ degré de liberté (pour un certain j compris entre 1 et nddl)
du domaine soit commun a 2 éléments. Un degré de liberté peut étre commun a plus de 2 éléments
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et le raisonnement qui suit se généralise facilement. La fonction de Ritz associée est constituée de
2 parties. Notons K7 et Ko les 2 éléments en question. Le numéro j apparait donc uniquement
aux lignes K et Ko du tableau d’adressage. Sur le premier élément, le degré de liberté j peut
correspondre au k™ degré de liberté de I’élément K et au k5™ degré de liberté de I’élément Ko
(1 <ky ko < nff) On a donc adres(K1, k1) = adres(Ka, ko) = j. La fonction de Ritz associée sera
donc définie par :

,ﬁ?(m) si x e Ky

¢j(z) = w,ﬁ?(x) si z € Ko
0 ailleurs

Notons en terminant que le support de cette fonction de Ritz se réduit aux 2 éléments Ky et Ko.

Exemple 5.5. Considérons un maillage de 3 éléments tel qu’illustré a la figure 5.9. Nous suppose-

rons de plus que les fonctions d’interpolation sont linéaires et qu’il n’y a qu’un seul degré de liberté

par neeud de calcul (nf = nf]( = né( = 2). Pour simplifier la présentation, nous supposerons que :
numer(j)=j j=1,2,3,---nddl

de sorte que les tableaux connec et adres coincident, ce qui revient a dire qu’aucune variable
essentielle n’est imposée. Il en résulte le tableau d’adressage :

Numéros des ddls
Tableau adres

Elément || Ddl #1 | Ddl #2
1 1 2
2 2 3
3 3 4

Il y a donc au total 4 degrés de liberté (nddl = 4) et la figure 5.9 présente les 4 fonctions de Ritz
qui y sont associées. Les fonctions ¢;(x) et ¢4(x) ne sont non nulles que respectivement sur les
éléments K et K3. Partout ailleurs, elles sont nulles. On remarque de plus que ces numéros (1 et
4) n’apparaissent respectivement dans le tableau d’adressage qu’aux lignes 1 et 3 respectivement,
correspondant aux éléments 1 et 3. Puisque adres(1,1) =1 et adres(3,2) =4, on a :

Ki(z) si ze K
¢1(x) =

0 ailleurs

et :
5% (x) st x € K3
Pa(x) =

0 ailleurs
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Figure 5.9 — Fonctions de Ritz linéaires par élément

Chapitre 5
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Par contre, la fonction ¢o(x) est a cheval sur les éléments 1 et 2. On remarque alors que adres(1,2) =
adres(2,1) = 2. On a dans ce cas :

Ki(z) si ze K
po(z) = K2(2) si x € Ky

0 ailleurs

De méme, puisque adres(2,2) = adres(3,1) =3
22(z) si z e Ky
p3(x) = Ks(z) si x € K3

0 ailleurs

¢

Exemple 5.6. Sur le méme maillage de 3 éléments de la figure 5.9 et en faisant les mémes hy-
potheéses concernant la numérotation des degrés de liberté, on considere cette fois des fonctions
d’interpolation quadratiques (nf = nff = 3, nf = 2). Ici encore, on a numéroté les degrés de
liberté du domaine tout simplement de gauche a droite. Les tableaux de connectivité connec et
adres sont alors les mémes :

Numéros des ddls
Tableau adres

Elément || DAl #1 | DAl #2 | Ddl #3
1 1 3 2
2 3 5 4
3 5 7 6

Il y a donc au total 7 degrés de liberté (nddl = 7) et la figure 5.10 présente les 7 fonctions de
Ritz qui y sont associées. On remarque que ces fonctions sont maintenant quadratiques (au lieu
de linéaires) sur les éléments qui constituent leur support. Partout ailleurs, elles sont nulles. Par
exemple, puisque adres(1,3) =2, on a :

M(z) si e K
¢a(x) =

0 ailleurs
et puisque adres(2,2) = adres(3,1) =5 :

$2(2) si e Ko
¢5(z) = Ks(z) si ze K3

0 ailleurs
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Figure 5.10 — Fonctions de Ritz quadratiques par élément
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Il en va de maniere similaire pour les autres fonctions de Ritz. ¢

Remarque 5.7. Notons enfin, et cela est fondamental, que le support des fonctions de Ritz se
réduit a tres peu d’éléments. Ainsi, pour obtenir les coefficients du systeéme linéaire global de la
méthode de Ritz a(¢;, ¢;), il n’est pas nécessaire d’intégrer sur tout le domaine puisque le support
des fonctions ¢;(x) est tres réduit. De plus, I'intersection des supports des fonctions ¢;(x) et ¢;(x)
est parfois nul ce qui entraine que a(¢;, ¢;) = 0. L’intégration ne porte donc que sur l'intersection
des supports des fonctions ¢;(x) et ¢;(z). Il en résulte une structure matricielle tres particuliere
pour le systéme linéaire global. On parle alors de matrice creuse signifiant ainsi que la matrice
obtenue contient une part importante de zéros. On profitera éventuellement de cette structure pour
diminuer ’espace-mémoire requis en ne conservant que les termes non nuls. Nous reviendrons sur
cette question un peu plus loin. <«

Mais comment s’y retrouver pour éviter des calculs inutiles 7 C’est encore le tableau d’adressage
qui nous guide. Il suffit en effet de calculer les systemes élémentaires sur chaque élément et le tableau
d’adressage nous indique a quel endroit apporter cette contribution dans le systeme global.

Construction du systéme global

A partir des systémes élémentaires sur chaque élément K, on construit un systéme d’équations
linéaires global qui tient compte des contributions de chaque degré de liberté de chaque élément.
La matrice globale sera notée A (et ses coefficients a;;). Rappelons que le vecteur global des degrés
de liberté est noté U (et ses coefficients u;). Le terme de droite sera encore constitué de 2 parties
F et S (de coefficients respectifs f; et s;). Pour saisir comment s’y prendre, il suffit de remarquer
que pour notre probleme type :

L . .
ay = aloi(o).ie) = [ (pe)6s(0)onta) + a() T2 ) da
nel dd)] d(bl

> [ (@@l ol o) | G| )
Comme nous 'avons déja souligné, la derniére somme ne porte que sur les éléments faisant partie
du support a la fois de la fonction ¢;(x) et de la fonction ¢;(x). Sur le plan pratique, cela signifie
que les numéros i et j apparaissent tous les deux a la ligne du tableau adres correspondant a ces
éléments. Soit donc K* I'un de ces éléments. Les degrés de liberté ¢ et j apparaissent forcément
dans le vecteur d’adressage de cet élément (la K*¢ ligne du tableau adres). On aura par exemple
que adres(K*, ki) = i et adres(K*, ks) = j ot ki et ko sont des nombres compris entre 1 et nif.

On a alors : J J
AR
K*

/K* (P(ZL‘) ¢ ()| jer Gi(2)| e + q(2) 2
* N duE* "
- /K* (P(a:)%% )y, (z) +q(:c)7§:’;2‘wkl> da

Kdl'

dx

_ K*
= O ks
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On ajoute ce dernier coefficient au terme a;; du systeme global et on fera de méme pour tous les
éléments dont le vecteur d’adressage contient a la fois les numéros ¢ et j. On constate donc que
chaque coefficient de la matrice élémentaire apporte une contribution au systéme linéaire global et
qu’il suffit de sommer les contributions de chaque systéeme élémentaire.

Assemblage des matrices élémentaires

En pratique, la procédure d’assemblage requiert de suivre le chemin inverse de celui que nous
venons de décrire et de partir du systeme élémentaire sur chaque élément K :

Aol = FF 4 5%

ou plus explicitement :

K
a a a K
11 12 1K 0, f1 K
K K 5i N
a1 G2 Qoni u2 3 ST
= . +
: P i
K K K Oy fric 0
anffl ané{2 anffng( g "d

Considérons 1’élément aé{l k, de ce systeme élémentaire. Le tableau d’adressage nous indique par
exemple que adres(K, ki) =i et que adres(K,ks) = j. On a alors :

dE gk
o = [, (koo - an M)

= [ (b0 6@ s+ ate) 52| | )

et que cette contribution doit étre ajoutée au coefficient a;; du systeme global.

de;

KdCC

Ady =F+ S

De méme, on ajoute les coefficients locaux f,ff et si(l aux coefficients globaux f; et s;.
De toute la discussion qui précede, on conclut que ’on construit la matrice A et les vecteurs F’
et S de la maniére suivante, qui constitue ’assemblage :
— Initialisation & 0 de la matrice A et des vecteurs F et S;
— Pour chaque élément K ;
— Pour chaque degré de liberté k1 =1,2,--- ,nff;
— Numéro de la ligne : i = adres(K kl)
o f i f 7 + f k1
— 8§ — S8; + sfl
— Pour chaque degré de liberté ko = 1,2, - ,né(;
— Numéro de la colonne : j = adres(K, k2)
— ;5 < a5 + aﬁb
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— Fin de la boucle sur les colonnes
— Fin de la boucle sur les lignes
— Fin de la boucle sur les éléments

Remarque 5.8. Il est concevable de construire des tableaux d’adressage différents pour les lignes
et les colonnes d’une matrice. On rencontre cette situation notamment dans les problemes ayant
plusieurs inconnues. On peut ainsi assembler des matrices rectangulaires si nécessaire. <«

Exemple 5.9. Considérons une fois encore le maillage trés simple de 3 éléments quadratiques de
la figure 5.3. On trouve le tableau d’adressage a la page 80. Le systéme global sera de dimension 7
sur 7. Pour le construire, on va assembler les 3 systemes élémentaires de dimension 3 de la forme :

K K K K K K
a%(l a%? a%? 0, = fQK + | sih
az; a3z azg 5u3 I3 0

Le vecteur d’adressage du premier élément K est [7,2,1]. Cela signifie que les inconnues élémen-

taires u{ﬁ, uéﬁ et ué(l correspondent aux degrés de liberté ur, us et u; du systéeme global. Le

systeme élémentaire est donc équivalent a :

aly a0 0 0 0 aft 171 6w, 5 0
afl a0 0 0 0 aly Ouy K1 st
0 0 0000 O Ous 0 0
0O 0 000O0 O Sus |=| 0 | +| O
0O 0 0000 O Ous 0 0
0O 0 0000 O Oug 0 0
Ll a® 0 0 0 0 of | L dur | sy

qui n’est qu’une réécriture différente du systeme élémentaire. Une fagon systématique de s’y retrou-
ver consiste a écrire le systeme élémentaire sous la forme :

\ 7 2 1
7 aﬁl aﬁl aﬁl 551 fit 811311
= +
92 CLK 1 (ZK 1 (IK 1 5Ié 1 K3 K
1] asz' azy) ag 5U31 3 0

ou on a simplement ajouté devant les lignes et au dessus des colonnes le vecteur d’adressage du
premier élément (la premiére ligne du tableau adres). Pour connaitre 'adresse dans le systéme
global d’un coefficient du systéme élémentaire, il suffit de regarder le vecteur d’adressage de la ligne
et/ou de la colonne. Ainsi, le coefficient aff du systeme élémentaire apportera sa contribution au
coefficient ag7 du systeme global. De méme, les coefficient flK1 et sﬁl seront ajoutés aux coefficients
f7 et sy du vecteur des sollicitations global.

Pour le deuxiéme élément dont le vecteur d’adressage est [2,4,3], un raisonnement similaire
nous permet d’écrire :
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qui devient :

OO Oo O o O

0
0
0
K
0
0
0

SO0 O O O
SO O O O

Ko T K

1 511
= Ko + KQ

2 512

30 0
51 [ 07 T o

K

5112 12 5{{12
Sus 2 0
5u4 = 2KQ + S{{QQ
Ous 0 0
6u6 0 0
5U7 1 L 0 ] i 0

Pour le dernier élément, dont le vecteur d’adressage est [4,6,5], on obtient :

OO OO oo 0o

OO O O oo o
OO O O oo o

0 0
0 0
0 0
a{gg ags
a%gf a?;{f
ays Aoy
0 0

OO O O oo o

Le systeme global est alors obtenu en sommant toutes les contributions :

ass
Qo3

L Q13

0

K> K>

2
2
Qo3

— K,

L 1

_ 5u1 - 0 0
Oy 0 0
Ous 0 0
5U4 - 1 ’ + 5{(13
Sus fass 0
5u Ks SKS

6 2 12

| Our | | 0 ] i 0

B -

0 0 a%{li Sy

0 0 ay Suy

0 0 0 Sus
ey a0 Oy
aé{;’ a§(23 0 Ous
a§33 aff 0 g“ﬁ

0 0 affr L%

_ 0 -

K1 Ko
S 817

Ko Ks
S12 811
0

K3
512

Chapitre 5

(5.18)
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Remarque 5.10. Il est évident que seul ce dernier systéme de dimension nddl sur nddl est ex-
plicitement construit. On ne construit pas un tel systeme pour chaque élément pour ensuite les
additionner comme nous l’avons fait. Cela nécessiterait une quantité de mémoire phénoménale et
nous ne 'avons fait que pour illustrer le processus d’assemblage. On additionne les contributions
de chaque systeme élémentaire directement dans le systéeme 5.18 a I'adresse fournie par le vecteur
d’adressage de chaque élément. <«

5.1.8 Imposition des conditions aux limites

On impose les conditions en deux étapes suivant que l'on traite les conditions essentielles (va-
riables primaires) ou les conditions naturelles (variables secondaires). Une fois le systéme global
assemblé, il prend la forme suivante :

(G 2) (D)-(5)-(5)  om
My Mas 6§ )\ FY ST '
La partition de la matrice A suit directement celle du vecteur global des degrés de liberté U. On
note au passage que les matrices My et Moo sont carrées et que les matrices Mo et Msy sont
généralement rectangulaires. Si la forme bilinéaire du probléme est symétrique, on a M{, = Mo;.

Il y a en fait deux vecteurs inconnus dans ce systeme : 66 et S!. Le premier correspond aux
variables primaires du probleme qui ne sont pas imposées par des conditions de Dirichlet. Le second
(ST) correspond aux variables secondaires associées aux noeuds de la frontiére ot les conditions de
Dirichlet sont imposées. Rappelons que 1a ol on connait la variable primaire, on ne connait pas la
variable secondaire et vice versa. Le vecteur S est connu aussi sous le nom de vecteur des réactions
nodales.

Il ne reste plus qu’a résoudre. Il y a plusieurs fagons de procéder et nous en favoriserons une
qui a le mérite d’étre simple et assez générale. Nous reviendrons sur ce point pour les problémes
en grandes déformations.

La formulation précédente, dite en corrections, présuppose que nous avons relevé les condi-
tions aux limites essentielles (conditions de Dirichlet) a ’aide d’'une fonction uy(z). La fonction
ug(x) peut étre vue comme une premiere approximation de la solution u(z). Ce point de vue sera
particulierement utile dans les problémes non linéaires du chapitre 8. On a donc :

du(2) = u(z) — ug(z)

et si la fonction u, satisfait les bonnes conditions aux limites essentielles, on voit immédiatement
que d,, s’annulera partout ou de telles conditions sont imposées et par conséquent, le vecteur (55 sera
nul. Dans notre probléme type 5.1, il n’y a qu’un nceud ol I'on impose des conditions de Dirichlet
(en z =0, u(0) = ¢). Si uyg(0) = ¢, on constate que ¢,(0) = 0. Nous verrons a la remarque 5.11 que
ce n’est pas obligatoire de procéder ainsi.

Supposons donc pour le moment que le relevement u, satisfait les conditions essentielles exactes
et donc que le vecteur 55 s’annule. Il ne reste qu’a analyser le terme de droite composé de 2 parties.
Le vecteur F' est entierement déterminé et ne pose aucun probléme. Par contre, le vecteur S
contenant la contribution des variables secondaires est lui aussi décomposé en 2 parties. La ou
la variable essentielle est imposée (et donc connue), nous avons vu que la condition naturelle est
inconnue et vice versa. La situation est donc claire aux 2 extrémités du domaine.
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Il reste a regarder ce qui se passe aux frontieres entre les éléments. Typiquement, si le degré de
liberté ¢« du domaine est attaché a un noeud x a la frontiere entre 2 éléments K_ et K, le vecteur
S contiendra a la ™ ligne une expression de la forme :

K_ K.
Si = S19 + 811
De la définition méme de ces variables, on a :

d7u
dzx

_.du

s; = q(x )@ +)

(7) —q(z™)

(x

ce qui signifie que s; est le saut de la variable naturelle (secondaire) :

~g(a) 2 (@)

au noeud z. Les indices — et + référent aux valeurs a gauche (prise dans I’élément K_) et a droite
(prise dans I’élément K ) de la variable en . Or si ce saut était différent de 0, le terme de droite de
I’équation différentielle 5.1 ferait apparaitre une distribution de Dirac HJd,. On utilise fréquemment
les distributions de Dirac pour modéliser une charge ponctuelle d’intensité H. Si tel est le cas,
c’est au moment de 'imposition des conditions naturelles a ce noeud que ’on prend en compte la
contribution de cette charge ponctuelle et on pose :

K. K
si =815 +s1; =H

Sinon, on pose simplement s; = 0.

5.1.9 Solution du systeme global

Pour la résolution du systeme linéaire, 2 autres étapes sont nécessaires. Tout d’abord, on dé-
termine le vecteur U’ en résolvant le systéme linéaire :

M6 = FE + s¢ (5.20)

qui n’est qu'une réécriture de la premiere équation du systéme 5.19. On remarque que le terme de
droite est entierement connu. Pour cela, on utilise les techniques classiques comme la méthode de
décomposition LU. Remarquons que cette équation n’est rien d’autre que la discrétisation de la
forme variationnelle :

a(0y, w) = l(w) — a(ug, w)

Une fois le vecteur U calculé, on détermine si nécessaire le vecteur ST directement en posant :
ST = My ot — FE (5.21)

et on obtient ainsi les réactions nodales. On remarque enfin que les sous-matrices Mo et Moy ne
jouent aucun role et pourraient tout simplement ne pas étre assemblées.
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Remarque 5.11. On pourrait aussi procéder d’une seule traite en résolvant le systéme suivant :

My My 0 5L PP+ 8¢
My My —1I 5§ | = ES (5.22)
0 -I 0 S —(u — ug)

Ici encore, si uy satisfait les bonnes conditions aux limites essentielles, u —u, s’annule de méme que
le vecteur 55. Le systeme 5.22 est alors totalement équivalent au systeme 5.19. La formulation 5.22
possede un certain nombre d’avantages. D’une part, la matrice globale demeure symétrique si la
matrice du systeme 5.19 I’était. Il s’agit la d’un point important, en particulier si on emploie des
méthodes itératives pour la résolution. Enfin, on obtient automatiquement les réactions nodales.
<4

Exemple 5.12. Nous sommes en mesure de compléter I'exemple illustré a la figure 5.3 qui nous
a mené au systeme linéaire 5.18. Imposons d’abord les conditions aux limites. D’une part, le seul
degré de liberté qui est fixé est le septiéme. A cet endroit, u(0) = ¢, ce qui entraine que u7 = ¢ (et
donc 6,, = 0). On peut donc partitionner le systeme 5.18 sous la forme :

[ a1 aSl 0 0 0 0 |afr 7, -
2 oo K K. be Ouy
1 1 2 2 2 1
(a3 (a9 ‘;an a}g a}g 0 0 |ay Sus
0 asy’ asy asy 0 0 0 Oug
Ko Ko Ko K3 K3 K3
0 a21 a23 (122 ‘]‘; CLH a}g a}(z 0 §U4
3 3 3
O O 0 a/31 agg a/%g 0 6“5
3 3 3
9{ ?{ 0 Ao a3 Qg 9{ B
1 1 1 L J
L Q13 D) 0 0 0 0 |aj; |
B K T - 0 -
Kl K2 K1 KQ
2 +f1 812 +811
5 0
_ K> K3 Ks K3
= | L+ f + | S12 +s1
K3
3
K Ks
9 121
— 2 —_—
i it ] L S11 J

ou nous avons explicité la forme 5.19. On peut des lors visualiser les matrices M;; de méme que les
partitions des vecteurs dy, F et S.
D’autre part, on souhaite imposer une condition naturelle en z = 1 de la forme :

o) 5 (1) = d

ce qui revient & poser 3{23 = d. A Pautre extrémité, la condition naturelle est inconnue et donc sﬁl
I’est aussi. De plus, puisqu’il n’y a aucune charge ponctuelle d’imposée, on a :

Ky Ky _ Ko Kz __
s19 +s117 =812 5110 =0
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On en déduit que :

S* = [s17']
et :
Ouy 0
Ousy 0
I _ 511,3 C _ 0
w=1s.1 5 =10
Ous 0
Oug d
Le relévement des conditions aux limites est :
0
0
0
U9=10
0
0
L C .

On remarque immédiatement que le systeme est bien de la forme 5.19. La matrice Mj; est de
dimension 6 sur 6, la matrice Moo est de dimension 1 sur 1 et les matrices M5 et Mo de dimension
6 par 1 et 1 par 6 respectivement. La résolution est alors immédiate en se servant des relations 5.20
et 5.21, pourvu que ’on donne des valeurs précises a c et d.

Une fois le systeme résolu, la solution est u(x) = ug(x)+3d, () qui sous forme vectorielle devient :

[0 ] [ 0w,y ] [ 0wy ]
0 Ougy Ousy
0 Ous Ousg
U=U%+6y=1|0 |+ 5u4 = 5u4
0 Ous Oug
0 Oug Oug

| ¢ | | 0 | | ¢ |

¢

Remarque 5.13. Dans cet exemple, la matrice M;; possede une structure bien particuliére. On
remarque en effet que les coefficients non nuls sont concentrés le long des diagonales principales.
Lorsque 'on s’éloigne des diagonales principales, les coefficients de la matrice sont nuls et on parle
de matrice bande ou de matrice en ligne de ciel. Cela est dii & la numérotation initiale des degrés
de liberté du domaine (voir la figure 5.3) qui met en relation (via le tableau d’adressage) un degré
de liberté seulement avec les degrés de liberté adjacents. Une numérotation aléatoire des degrés
de liberté aurait pour conséquence l'obtention d’une matrice pleine ou les coefficients non nuls
sont éparpillés dans toute la matrice. Il est important de profiter de cette structure particuliere et
de s’assurer que la numérotation des degrés de liberté minimise 1’éparpillement des coefficients &
I'intérieur de la matrice. Il existe plusieurs facons de faire et nous y reviendrons plus loin puisque
cela prend toute son importance en dimension supérieure a 1. Notons enfin que cette renumérotation
éventuelle n’a d’effets que sur le tableau numer (et par conséquent sur le tableau d’adressage adres)
et que toute la procédure précédemment décrite reste inchangée. <«
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5.1.10 Présentation des résultats

La présentation des résultats est une opération importante mais qui n’a que peu de rapport
avec la méthode des éléments finis en tant que telle. De nombreux logiciels commerciaux existent
et permettent de présenter les résultats de facon claire et précise. La méthode des éléments finis
et les méthodes numériques en général produisent des quantités impressionnantes de données que
I'on souhaite interpréter. Si ce probleme est relativement facile a surmonter en dimension 1, il en
est tout autrement en dimension 2 ou 3.

11 convient toutefois de mentionner comment évaluer la solution calculée (et éventuellement ses
dérivées si nécessaire) dans le but d’en faire un graphique.

— Pour chaque élément K ;

— Lire la ligne K du tableau d’adressage;
— En déduire le vecteur UX des inconnues élémentaires ul ;
— Pour chaque point z oll on veut évaluer v’ ;
22 — (af +23')
hE

K

I duf€ i dib;
_ K K
_Zuj ¥i(€) et ——(2) hK; J

— Fin de la boucle sur les éléments

— Sur I’élément de référence : & =

5.1.11 Exemples et applications

Il est temps de s’attaquer a un exemple complet. Nous reviendrons donc sur les différentes
étapes introduites jusqu’a maintenant et nous effectuerons une résolution compléte.

Exemple 5.14. On considere la déflexion d’un cable de longueur 5m en tension entre 2 points
d’attache tel qu’illustré a la figure 5.11. On exerce ainsi une tension de 400N sur le cable. Le
poids linéaire du céble est de 6 N/m et de plus, on répartit une charge non uniforme de 40z N/m
dans l'intervalle [0,2]. Enfin, en x = 4, une charge ponctuelle de 150 N contribue également a la
déformation du cable. Pour résoudre ce probléme, on doit considérer ’équation différentielle :

2 (1) = 1@)

u(0) =0, u(5) =0

(5.23)

ou T'(x) est la tension dans le cable, u(x) est la déflexion verticale et f(x) est la charge appliquée.
Dans ce cas précis, on applique une charge linéaire sur l'intervalle [0, 2], en plus du poids du cable
ce qui donne :
f(z) = { —(64+40z) pour 0<xz <2
—6 pour 2<x <5

Comme nous 'avons déja souligné, la charge ponctuelle s’interpréte comme le saut de la condition
naturelle (de la variable secondaire) au point x = 4 et sera prise en compte lors de I'imposition des
conditions aux limites. Ce probleme entre dans le cadre du probleme type 5.1 en posant simplement
p(x) =0, g(z) = T'(x) =400 et r(x) = f(x). Notons de plus que puisque les conditions aux limites
essentielles sont homogenes, on peut prendre ug(z) = 0.
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150 N

r(z) = —6 — 402 N/m

1 l lr(x):—ﬁ N/m

2 4

Figure 5.11 — Déflexion verticale d’un cable

— Le maillage
On considére un maillage de 4 éléments et une interpolation quadratique sur chaque élément.
Le maillage est présenté aussi a la figure 5.12 ainsi que les coordonnées et la numérotation
des nceuds. De plus, on s’est assuré de placer le point x = 4, ol se situe la charge ponctuelle,
a la frontiere entre 2 éléments ce qui en facilite la prise en compte. On a donc les tableaux
suivants :

Coordonnées des nceuds
Tableau coor
X1 T2 I3
0,0000 | 0,0000 0,0000
1,0000 | 0,0000 0,0000
2,0000 | 0,0000 0,0000
2,5000 | 0,0000 0,0000
3,0000 | 0,0000 0,0000
3,5000 | 0,0000 0,0000
4,0000 | 0,0000 0,0000
4,5000 | 0,0000 0,0000
5,0000 | 0,0000 0,0000
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4

=0

Figure 5.12 — Maillage pour la déflexion verticale d’un cable

3
L
2

5
@
3

Numéros des noeuds de calcul
Tableau connec
Elément | Noeud #1 | Noeud #2 | Noeud #3
1 1 3 2
2 3 5 4
3 5 7 6
4 7 9 8

La variable essentielle u(x) est imposée en z = 0 et en = 5. On obtient toujours le tableau
de numérotation en 2 étapes. Dans un premier temps, on a évité de numéroter les degrés
de liberté associés aux noeuds 1 et 9 ou des conditions essentielles sont imposées. Dans un
deuxieme temps, on numérote les degrés de liberté fixés :

Numérotation Numeérotation
Tableau numer Tableau numer
Noeud U Noeud Uu

1 ? 1 8

2 1 2 1

3 2 3 2

4 3 |77 4 3

5 4 5 4

6 5 6 5

7 6 7 6

8 7 8 7

9 ? 9 9

Le tableau d’adressage correspondante est alors :

Numéros des ddls
Tableau adres
Elément || Ddl #1 | DAl #2 | Ddl #3
1 8 2 1
2 2 4 3
3 4 6 5
4 6 9 7
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— Le systéme élémentaire
Le systeme élémentaire a pour coefficients :

2 b iy dyy
afy = hK/_lzloodg dfdg
hK 1 K K hK R
o= f<($1 ro)t 5)%(5)%
-1
sK = sldi(=1) + sihhi(1)

Pour la matrice élémentaire, puisque dans ce cas on a p(x) = 0 et g(x) = 400, on peut tirer
profit de I’équation 5.16 pour obtenir :

400 7 1 -8
3t g —8 16
et ce quel que soit I’élément. Par contre, pour le calcul du terme de droite on distingue 2

cas suivant que ’on se place dans le premier élément ou dans les autres.

1. Premier élément
Dans le premier élément z1*' = 0, 25" = 2 et donc h*1 = 2 et on doit, évaluer :

Kq 1 K1 K K1 R
o h2 1f<(x1 +:c22)+h §>wi(5)d§
1 A
= o[ rasod©

_ /1_<6+4o<1+f>>z&i<£>d§

-1
—6
—86
—184

Le vecteur d’adressage de cet élément est [8 2 1] et on trouve ainsi le systéme élémentaire :

On montre alors que :

W =

£ =

8 2 1
S
200 |8 7 1 -8 5721 B I N i
3 2] 1 7 -8 Oyt 3| —86 sk
1] -8 -8 16 [ of 184 0
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2. Les 3 autres éléments

Dans cet exemple précis, les 3 autres éléments sont identiques et vérifient h* = 1. De
plus, puisque r(x) = —6, on peut encore utiliser les relations 5.16 et 5.17 pour obtenir
directement les systémes élémentaires :

7 1 -8 oK -3
Sl I S I I
31 -8 -8 16 552 31 —12

Seul le vecteur d’adressage varie pour ces 3 éléments.

_l’_

— L’assemblage
En se servant du tableau adres, on assemble (en exercice ) la matrice 9 sur 9 suivante :

32 —16 0 0 0 0 0 —16 07
—16 42 —-32 4 0 0 0 2 0
0 —-32 64 —32 0 0 0 0 0
100 0 4 —-32 56 —32 4 0 0 0
— 0 0 0 —-32 64 —32 0 0 0
3 0 0 0 4 -32 5 -32 0 4
0 0 0 0 0 —-32 64 0 —32
—16 2 0 0 0 0 0 14 0
0 0 0 0 0 4 -32 0 28]
et le terme de droite :
[ —184 ] 0
89 s19 + 51
—12
_6 S{%_,'_Sﬁ?,
— —12 | + 0
3 —6 s{%”—&—sﬁ“
—12 0
—6 Sﬁl
. =3 | I S{(;

— Conditions aux limites

1. Conditions essentielles :
Deux degrés de liberté sont fixés par les conditions essentielles soient les degrés de liberté
8 et 9 pour lesquels d,, = 6y = 0.

2. Conditions naturelles :

Au point x = 4, on impose une charge ponctuelle ce qui se traduit par la condition
naturelle :

s 4 sl = 150
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Tous les autres sauts de la variable secondaire sont nuls. De plus, s15' et s15! sont inconnus.

On a maintenant :

0

0

0

S¢ = 0
0

—150

0

— Solution du systéme linéaire
On doit donc résoudre le systeme global :

et ST = [ Z}(l“

F 032 -6 0 0 0 0 0[-=16 077 6,
~16 42 =32 4 0 0 0| 2 0]/ b

0 32 64 —32 0 0 0| 0 0] u

ol 0 4 =32 56 32 4 0| 0 0|0y,
= 0 0 0 -32 64 -32 0| 0 0| du
3 0 0 0 4 -32 56 32| 0 4| 6y
0 0 0 0 0 —32 64| 0 —32 || du

“16 2 0 0 0 0 0] 14 0 0
.0 0 0 0 0 4 -32] 0 2][o0

—15

SO OO OO

4
512

On effectue la résolution de 1’équation 5.20 par une méthode de décomposition LU. La

solution du systeme linéaire réduit de dimension 7 sur 7 donne le vecteur :

0,235 000 000
0,355 000 000
0,367 708 333
6L = — | 0,376666 667
0,381 875000
0,383 333333
0,193 541 666

Le vecteur solution complet (en ajoutant les conditions essentielles) est donc :

U:U9+5U:—

[ 0,235000000 7
0,355 000 000
0,367708 333
0,376 666 667
0,381 875000
0,383 333333
0,193 541 666

0

0

La solution élément par élément est illustrée a la figure 5.13. On remarque que la solution
u(z) est constituée de 4 polyndémes de degré 2 alors que Tu/(z) est constituée de 4 polyndmes

K1
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linéaires (puisque 7" est constant). On remarque enfin que le saut des variables secondaires
en x = 2, x = 3 n’est pas nul alors que celui en x = 4 est pres de 150. Cela démontre que
les conditions aux limites naturelles ne sont imposées que faiblement. Un maillage plus fin
permettrait d’obtenir éventuellement les bonnes valeurs de ces sauts.

On peut enfin récupérer les variables naturelles (les réactions nodales) qui restent en se
servant de la relation 5.21. On obtient alors les réactions :

[ 0,235000000 ]
0,355 000000

Sto= | TR | == T o gy || 0376666667 | — 4| T2 | = | can
512 0,381 875000 ’

0,383333333
0,193 541 666

exprimées en N et qui représentent les forces exercées aux 2 extrémités pour retenir le cable. La
somme de ces 2 forces est de 260 N ce qui est exactement la charge totale exercée sur le cable :

2
6><5+150—|—/ 402 dr = 260N
0

¢

5.2 Equations différentielles d’ordre 4

Dans cette section nous nous intéressons aux équations différentielles d’ordre 4. Fort heureuse-
ment beaucoup de notions introduites a la section précédente restent inchangées et seront réutilisées
avec tres peu de modifications. C’est le cas du passage a I’élément de référence, de 1’évaluation du
systeme élémentaire, de ’assemblage, de 'imposition des conditions aux limites, etc. Seules quelques
variantes propres aux équations différentielles d’ordre 4 sont nécessaires.

5.2.1 Probléeme type

Pour fixer les idées, nous commencerons par la résolution d’un probléme classique d’une équation
différentielle d’ordre 4 de la forme :

2 2’LL
plaut (qmd ) = r(z)

=
u(0) = a, q(O)f;L(O):b (5.24)
Y= (o0 2m)=a
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-0.05 B

021 B

-0.25 B

03 B

-0.35 B

0.4 L 1 L L L I 1 L L

200 T T T T T T T T T

150 | ST

100 | i

‘% 50 - i

du

T(x)

-100 - 1

150 L 1 L L L I 1 L L

Figure 5.13 — Solution numérique : u(z) et T'(x)u'(z)
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Ce type d’équations différentielles est fréquemment rencontré pour les problemes de poutres ou
dans ce cas, u(z) est la déflexion verticale de la poutre au point x. Nous savons d’ores et déja que
ce type de problémes trouve un cadre fonctionnel approprié dans H2(]0, L) et qu’on distingue pour
cette équation différentielle d’ordre 4 deux conditions essentielles (imposition de u(z) et de g—;‘)

et deux conditions naturelles (imposition de % (q(az)%) et de q(m)%) en 'une ou 'autre des 2

extrémités du domaine. Tenant compte des conditions essentielles imposées dans ce probleme, on

pose :

dw
=22y =0}

L’espace V est constitué des fonctions de H2(]0, L]) qui s’annulent 13 ol les conditions essentielles
sont imposées. Dans ce cas, on pose u = d,, +uy4 et la formulation variationnelle (laissée en exercice)
est :

V = {w e H*(0,L[) | w(0)

& trouver 6, € V telle que :

a(by, w) = l(w) — a(ug,w) Yw eV (5.25)
ou : .
@) = [ (p@)du(a)u@) + g@)8 (@) @) da

0

et :
1 dw
l(w) = / r(@)w(z)de — d w(L) + b 22 (0)

0 dx

La méthode de Ritz nécessite la construction d’un systéme linéaire global de la forme :
Ady =F

ou :

aij = a(¢j(x), ¢i(x)) et fi = Ui(x)) — aluy(z), ¢i())
La fonction wugy(z) désigne comme toujours le relevement des conditions aux limites essentielles.

Il reste donc & construire les fonctions de Ritz ¢;(x) dans H?(f2) et qui seront polynémiales par
élément.

5.2.2 Le maillage

Le maillage posseéde les mémes caractéristiques que pour les problemes d’ordre 2. Pour illustrer
notre propos, on choisit comme domaine €2 le segment [0, L] et on considére un maillage uniforme de
3 éléments. On prend seulement les 2 nceuds géométriques comme nceuds de calcul (ng{ =nk =2).
Le tableau de connectivité des noeuds s’écrit dans ce cas :

Numeéros des noeuds de calcul
Tableau connec

Elément || Noeud #1 | Noeud #2
1 1 2
2 2 3
3 3 4
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Rappelons encore ici qu’il y a 2 conditions essentielles pour ce probleme et donc qu’il y a 2
degrés de liberté associés a chaque noeud d’interpolation (nff = 4). Nous continuerons a numéroter
les degrés de liberté ou des conditions essentielles sont imposées en tout dernier. Dans le cas qui
nous intéresse, on impose u au premier nceud et on impose fﬁ au quatrieme nceud. On aurait la

situation suivante :

Numérotation
Tableau numer
Noeud || Ddl #1 (u(z)) | Ddl #2 (%)
1 ? 1
2 2 3
3 4 5
4 6 ?

Remarquons que le degré de liberté associé a la variable essentielle u(x) au premier noeud n’a pas

été numéroté de méme que celui associé a la variable essentielle 3“

7, au noeud # 4 ce qui est fait
dans une deuxiéme étape :

Numérotation
Tableau numer
Noeud || Ddl #1 (u(z)) | Ddl #2 (2%)
1 7 1
2 2 3
3 4 5
4 6 8

On peut maintenant construire le tableau d’adressage :

Numeéros des ddls
Tableau adres
Elément || Ddl #1 | DAl #2 | Ddl #3 | Ddl #4
1 7 1 2 3
2 2 3 4 5
3 4 5 6 8

5.2.3 Formulation variationnelle élémentaire

Cette étape consiste a obtenir une formulation variationnelle sur un élément quelconque K. On

intégre sur un élément K = [2X, 2] plutot que sur le domaine © au complet. On a alors aprés 2

intégrations par parties :

2U 2'11}
/. <p<x>u<w>w<x> ¥ q(xﬁﬁflﬂ)

2udw| 2u 2
= [ @i+ g@ T jﬁc(q@)jﬁ)w( I
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ou encore :

) 2u d?w
/ <p<x>u<x>w<x> + q(x>jx2flm2> s

D) dw dw
= [ rayw@yds + slhw(k) + shwl) + 5550 @) + 55 @)
Ty

ou on a introduit les variables secondaires :

d d?u
K _
S11 = Iz (CZ(x)de)

d d?u
K _ _ 7 i
. S12 = dx <q(x)da:2>

=X ac:xK
1 2
d*u d?u
K K
21 = — <Q(~'E) ) S92 = <Q(~’U) )
dx? dx?
R P ) o=ak

Ces 2 variables secondaires correspondent aux 2 conditions naturelles aux 2 extrémités de 1’élé-
ment. La notation & 2 indices indique que sff est la valeur de la i iéme variable secondaire a la
premiere extrémité de 1’élément tandis que sf est la valeur de la i iéme variable secondaire & la
deuxiéme extrémité de ’élément K. Les signes qui sont affectés aux variables secondaires sont a
priori arbitraires de maniére a ce que les signes soient tous positifs dans la formulation variation-
nelle élémentaire. Mentionnons cependant qu’en dimension 2 ou 3, le signe est déterminé par le
vecteur normal extérieur a la frontiere de 1’élément.
On passe ensuite en formulation de type correction en remplacant u(z) par ug(x) + 6, () :

zf 2 211)
[ <p<x>5u<x>w<x> + q(a:)flf;‘fw) o
565( :1:5{ 2u 2’LU
= /;;;K r(x)w(z)dr — /mK (P(f)ug(l‘)w(m) + q(m)%%) dx

o dv
22d33

i dw

tstpw(ey ) + stiw(er) + s g (@3) + s g (@)

On pose ensuite :

Su(w) =D S8 i (@) et ug(w) =D ugk el (x)
J=1 j=1

et on choisit ensuite successivement w(z) = ¢X(x),i = 1,2,---nX pour obtenir le systéme élémen-
taire :

Aol = FF 4 5%
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ou :

ok ok o, M dK Y a2gK
o= /x (@)l (o) de /I K (p(x) (Zu;,fﬁ(w)) f(w)+q(x)< ug} diﬁ ) ddfé )dﬂf

1 1 Jj=1 I=1
dpk dyt
KKKy | KKKy | K Ky 4 oK K
sit = s1oty (43) +s1iy (21 + 53y d;c (@2) + 521 d:; (1)

5.2.4 Passage a I’élément de référence

Effectuons maintenant le changement de variables dans le systéme élémentaire. Rappelons de
I’équation 5.9 que :

dypX 2 di; d2pK 4 d?); hE
v i v T) = s ¢(§) et dx:7d§

dr (x):h7 dé (), A2 (2) (hK)QTfZ

On obtient alors sur ’élément de référence :
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T T K K
af = /lpCl'+;)+h§>%@wmahdf

-1

o+ 2l rEe\ (d®); 4 d*p; 4\ K
+/ ( P ) (e o) (e o) e
ZU T K
= ( tod +h5>%@wwog

/1 q( a1 +x2) hKf) d21/;j 4>y

ko ol +$2 + hie¢ T ok +a:2) + hKe nd N
i = 2{/3( ) )de / ( ;; F95() | du(€)de
! af "’952 5) + he L w05\ d*;
3/1(1( ) (;ugj d£2]> de2 d§

A A 2 dyy 2 dy
= D ) of e ) ¢ ot 2 D

dg

~

Ce systeme est de dimension né{ sur nff . Pour I’évaluer, il reste a construire des fonctions d’interpo-

lation sur ’élément de référence. Puisque la solution recherchée est dans un sous-espace de H?(2),
Papproximation polynomiale devra étre continue et dérivable au moins une fois (voir le chapitre 2).
Cela nous amene a rappeler les polynémes d’Hermite.

5.2.5 Construction des fonctions d’interpolation

Pour simplifier I’exposé, nous commencerons par le cas ou il y a seulement 2 nceuds de calcul qui
correspondent aux 2 noeuds géométriques (nf = nf = 2). Puisqu’il y a 2 conditions essentielles par
neeud de calcul, on aura 2 degrés de liberté par nceud de calcul et donc 4 fonctions d’interpolation

a construire (nf = 4). Sur un élément, on a donc :

4
=D v (@)
=1
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La valeur des inconnues qu est définie par :
4

WKaf) = Y ufefEr) = Y ufd(-1) = uf
j=1 j=1

duf dw Lok 2 diy K

I (z1) = Z:“ da: = z“J ;7(75(_1) - 2
7j=1 7j=1
4 4 .

ufzg) = Y ufyf ) = D uf(+1) = uff
7j=1 7j=1

du®® - dyp - K 2 @ZA)

%(555() = Zluf—;(xé() = Z 77 1) = szf
]: :

Les fonctions d’interpolation 7,/3({ ) doivent donc vérifier les conditions suivantes :

&1(—1) =1 et 1@‘(—1) = 0 pour i#1
. K N

ddi?(—l) = % et Cg?(—l) = 0 pour i#2

dy(+1) = 1 et i(+1) = 0 pour i#3
K 7).

df; (+1) = % et CZ? (+1) = 0 pour i#4

Ces dernieres propriétés ne sont rien de moins que la définition des polynoémes d’Hermite (voir
par exemple Burden et Faires, réf. [13]). Puisqu’il y a 4 conditions a satisfaire pour chacune des
fonctions d’interpolation, il semble naturel d’utiliser des polynémes de degré 3 et il est alors facile
de montrer que :

h©) = ta-erere b = fa+rere-¢

4 4
R hK R hK
() = TU-A1-8 h©) = T(-1+E)1+9

Ces fonctions sont illustrées & la figure 5.14 dans le cas particulier out A* = 1.
On montre ensuite facilement que :

diy(€) 3 ds(§) 3
U S (s

dio(§) KK dia(§) b

e = g iraaass =t = e (-1-H -3
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0.8

0.6 |-

04

02

-0.2

Figure 5.14 — Fonctions d’interpolation d’Hermite (h* = 1)

tandis que les dérivées secondes s’écrivent :

P (€) 3¢ dPs(§) 3¢
ez 2 ez 2
(€)X dPa(€) _ €
a2 — (71439 e 1 (1+38)

Notons que la définition des fonctions d’interpolation sur I’élément de référence dépend de la
longueur h¥ de I’élément K, ce qui n’était nullement le cas pour les fonctions d’interpolation de
Lagrange. Ceci est dii a la présence de degrés de liberté portant sur la dérivée de u(x). Pour assurer
la continuité de la dérivée a la frontiere entre 2 éléments, il est nécessaire d’ajuster les fonctions
d’interpolation en fonction de la longueur des éléments adjacents & un nceud.

En utilisant ces fonctions d’interpolation, on donne une signification physique précise au vecteur
des degrés de liberté élémentaire et par la suite, au vecteur global des degrés de liberté du domaine.
Ainsi, le vecteur UX correspond aux valeurs de u(x) et de %, les 2 variables essentielles aux noeuds
de calcul c.-a-d.

uft = u(@f)  uf = u(zf)
du du
K K K K
uy = —(x uy = —(x
2 dx( 1) uy da:( 2)
Remarque 5.15. La notation utilisée peut peut-étre porter a confusion. En effet, le degré de liberé

. du .
ull contient la valeur de d—(xff ) et non la valeur de u au noeud correspondant. Nous aurions pu
x
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utiliser une notation différente mais il suffit de se rappeler que uf correspond au deuxieme degré

de liberté de 1’élément K et que son interprétation peut varier suivant le probleme. <«

5.2.6 Evaluation du systéme élémentaire

L’évaluation du systeme élémentaire suit les mémes lignes que pour les problemes d’ordre 2.
On peut toujours choisir entre 'intégration numérique et I'intégration exacte. Si on suppose encore
une fois que les fonctions p(z), ¢(z) et r(x) sont constantes par élément (et uy(z) = 0) , le systeme
élémentaire devient :

4992 7045 1728  —416RK 6  3nf -6 3nK
A PP T04RS 128(RF)? 416RF —96(RK) N 2¢% | 3nKC 2(hE)2 —3nK (RK)?
13440 1728 416nK 4992 —704R% | T (hEK)3 | -6 —3nF 6 —3nK
—416h%  —96(hf)2  —704RK  128(RK)? 3pf (RF)2 —3pK 2(RK)?

(5.26)

Une intégration par une quadrature de Gauss-Legendre nécessiterait au moins 4 points d’inté-
gration car la premiere matrice de ’équation 5.26 requiert l'intégration de polynémes de degré 6.
En ce qui concerne le membre de droite, 'intégrant est cubique et une formule de Gauss-Legendre
a 2 points suffirait. On a :

6 sﬁ

hK K K K
12 6K 5192
—h 85(2

5.2.7 Assemblage

Rien de neuf sous le soleil en ce qui concerne I'assemblage. On utilise encore le tableau d’adres-
sage adres préalablement construit et contenant pour chaque élément les numéros de ses degrés de
liberté. On procede exactement comme a la section 5.1.7 pour assembler.

5.2.8 Imposition des conditions aux limites

L’imposition des conditions aux limites se fait toujours en 2 étapes. Premiérement les degrés
de liberté imposés par les conditions essentielles sont regroupés encore ici dans le vecteur UC. On
devra donc calculer le vecteur U,

Puisqu’il y a 2 conditions naturelles, le vecteur S fait intervenir deux types de sauts a la frontiere
de 2 éléments K+ et K. Si on note z le noeud de calcul correspondant a cette frontiére et i et j
les numéros des degrés de liberté associés a ce nceud, le vecteur S contiendra les coefficients :

si = sg‘ + sﬁ* et s = 85(2_ + sff
Les indices — et + réferent aux valeurs a gauche et a droite de la variable en z. Ces expressions
désignent les sauts des 2 variables secondaires au noeud correspondant.

Or si I'un ou 'autre de ces sauts était différent de 0, I’équation différentielle ferait apparaitre
une distribution de Dirac H1d, ou bien une dérivée d’une distribution de Dirac H20,. Si tel est le
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50 kN

24 kN/m

Figure 5.15 — Probleme de la poutre encastrée

cas, c’est au moment de I'imposition des conditions naturelles a ce noceud que 'on prend en compte
la contribution de cette charge ponctuelle et on pose :

K. | K K. | K
si =815 +85,7 = Hi et/ou sj = Syy + Sy = Ho

Sinon, on pose simplement s; = s; = 0.

5.2.9 Solution du systeme global

On procede comme a la section 5.1.9 pour résoudre le systeme.

5.2.10 Exemples et applications

Nous allons considérer une poutre de longueur L m encastrée a 'une de ses extrémités tel
qu’illustrée a la figure 5.15. Ce probléme cadre parfaitement avec notre probleme type. Les variables
essentielles u(x) et u'(x) désignent dans ce cas le déplacement vertical (positif si dirigé vers le haut)
et la pente. Il suffit ensuite de poser p(z) = 0 et ¢(z) = EI, le produit du module de Young F
(en N/m?) et du moment d’inertie I de la poutre (en m?*). Enfin, r(z) est une charge répartie
sur la poutre (la charge est positive si dirigée vers le haut). Les 2 conditions naturelles désignent
respectivement un effort tranchant (cisaillement) :

d d*u d d*u
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et un moment (couple) de flexion :

d?u d’u
M(z) = <q(x)dx2> = (Elclzv2> en N-m
Rappelons que I’équation différentielle s’écrit alors :

d d?
i@ =gz

xQM(x) =r(x) (5.28)
que l'on peut interpréter au sens des distributions. Dans un premier temps, si M (z) posseéde une
discontinuité de premiere espéce au point z, alors la relation 5.28 nous assure que l'on verra appa-
raitre la dérivée de la distribution de Dirac ¢/, puisqu’on doit dériver 2 fois cette discontinuité. Un
couple de flexion en z est donc modélisé par la distribution d,.. Par contre, si la force de cisaillement
F(z) posséde un saut au point z, alors seulement la distribution de Dirac d, apparaitra.

Nous supposerons dans cet exemple que le produit EI est constant et qu'une charge uniforme
r(x) = ro N/m est répartie sur toute la poutre. Enfin, a la deuxiéme extrémité (x = L), on place
une charge ponctuelle de fo N. On remarque qu’on impose les deux variables essentielles u(0) = 0 et
%(O) = 0 a la premiere extrémité traduisant ainsi le fait que la poutre est encastrée a cet endroit.
On choisira donc uy(x) = 0 et nous suivrons encore ici les étapes de résolution déja décrites.

— Le maillage

On prendra pour ce probléme un maillage tres simple de 2 éléments de longueur égale
h = L/2 m et comportant 3 nceuds (nnoeuds = 3). Dans un premier temps, on obtient le
tableau coor :

Coordonnées des nceuds
Tableau coor

X T2 I3
0 0 0
L/2 0 0
L 0 0

de méme que le tableau de connectivité :

Numéros des noecuds de calcul
Tableau connec

Elément || Noeud #1 | Noeud #2
1 1 2
2 2 3

Par la suite, on peut numéroter les degrés de liberté associés a chaque nceud. Pour les
problemes d’ordre 4, il y a 2 degrés de liberté par nceud et on a dans un premier temps :
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Numérotation
Tableau numer

Noeud || Ddl #1 (u(z)) | DAl #2 (%)
1 ? ?
2 1 2
3 3 4

123

puisque les 2 degrés de liberté associés au premier noeud sont fixés par les conditions essen-
tielles. Un deuxieme passage nous donne maintenant :

Numérotation
Tableau numer
Noeud || Ddl #1 (u(z)) | Ddl #2 (%)
1 5 6
2 1 2
3 3 4

On peut maintenant construire le tableau d’adressage :

Numéros des ddls
Tableau adres
Elément || Ddl #1 | Ddl #2 | Ddl #3 | Ddl #4
1 ) 6 1 2
2 1 2 3 4
Rappelons que pour un élément K quelconque :
adres(K, 1) = numer(connec(K,1),1)
adres(K,2) = numer(connec(K,1),2)
adres(K,3) = numer(connec(K,2),1)
adres(K,4) = numer(connec(K, 2),2)

adres(1,1) = numer(connec(1,1),1) =5
adres(1,2) = numer(connec(1,1),2) = 6
adres(1,3) = numer(connec(1,2),1) =1
adres(1,4) = numer(connec(1,2),2) =2
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— Le systéme élémentaire
Les propriétés étant constantes dans tout le domaine, on utilise avantageusement les équa-
tions 5.26 et 5.27 pour obtenir immédiatement le systeme élémentaire :

6  3nK -6 3nK 6 sk

S I T S (0 S IOl Rl I
h -6 - - 12 s
K)3 6 —3nK 6 —3hK 6 K
3pf (RE2 3K 2(RK)? —hK sk

ot W = L/2, ¢ = EI, et & =r.

— L’assemblage
Si on pose maintenant L = 2 (b = 1), EI = ¢X = 5000 kN m?, rg = r¥ = —24 kN/m
et fo = —5H0 kN, les systemes élémentaires sur les 2 éléments sont les mémes. Le tableau

d’adressage nous permet d’écrire pour le premier élément :

|5 6 1 2
5/ 6 3 —6 3 sk —12 =
10000 6| 3 2 -3 1 ||k [=| —2|+]|sh
1/-6 -3 6 -3 || s 12 sk
2| 3 1 -3 2]| sk 2 K
4 22
tandis que sur le deuxieme élément, on a :
| 1 2 3 4
1] 6 3 —6 3 5Kz —12 s172
100002 3 2 -3 1||af|=| —2|4]|sb
3/-6 -3 6 -3 || s> _12 sk
4] 3 1 -3 2] sk 2 N
4 22

Le vecteur d’adressage du premier élément K est [5,6, 1,2]. Cela signifie que les inconnues

élémentaires uZKl correspondent aux degrés de liberté us, ug, u; et ug du systéme global qui
est de dimension 6 sur 6 dans ce cas. Le systéeme élémentaire est donc équivalent a :

6 -3 00 -6 —377 du, 127 [ sy
-3 200 3 1]] 6u 2 So
0 000 0 0||éy]| | O 0
00001 9 000 0o ofld|~| ofT] o
6 300 6 3|/ b 12 e
3 100 3 2|6 9 o
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tandis que sur le deuxiéme élément on a :

6 3 6 30 07/ du 127 [ s
3 2 -3 1.0 0] du —2 Sh2
—6 =3 6 =3 0 0 || du | | —12 e
100000 5 1 3 2 00|]a, || 2|7|.
0 0 0 00 0]/ dy 0 o
0 0 0 00 0]/ dy 0 0|
Si on additionne les contributions, on obtient le systeme global :
ke
12 0 =6 3[—6 —37dy —24 Syt
0 4 -3 1| 3 1]] 8, 0 Sp1” + 859’
—6 -3 6 —3| 0 0| du | | —12 i
00001 3 1 3 2] 0 0|6 |T| 2|7 o
—6 3 0 0| 6 3 || 0us —12 T
-3 1 0 0| 3 2]/ 6y -2 K
L So1 i

— Les conditions aux limites
Deux conditions essentielles sont imposées : d,, = d,, = 0. Par contre, un cisaillement est
imposé au nceud 3. Cela signifie que :

Ko _
et puisqu’aucun couple de flexion n’est imposé, on a :
sh2 =0
De plus, puisqu’aucun cisaillement ni couple de flexion n’est imposé au noeud 2, on a :
K. K K K
8112 + 8121 — 0 et 8212 + 8221 — 0

— Résolution du systéme linéaire
Apres simplification, il reste le systeme linéaire :

12 0 -6 377 0w 24 0
0 4 -3 1||louw]| | o 0
100001 ¢ 3 6 _3 || 6us | = | -12|F| =50
3 1 -3 92| uy 9 0

En résolvant ce systéme et en ajoutant les conditions essentielles (U9 = 0) qui étaient imposées, on
obtient la solution complete :

Suy —1,173333 x 1072
Sus —2,060000 x 102
dus | | —3,626667 x 1072
dug | | —2,640000 x 1072
(511,5 0

5u6 0
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Figure 5.16 — Déformation de la poutre encastrée

Puisque ug(x) = 0, on a u(x)

permet d’écrire la solution :

4
uFi@) = Y u (@) = usgr (@) + udy ! (2) s (@) + usty (2)
j=1

= 1072 (1173333047 (2) + 2,060 0006 (@) )

De méme sur le deuxiéme élément, on trouve :

4
uf2 () = 3w (@) = wiy? (z) 4+ ugthy  (w) + usthy * (x) + sty (@)
j=1

Chapitre 5

du(x) et dans le premier élément, le tableau d’adressage nous

= —1072(1,173333¢{* () + 2,060 000052 () + 3,626 667444 () + 2,640,000¢f (=) )

Il ne reste qu’a récupérer les variables secondaires & la premiére extrémité de la poutre qui

rappelons-le, n’étaient pas imposées. On a :

sk —
l § ] :10000[_

Sa1

— W
o O
o O
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Ce probleme posséde une solution analytique dans le cas plus général ou on impose également un
couple de flexion My a 'extrémité droite de la poutre :

w@) = (Froat = Lo+ roL)a® + H(Mo+ foL + yroL?)a?) /BI
W(@) = (&rox® = 3(fo+roL)a? + (Mo + foL + yroL?)z) /EI
El/(z) = (lr 2 1.0L2
= 5370 (fO + ToL)J:‘ + (M() + foL + 27“0L )

El"(z) = rox— (fo+roL)

Il suffit de prendre My = 0 dans le cas qui nous intéresse. On présente les solutions analytiques et
numériques a la figure 5.16.
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5.3

1.

Chapitre 5

Exercices

Dans le cas quadratique, on peut utiliser une base dite hiérarchique pour interpoler. On pose
alors en vertu de 1’équation 5.4 :

u(e) e (@) = 3 K ()
j=1

ol sur I'élément de référence, on pose ¥ (€) = (1—£€)/2, (&) = (1+8)/2 et P3(&) = (1—£2)
c.-a-d. des fonctions linéaires sur les noeuds géométriques et une fonction quadratique au

noeud milieu. Interpréter les qu en fonction des valeurs aux noeuds de calcul uf€ (zf).

. Faire ’assemblage de la matrice et du systeme global de la page 109 en utilisant directement

les systemes élémentaires calculés.
Obtenir les fonctions d’interpolation d’Hermite de la page 118.
En vous servant des données de 1’exemple 5.14 :

a) Calculer :
duf duf1
—o= —400 0
dx =0 dx (0)
en utilisant le passage a I’élément de référence et comparer avec la valeur de la réaction
nodale sﬁl = 103,67 que nous avions obtenue. Commenter sur le fait que ces deux
quantités sont des approximations de —T(x)fl—; |o—0 dont la valeur exacte est 104.

—T(x)

b) Si on remplace les conditions aux limites actuelles (u(0) = u(5) = 0) de ce probleme par
u(0) = 2 et u(5) = —3, donner l'expression de la fonction de relevement des conditions
aux limites (ug) qui sera implicitement construite par notre méthode d’éléments finis.
Dessiner-cette fonction sur le maillage de I’exemple 5.14.

. La formulation variationnelle d’'une équation différentielle fait intervenir un terme de la

forme :
K

z du
/w; CQ%(m)w(az)dw

ou c¢o est une constante. Si on utilise des éléments linéaires, la matrice élémentaire associée
a ce terme est de dimension 2 par 2. Evaluer la matrice élémentaire. On passera bien sir
par I’élément de référence.

. Soit le probléeme suivant :

—i <$3du> +2?u = !
dz dx oz +1
u(0) = -1
u(1) = 3

On considérera un maillage uniforme de 3 éléments de lintervalle |0, 1] et on utilisera une
approximation cubique dans chaque élément.
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Déterminer la fonction d’interpolation 3 dans ’élément de référence.
Dessiner le relevement des conditions aux limites essentielles sur le maillage utilisé;

Déterminer le nombre de points de Gauss minimum afin d’évaluer exactement chaque
terme de la formulation variationnelle ;

Donner la table d’adressage correspondant au maillage utilisé ;

Déterminer, en fonction des matrices élémentaires a8, la valeur de ass et de ajs du

75
systeme global.
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Chapitre 6

Eléments finis multidimensionnels

Notre présentation de la méthode des éléments finis unidimensionnels était suffisamment géné-
rale pour passer facilement au cas multidimensionnel. Bien stir quelques difficultés supplémentaires
se présenteront mais rien de franchement nouveau. Il faudra par exemple accorder une attention
accrue a la numérotation des degrés de liberté pour éviter des matrices exigeant trop d’espace-
mémoire. Il est de plus évident que la taille des probléemes augmentera de maniere significative,
surtout en dimension 3.

6.1 Probleme type
Nous considererons ’équation aux dérivées partielles suivante :

p(x)u(x) — V- (¢(x)Vu) = r(x) dans Q

u(x) = g(x) sur Ty (6.1)
q(m)gz = h(x) sur Iy

On suppose que la fonction p(x) est positive ou nulle et que 0 < ¢; < ¢(x) < g2 sur le domaine .
Nous supposerons de plus que les frontieres I'g et I'; constituent une partition de la frontiere I' du
domaine c.-a-d. To NI’y = 0 et To Uy =T . Il faut de plus spécifier la régularité des conditions
aux limites. Puisqu’il s’agit d’un probléme d’ordre 2, on travaillera dans H'(Q) et I'imposition de
u(x) sera I'unique condition essentielle. Il s’en suit que I’espace fonctionnel approprié est 1’espace
Hllo (€2). On doit donc supposer que g(x) € H 1/ 2(Ty) ce qui nous permettra d’effectuer le relévement
de la condition aux limites essentielle par une fonction uy(z) de H'().

Sous ces conditions, les hypotheses du théoreme de Lax-Milgram sont vérifiées. On obtient de
plus la formulation variationnelle (laissée en exercice) :

# Trouver 6,(x) € Hy (Q) telle que :

a(0u, w) = l(w) — a(ug, w) Yw(z) € Hp (Q)

131
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(8, ) = /Q (p(@)50(@)w(@) + g(€) V6, - Vi) do

l(w) = /Qr(a:)w(cc) dv + . h(z)w(x) ds

Ce probléeme généralise naturellement le probléme 5.1 du chapitre 5.

6.2 Le maillage

Il est de toute évidence plus difficile de concevoir un maillage en dimension 2 ou 3. En effet,
découper un domaine de forme quelconque en sous-domaines de formes géométriques simples n’est
pas une mince tache. Plusieurs techniques de génération de maillage existent avec des avantages et
inconvénients de toutes sortes. Nous ne mentionnerons a ce sujet que le mailleur GMSH disponible
gratuitement a ’adresse :

http://geuz.org/gmsh/

qui produit des maillages de triangles en dimension 2 et de tétraédres en dimension 3.

Dans la majeure partie de ce chapitre, nous nous limiterons a des maillages tres simples compor-
tant peu d’éléments. Les applications de fin de chapitre permettront au lecteur de voir des exemples
concrets et relativement réalistes.

Avant de parler de maillage, il faut décider de la forme géométrique des éléments. En dimension
1, ce choix est facile mais déja en dimension 2, des variantes existent. Il faut choisir une forme
géométrique simple. En dimension 2 nous considererons les triangles et les quadrilateres tandis
qu’en dimension 3 nous nous limiterons aux tétraedres. En fait, la vaste majorité des mailleurs
modernes produisent des triangles en dimension 2 et des tétraedres en dimension 3. Il est en effet
beaucoup plus difficile de décomposer un domaine en quadrilateéres (en dimension 2) et en hexaedres
(en dimension 3).

La forme géométrique des éléments étant choisie, on suppose que nous avons un maillage com-
portant nel éléments tel qu’illustré a la figure 6.11.

6.2.1 Les nceuds

Sur chaque élément K, on définit nff neuds géométriques. Trés souvent, les noeuds géométriques
correspondent aux sommets du triangle, du quadrilatere ou du tétraedre. Le choix des nceuds
géométriques déterminera la transformation a I’élément de référence.

Comme en dimension 1, on introduit également les neuds de calcul ou on évaluera les valeurs
des variables essentielles du probléme. On supposera ici encore, bien que ce ne soit pas absolument
nécessaire, que les nceuds de calcul comprennent les nceuds géométriques. Le nombre total de nceuds
de 'élément K est noté nkX.

On place les coordonnées de tous les nceuds (géométriques et/ou de calcul) du maillage dans le
tableau coor de dimension nnoeuds multipliée par la dimension d’espace d (d = 2 ou d). Enfin, le
tableau de connectivité des nceuds connec contient, pour chaque élément K les numéros de ses nf
nceuds de calcul (en plagant les nceuds géométriques en premier).
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6.2.2 Les degrés de liberté

On associe & chaque noeud de calcul un certain nombre de degrés de liberté (au total nff
sur chaque élément), dépendant du nombre de variables essentielles du probléme. Ici encore, on
numeérotera en dernier les degrés de liberté qui sont imposés par les conditions aux limites essentielles
du probleme donné. On a donc la partition :

Ul UI
U2
U = . =
’ C
Unddl u

ou nddl désigne le nombre total de degrés de liberté du maillage.

Rappelons qu’on associe a chaque degré de liberté une fonction de Ritz qui sera construite
élément par élément. La méthode de Ritz-Galerkin nous ménera a la résolution d’un systéme linéaire
global de la forme :

Ay =F+ S (6.2)

suivant une notation similaire a celle des éléments unidimensionnels (voir la relation 5.19).

6.2.3 Numérotation des degrés de liberté

S’il est relativement simple de numéroter les degrés de liberté en dimension 1, il faut étre beau-
coup plus prudent en dimension supérieure. En effet, cette numérotation a une influence majeure
sur la structure de la matrice globale qui sera assemblée. Nous avons vu que les matrices engendrées
par la méthode des éléments finis sont creuses c.-a-d. contiennent une part importante de zéros.
Cette structure dépend directement du tableau adres qui détermine si un degré de liberté i est
connecté ou non a un autre degré de liberté j. Si tel est le cas, le coefficient a;; de la matrice
globale sera non nul. Sinon, on a tout simplement a;; = 0. Pour que 2 degrés de liberté soient
connectés, il faut et il suffit qu’ils apparaissent tous deux dans une méme ligne du tableau adres.
C’est une autre fagon de dire que les supports des fonctions de Ritz associées a ces degrés de liberté
s’intersectent.

Introduisons immédiatement un peu de terminologie. On définit la largeur de bande de la ligne
i du systeme 6.2 par la relation :

i szz‘Illcgfséo(j i+
Il s’agit tout simplement de la distance entre la diagonale de la matrice et le dernier terme non nul
de la ligne 7. En d’autre termes, a;; = 0 pour j > ¢ + ;. De méme, la largeur de bande mazimale
Imaz est la plus grande valeur des [; c.-a-d. :

lmaz = maxl;
i

Il est important de concentrer les termes non nuls de la matrice au voisinage de la diagonale
principale de facon a diminuer ’espace-mémoire requis. Cela revient a minimiser les largeurs de
bande. On obtient ainsi une matrice dite matrice bande ou plus précisément une matrice dite en ligne
de ciel. Cela est particulierement important si on utilise une décomposition LU pour la résolution
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du systeme linéaire global. En effet, cette méthode préserve la structure bande de la matrice de sorte
que ’on peut stocker la décomposition LU sans augmenter la mémoire nécessaire. Sur chaque ligne
du systeme, les termes au dela d’une distance [; de la diagonale sont nuls et resteront nuls apres la
décomposition LU. Il suffit pour s’en convaincre de regarder I'algorithme de la décomposition LU
(voir Fortin, réf.[25]) :

i—1
i1 ag — Y Ligtg;
k=1
lij = aij — Z likukj et uij = ]
k=1 i

En pratique, on donne une numérotation quelconque des degrés de liberté dans le tableau
numer. Par la suite, on passe les tableaux numer et connec a un programme d’optimisation qui
renumérotera les degrés de liberté (en modifiant le tableau numer) et créera le tableau adres suivant
un certain critere d’optimisation. On voudra par exemple minimiser la largeur de bande maximale
l;maz de la matrice ou encore minimiser :

ol
i

qui est une indication de ’espace-mémoire nécessaire. Différents algorithmes de numérotation des
degrés de liberté existent et nous ne mentionnerons que celui de Cuthill-McKee [32].

Pour illustrer ce point, on présente a la figure 6.1 un exemple typique de matrice creuse (de
dimension 60 par 60) semblables & celles obtenues par éléments finis. On indique seulement les
termes non nuls par un point. Si on renumérote les degrés de liberté a 'aide de l'algorithme de
Cuthill-McKee, on obtient la deuxieme matrice de la figure 6.1. On remarque aisément la diminution
de la largeur de bande entre les deux matrices illustrées. Ainsi, entre les deux numérotations (entre
les deux vecteurs numer), la largeur de bande maximale l,,,4, est passée de 35 a 12. Il en résulte
une économie d’espace-mémoire et généralement une plus grande rapidité de résolution du systeme
linéaire.

6.3 Formulation variationnelle élémentaire

La formulation variationnelle élémentaire s’obtient & partir de I’équation aux dérivées partielles
de départ mais en intégrant cette fois sur un élément K. On obtient ainsi a I’aide de la relation A.5 :

/ (p(x)u(x)w(x) + ¢(x)Vu - Vw) dv = / r(x)w(x) dv + sK(x)w(x) ds
K K OK

On a ainsi introduit la variable secondaire :
ou
K
x)=q(x)—
(2) = g() 5 5
ot n’ est le vecteur normal extérieur a la frontiere 0K de K. La variable s (x) est la condition
naturelle de ce probleme. On passe maintenant en correction :

| p@pu(@e@) + a(@) Vo, V) do

= /K r(x)w(x) dv — /K (p(x)ug(x)w(x) + ¢(x)Vuy - Vw) dv + - s5 (x)w(x) ds
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Figure 6.1 — Structure de la matrice avant et apres renumérotation

On applique la méthode de Ritz sur chaque élément K en posant :

nf nf
su(@)ie = 05 (@) = 3 6K 0 (@) et ulS(2) = > ul vl (a)
j=1 =1

135

(6.3)

Remplagant dans la formulation variationnelle et en prenant successivement w(z) = X (x), pour

1 allant de 1 jusqu’a né{ . On obtient ainsi le systeme :

ARGl = FF 4 5%

aj; = /K (p(w)wf‘ () () + q(z) Vi (z) - Vi (:13)) dv
it = /K (@)Y () dv — /K (p(m)uf (@) (:I:)—i—q(m)vué((w).vwlf((m)) dv
et :
sK = [ K (@)K (@) ds
0K

6.4 Passage a I’élément de référence

C’est ici que le choix de la forme de I’élément et le choix des nceuds géométriques prennent
beaucoup d’importance. Tout comme en dimension 1, I’élément de référence K est un élément
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(0,1)

>

(0,0) (1,0) ¢

Figure 6.2 — Elément de référence triangulaire a 3 nceuds (n = 3)

(0,0) (1.0) (LO) ¢

Figure 6.3 — Elément de référence triangulaire & 6 nceuds (nff =6)

sur lequel on effectue tous les calculs nécessaires a ’obtention du systeme élémentaire. Ceci n’est
possible qu’aprés un changement de variables. Contrairement au cas unidimensionnel, plusieurs
choix d’éléments de référence sont envisageables et certains sont illustrés aux figures 6.2 a 6.6. Il
reste a déterminer la transformation de I’élément réel a I’élément de référence que nous appellerons
encore ici la transformation géométrique.

Pour éviter une lourdeur excessive de la notation, nous choisissons de prendre comme vecteur
position * = (x,y,2) au lieu de (x1,x2,23). De méme sur I’élément de référence, on prendra
£=(&n. Q).

A chaque noeud géométrique a:ZK = (:le ,yiK ,ziK ) de I'élément K doit correspondre un noeud
géométrique &; = (&, i, ¢;) sur 'élément de référence K. La transformation TX vérifie donc :

TE(&;) = X ou inversement (T5)(xF)=¢, i=1,2,3, - ,nff

(2

Pour déterminer la transformation géométrique, il suffit de trouver une base de polynémes de di-
mension égale au nombre de nceuds géométriques. On construit ensuite nf fonctions d’interpolation
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(_17_1) 4 (17—1)

Figure 6.4 — Elément de référence quadrangulaire & 4 nceuds (n = 4)

7~
(0,1)
(_171) 2 =5 1 (17 ]-)
K
(_1’0)06 o 80(1’0)
§
—1,-1) ¢ of 1,-1
L TR Ta{ )
Figure 6.5 — Elément de référence quadrangulaire 4 9 noeuds (nf =9)
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Figure 6.6 — Elément de référence tétraédrique & 4 noeuds (nf =4)

géométriques vérifiant :
Li(§;) =1sii=jet 0 autrement. (6.4)

C’est la base méme de l'interpolation de Lagrange (voir 'annexe B) et les fonctions L;(£€) sont bien
stir les fonctions d’interpolation de Lagrange. Il est facile de vérifier que la transformation :

TK . K —~ K
nks (6.5)
E=(EnC = x=(2,y,2)=> = Li(£)
=1

possede les propriétés désirées. Il faudra ensuite transformer les dérivées des fonctions d’interpola-
tion. C’est la technique classique de la dérivation en chaine. Pour ce faire, il est utile d’introduire
la matrice jacobienne DT associée et son inverse noté BX que I’on définit par :

o9& on O¢ Oox 0Oy Oz
dy 0Oy Iy K on On On
pr¥=| =2 = =2 BE = | £ L =
o€ oy oc | dr 9y 02
0z 9z 0 USRS

L 06 On OC | L Or Oy 90z |

Il est facile de déterminer les coeflicients de cette matrice, simplement en dérivant la relation 6.5.
La matrice jacobienne doit étre inversible pour que la transformation T le soit aussi. Il suffit donc
que le déterminant JX de cette matrice soit non nul. On appelle ce déterminant le jacobien de la
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transformation. Toute fonction d’interpolation % (z,y, ) est ainsi définie & partir de ’élément de
référence par la relation :

1/)K(937y7 Z) = qsz(TK(ga n, C)) = 1;(577% C)

Pour transformer les dérivées partielles, la dérivation en chaine nous donne :

A~

C 0K (e,y,2) 1 o oy ac [ 90EmQ) ]
Ox dr Ox Oz 9¢
0 (w,y,2) | _ | 96 In OC || d(&n.Q) (6.6)
dy oy Ody Oy on
WK (2,y,2) 98 9 0C || ade,n, Q)
L 9z | L0z 0z 0z 4| ¢ ]

ou encore sous forme compacte :
(Ve (2,9,2)] = (B*)T [Ved(&,n, 0]

La matrice BX est essentielle pour I’évaluation du systéme élémentaire. On I’obtient en constatant
que :

A

[ V&) ] [0 Oy 02 [ 9gK(wy,2) T
3 o 0¢ O 9

O(EnQ) | _ | 9x Oy 0z || 9N(ay.2) (6.7)
on on oOn On y

(&1, <) O Oy 0z 1| 9yR(a,y, )

-T- L 8{ 8( 8C_ L 0z J

qui s’écrit également :

[Ved(e.n.Q)] = (OTF)T [Var" (2., 2)]

En combinant les relations 6.6 et 6.7, on conclut que la matrice de passage BX n’est autre que
(DTK)~! c’est-a-dire I'inverse de la matrice jacobienne. On a ainsi :

(Vo™ (z,y,2)] = (DTF) 7T [Vedh(€,m, Q)| = (BF)T [Ved(€.m, 0] (6.8)
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Le systeme élémentaire devient ensuite :

af = | (<> <> K@) + (@) Vel (@) Vol (@) dv
20l (@) + @) [Vorl (2,,2)] " [Vatl(@9.2)] ) do
- /. p(TK@)wj(s)@(s) +aT(©) [Veds(€n.0)] (BB [Ved(eon. )] ) I as

#= [ @ @) S0~ [ p(T(€) ;“KW)) $i(€)J do

(B)(B®)T [Vedi(&.n. )] 7 di

) [(Z ugvg%(&n,o)
Jj=1

— K K
s = [ K@@ ds

(6.9)
Remarquons que 'intégrale sur la frontiere des éléments n’a pas été transformée. On le fera plus
tard si le besoin s’en fait sentir.

Exemple 6.1. Considérons en premier lieu des transformations géométriques linéaires en dimension

2. Tout d’abord sur le triangle a 3 noeuds géométriques (nf = 3) de la figure 6.7. L’élément

de référence est indiqué a la figure 6.2. La transformation T5 s’écrit a I'aide des fonctions de
Lagrange B.3 sous la forme :

z] > _ [ Li(@)ad + La(&)ak + Ly (&)xf
{ y } ;LZ { i } a { Li(&)yi* + La(€)ys" + Ls(€)ys’
_ [(1—§—n)w{<+£ﬂ:5{+m§(}

(1 =& —nyf + &yl +nyft

11 est facile de vérifier que les fonctions L;(&) vérifient la condition 6.4. La matrice jacobienne est
alors :

Ty —Ty T3 — I

v~y us oyl

Le jacobien J¥ de cette transformation n’est nul que si les points X sont colinéaires et donc si le
triangle est dégénéré. De plus :

K K K K
DTK:[ }

1 _ ZE‘K _xK
BYX = (DT¥)~! =% { y?;( _Z; x; _x% ] (6.10)

et on montre de plus facilement que J¥ = 2 x aire(K) (en exercice). Notons enfin que le jacobien
est une constante sur I’élément K et ne dépend pas de £. Ce ne sera pas toujours le cas. 4
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7
0.1) T5(&,m) (%, yf)
/\
s (8, y5)
(0,0) L0) € o

Figure 6.7 — Transformation linéaire sur un triangle (nff =3)

Remarque 6.2. Dans le cas d'une approximation linéaire sur les éléments triangulaires, et si de
plus p(z) = 0, ug(z) = 0 et les fonctions g(z) et r(z) sont constantes par élément (q(z) = ¢¥
et r(z) = r& sur ’élément K), on peut facilement évaluer le systéme élémentaire (voir Reddy,
réf. [52]) et on obtient :

qK

K _ KoK | K. K
Q55 1AK (Bi B; +7i )
(6.11)
1
fZK = §7’KAK

ou AK est I'aire de I’élément et les constantes BiK et ';/Z-K sont données par :

o S SN " S X
o S VIS S
B =y — v 3= —(er —ag)

Exemple 6.3. Considérons maintenant une transformation géométrique dite bilinéaire. On consi-
deére des éléments quadrangulaires & 4 sommets (nff = 4). L’élément de référence est indiqué a la

figure 6.4. La transformation TX s’écrit dans ce cas :

[ y } =TH(¢) = iLi(f) [ xﬁ } _ [ L1(&)2f + Lo(€)2K + Ly (&)ak + Ly(&)als

y — L&)yl + La(&)ys" + La(€)ys* + La(§)yf
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ou les fonctions L;(&) sont données au tableau B.7 :

L) = ;0+81+n)
(€)= (1-0)0+2)

Ly(€) = 01— )

1

Li§) = ;1+81-m)

La matrice jacobienne exige un peu de calcul et on obtient sous forme compacte :

DK — Bg - nclg B% + 50%
B3 +nCy1 By +8C%

ou :

K_ 1K _ .K _ .K K K_ 1K K L K _ .K
By = z(z) —xy —a3 +ay) O = g(o1 — x5 +a3 — )

AN

(@l +aff = ol —of) Ol = 4 —of +af —af)

AN
i

B =1l — v — o +ul)  Cf =1l — uf oy —uf)

Bjy =3yl +ys —yf —ui)  Of =g~y + i — )
Le déterminant est de toute évidence non constant et est bien une fonction de & = (£, 7). Notons
de plus que :
S L[ BR4ECEH  —(Bf +ECT)

BE — (pT¥)"1 = —_
(DT = J% | ~(BE +CK)  BE +nCh

(6.12)

¢

Exemple 6.4. Les 2 exemples précédents nécessitent ['utilisation de triangles ou de quadrilateéres
ayant des cotés droits. Cela est dii aux transformations linéaires (ou bilinéaires) qui assurent qu’'un
segment de droite (et donc un coté droit) est transformé en un autre segment de droite. Cependant,
il est parfois utile de prendre des éléments ayant des cotés courbes. Pensons par exemple a une
géométrie ou il y a un arc de cercle. Il est de toute évidence plus facile d’approcher un arc de cercle
par des triangles (ou des quadrilatéres) ayant des cotés courbes.

Pour illustrer une telle situation, considérons maintenant une transformation géométrique qua-
dratique en dimension 2 sur le triangle a 6 nceuds géométriques (nff = 6) (illustré a la figure 6.3).

Cette transformation est illustrée & la figure 6.8. La transformation TX s’écrit alors :

[ﬂ—ﬂ@—imaﬁﬂ

K
y i=1 Yi
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(0,0) (3,0) (1,0) ¢

Figure 6.8 — Transformation quadratique sur un triangle (nf =6)

On trouvera la liste des fonctions d’interpolation L;(£) au tableau B.4. Il est important qu’une telle
transformation n’a pas un jacobien constant (contrairement a la transformation linéaire) et que
Pon doit en tenir compte lors du choix de la formule d’intégration numérique. 4

Remarque 6.5. La plupart des mailleurs disponibles vont générer a la base des éléments a cOtés
droits en dimension deux ou a faces planes en dimension 3. Pour des géométries de domaines polygo-
naux ou polyédriques, une transformation géométrique linéaire (ou bilinéaire pour les quadrangles)
sera suffisante. De toute maniere, une transformation géométrique quadratique dégénérera en une
transformation linéaire et ne changera strictement rien.

Pour une géométrie courbe toutefois, on commencera par générer des éléments & cotés droits
dont seuls les sommets sont sur la frontiere tel qu’illustré a la figure 6.9 ou la frontiere est un arc
de cercle. Par la suite, si on souhaite interpoler quadratiquement, il est préférable de projeter les
milieux d’arétes sur la frontiére courbe, généralement au point le plus proche. De cette manieére,
on conservera toute la précision de 'interpolation quadratique. Par conséquent, I’'un des cotés du
triangle aura une frontiere parabolique (indiquée en rouge sur la figure). On notera que méme
cette aréte courbe ne coincide pas parfaitement avec la frontiére a moins qu’elle ne soit elle-méme
parabolique. Une transformation géométrique quadratique (illustrée a la figure 6.8) nous ramenera
alors sur ’élément de référence. Notons enfin que cette transformation préservera les cotés qui sont
droits mais prendra le c6té courbe en compte. <«

Exemple 6.6. Passons au cas tridimensionnel et considérons une transformation géométrique
linéaire. Tout d’abord sur le tétraedre a 4 nceuds géométriques (nf = 4). L’élément de référence

est indiqué & la figure 6.6. La transformation T5 (voir la figure 6.10) s’écrit alors :

T [ L1(&)xf + La(€ )902 + L3(§ )503 + La(&)z)
y | =T5) = | L&)yl + La(&)yk + Ls(&)yX + La(&)yl
z L L1(&)2 4 La(€)z5 + Ls(& )23 + La(&)zf

—_

[ (
= | (
(

—&—n—Qzf + &l + 2l + Caf
—&—n—QyE + &yl +nyl + ¢k
—&—n— Q2 + &5 + naf + (2

—

[
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o002

Figure 6.9 — Géométrie courbe en dimension 2

i)

K K
(1'4 yYq 5 24
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Il est facile de vérifier que les fonctions L;(§) vérifient la condition 6.4. La matrice jacobienne

est alors :

vy —af wy —af ap -

K _ K K K K K K
O (5 S S
2 TFL A3 T AL A4 T A

Le jacobien J¥ de cette transformation n’est nul que si les points XX sont coplanaires et donc si

le tétraedre est dégénéré. Notons de plus que si on dénote tfj(- les coefficients de la matrice DT la
matrice inverse s’écrit :

178 t32t23 t31t — 5 t33 th t32 th
L — i t33 th t33 th t31 th t31 At
t23tt22tt —thth el tt

BE = (DTH)~

5
= | &
K
TR

On montre de plus facilement que JX = 6 x volume(K) (en exercice). Notons qu’encore ici que le

jacobien est une constante et ne dépend pas de £. ¢

6.5 Construction des fonctions d’interpolation

Tout comme en dimension 1, a chaque nceud de calcul (:B{( , a:é( R ,wa) de I'élément réel K,
correspond un nceud d’interpolation (§;,&,, -+, §,x) sur Pélément de référence par la relation :
& = (TK)_I( K) ou encorem TK(EZ) =12, ,nf

Sur I'élément K, a chaque degré de liberté de chaque nceud de calcul correspond une fonction
d’interpolation d}JK (z). Ces fonctions ne seront construites que sur I’élément de référence et en se

servant de la transformation T, on aura :

A~

Of (@) = ;(€)
et en particulier : R
Vi (@) = ;(€))

Généralement, il n’y a nul besoin de construire explicitement les fonctions ”L/JJK (z) puisque nous
ne travaillerons que sur ’élément de référence. La seule différence existant avec le cas unidimen-
sionnel est la plus grande variété de transformations 75 que I’on peut utiliser.

Le choix des fonctions @ZJJK (z) dépend du probléeme que I'on souhaite résoudre et plus particu-
lierement de ’espace V' de la formulation variationnelle. Pour le moment nous nous limiterons aux
équations aux dérivées partielles d’ordre 2 de sorte que I'espace V sera H'(Q) ou l'un de ses sous-
espaces. Pour construire des fonctions d’interpolation de H'(£2), rappelons que 'on doit s’assurer
de la continuité a la frontiere des éléments. Cela est une conséquence du théoreme 2.12.

Pour les problemes d’ordre 2, on peut utiliser I'interpolation de Lagrange décrite a la section B.2
de 'annexe B. On préfere généralement les approximations linéaires ou quadratiques, que ce soit sur
les triangles, les quadrilateres, les tétraedres ou les hexaeédres. Bien entendu, rien n’empéche d’uti-
liser des polynémes de degré plus élevé mais le nombre de degrés de liberté augmente rapidement
avec le degré des polynomes.
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6.6 Evaluation du systéme élémentaire

Pour évaluer les coefficients du systeme élémentaire 6.9, on recourt le plus souvent a I'intégration
numérique, bien que l'intégration exacte puisse étre utile dans les cas treés simples (interpolation de
bas degré et propriétés p(x), q(z) et r(z) constantes par exemple).

Il n’y a pas de difficultés particuliéres mis-a-part le fait que le nombre de points d’intégration
augmente lorsqu’on passe en dimension 2 ou 3. Ainsi, on trouvera a l'annexe C les points et les
poids d’intégration de quelques unes des quadratures les plus utilisées en pratique. Ainsi sur les
quadrilateres et les hexaedres, on peut utiliser les mémes quadratures qu’en dimension 1 (voir le
tableau C.1 par le biais des relations C.4 et C.5.

Sur les triangles ou les tétraedres, on utilise les quadratures dites de Hammer données aux
tableaux C.2 et C.3. Rappelons que le degré de précision de la quadrature est un critére important
dans le choix de la quadrature appropriée au calcul de termes du systeme élémentaire.

6.7 Assemblage

L’assemblage suit exactement les mémes étapes qu’en dimension 1. Bien siir la taille des matrices
élémentaires augmente avec la dimension d’espace et le degré des fonctions d’interpolation mais les
principes généraux demeurent les mémes. On utilise I'algorithme de la page 98 qui ne change
nullement avec la dimension d’espace.

La fonction de Ritz ¢;(x) associée au "™ degré de liberté du probléme résulte de I’assemblage
des fonctions d’interpolation locales w]K () sur les éléments K qui contiennent le degré de liberté
numéro ¢ dans leur tableau d’adressage. On aura donc pour ces éléments :

adres(K,j) =1

pour un certain j compris entre 1 et nff .

6.8 Imposition des conditions aux limites

Une fois tous les systemes élémentaires assemblés et en vertu de la convention utilisée pour le
tableau numer, on obtient un systeme global de la forme :

(o 2 ) (F) = ()= (%) @13
21 22 0 F5 S

La partition de la matrice A suit directement celle du vecteur global des degrés de liberté U.
Les matrices M7 et Mao sont toujours carrées et les matrices Mis et Moj sont rectangulaires. Si la
forme bilinéaire du probléme est symétrique, on a M1T2 = M>51. Les matrices M5 et Moy pourraient
ne pas étre assemblées puisqu’elles n’ont aucun role par la suite.

Enfin, il reste a analyser le terme de droite composé de 2 parties. Le vecteur F' est entierement
déterminé et ne pose aucun probleme. Par contre, le vecteur S contenant la contribution des va-
riables secondaires est lui aussi décomposé en 2 parties. La ou la variable essentielle est imposée
(et donc connue), nous avons vu que la condition naturelle est inconnue et vice versa.
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Bien que similaire, la situation est légerement plus complexe que dans le cas unidimensionnel
et mérite donc une attention particuliere. Rappelons que le vecteur S est constitué de ’assemblage
de termes de la forme :

sio= | s" (@)l (x) ds
oK
ou : 9
u
SK(‘P) = Q(a’)W

Comme nous le verrons plus loin, le traitement du vecteur S est sensiblement plus délicat que dans
le cas unidimensionnel.

6.9 Résolution du systeme linéaire global

Pour la résolution du systéme linéaire on procede toujours en 2 étapes. Tout d’abord, on déter-
mine le vecteur U! en résolvant le systéme linéaire :

M 6% = FE + 8¢ (6.14)

qui n’est qu’'une réécriture de la premiere équation du systeme 6.13. On remarque que le terme de
droite est entierement connu. Pour cela, on utilise les techniques classiques comme la méthode de
décomposition LU. Remarquons que cette équation n’est rien d’autre que la discrétisation de la
forme variationnelle :

a(0y, w) = l(w) — a(ug, w)

puisque le vecteur U correspond au relevement des conditions essentielles Ug.
Une fois le vecteur U’ calculé, on détermine si nécessaire le vecteur S! directement en posant :

ST = My, 6}, — FY (6.15)

6.10 Présentation des résultats

Nous n’insisterons jamais assez sur I'importance d’un bon visualisateur, particulierement en
dimension 2 et 3. Si en dimension 1 on peut se débrouiller avec des instruments graphiques simples,
ce n’est plus le cas en dimension supérieure. Pour les résultats qui suivent, nous utiliserons le logiciel
VU développé par Benoit Ozell [47] et qui possede toutes les fonctionnalités requises en dimension
2 ou 3.

Un bon logiciel de visualisation sera capable de produire rapidement des courbes d’isovaleurs des
différentes variables calculées, des champs de vecteurs, des coupes de toutes sortes, qui permettent
de donner une signification a des colonnes de chiffres qui autrement seraient difficilement utilisables.

6.11 Exemples et applications

Dans cette section, nous présentons quelques exemples simples sur des maillages de petite taille
pour illustrer la méthode et les différentes étapes a suivre. Nous terminons par des applications
dans différents domaines.
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11(11) 12(12) 13(13)

6(9) 8(10)

1(6) 2(7) 3(8)

Figure 6.11 — Numérotation des éléments et des noeuds et des (degrés de liberté)

Exemple 6.7. Nous pouvons des maintenant passer a un exemple relativement simple. La géomé-
trie du domaine est le carré [0, 1]2. On résoudra I’équation de Poisson :

—Vu(z) =1

avec des conditions essentielles homogenes sur toute la frontiere (uq(z) = 0).
— Le maillage
On utilise le maillage de la figure 6.11 constitué de 16 éléments et de 13 nceuds. Nous
choisissons une interpolation linéaire sur chaque élément (nX = né( = 3). Le tableau coor
prend la forme :

Coordonnées des noeuds
Tableau coor
Noeud || Composante x1 | Composante xo || Noeud | Composante x1 | Composante x2

1 0,0000 0,0000 8 1,0000 0,5000
2 0,5000 0,0000 9 0,3333 0,6667
3 1,0000 0,0000 10 0,6667 0,6667
4 0,3333 0,3333 11 0,0000 1,0000
5 0,6667 0,3333 12 0,5000 1,0000
6 0,0000 0,5000 13 1,0000 1,0000
7 0,5000 0,5000
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Numéros des nosuds
Tableau connec
Noeuds Noeuds

Elément || #1 | #2 | #3 ||| Elément || #1 | #2 | #3

1 1 2 4 9 5 10 7

2 2 5 4 10 8 10 5

3 2 3 5 11 11 6 9

4 6 1 4 12 10 9 7

5 3 8 5 13 8 13 | 10

6 6 4 9 14 12 | 11 9

7 9 4 7 15 12 9 10

8 4 5 7 16 13 | 12 | 10

On construit le tableau numer en 2 étapes en évitant dans un premier temps de numéroter
les degrés de liberté qui sont fixés par les conditions aux limites essentielles. On obtient

ainsi :
Numeérotation Numérotation
Tableau numer Tableau numer
Noeud U Noeud n
1 ? 1 6
2 ? 2 7
3 ? 3 8
4 1 4 1
5 2 5 2
6 N Rl 9
7 3 7 3
8 ? 8 10
9 4 9 4
10 5 10 5
11 ? 11 11
12 ? 12 12
13 ? 13 13

Enfin, on peut déterminer le tableau d’adressage adres a ’aide des tableaux de connectivité
connec et de numérotation numer (voir les exercices de fin de chapitre) :
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Numeéros des ddls
Tableau adres
Elément || Ddl #1 | Ddl #2 | Ddl #3 ||| Elément || Ddl #1 | Ddl #2 | Ddl #3
1 6 7 1 9 2 5 3
2 7 2 1 10 10 5 2
3 7 8 2 11 11 9 4
4 9 6 1 12 5 4 3
5 8 10 2 13 10 13 5
6 9 1 4 14 12 11 4
7 4 1 3 15 12 4 5
8 1 2 3 16 13 12 5

— Les systémes élémentaires
Il reste a construire les systemes élémentaires. On peut directement utiliser la relation 6.11
puisque dans cet exemple, p(z) = 0, uy(x) = 0 et ¢* = fX = 1 pour tous les éléments K.
Pour le premier élément, on a :

K
1 5 —2 =3 5%1
— | -2 8 —6 0,
121 53 _§ 5}(2 T 36

La numérotation des nceuds (et donc des degrés de liberté) fait en sorte qu’on obtient
exactement le méme systeme élémentaire pour les éléments 5, 11, et 16.
Pour le deuxiéme élément, on a :

K
S}K
1
+ 89
K1
S3

1
1
1

K: Ko
Ly s S U+ | e
Q - - vl So
12 -3 5[4 54 e

Ici encore, le méme systeme élémentaire est aussi valable pour les éléments 6, 10 et 15.
Pour le troisieme élément (ainsi que pour les éléments 4, 13 et 14), on a :

K.
R
12| ¢ _3 o 5;3 36

Pour le septieme élément (ainsi que pour les éléments 8, 9 et 12), on a :

1
+ 553

2 0 —277 ok 1 517 ]
1 B ol K

0 2 -2 Ot | = L+ sy
Yl 2 a4 | s 108 | 4 Sl

— L’assemblage
Un systéme linéaire de dimension 13 par 13 doit étre assemblé a partir des systemes élémen-
taires que nous venons d’obtenir. On utilise exactement la méme technique qu’en dimension
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1 et nous nous limiterons a en rappeler brievement les principales étapes. A I'aide du tableau
adres, on écrit le systeme élémentaire du premier élément sous la forme :

6 7 1
R e a7 I O I A I
2|7l-2 8 —6 ||k | T3] sk
1]-3 6 9] [s 1 $f

On fait de méme pour tous les éléments et on obtient (en exercice) :

90 -9 -24 -9 0 |-12 —18 0 -18 0 0 0 0 [ 6w T
9 90 -24 0 -9| 0 -18 -12 0 -—18 0 0 0 Su,
24 -24 96 -24 -24/ 0 0O O O O O 0O 0 Sus
9 0 -24 90 -9(0 0 0 —18 0 -—12 —-18 0 Su,
0 -9 -24 -9 9 |0 0 0 0 -18 0 —18 —12 || &,

|72 0 0 0 020 4 0 4 0 0 0 0 B
~— |1 -18 -18 0 0 0 |-4 4 -4 0 0 0O 0 0 Su,
240 90 12 0 0 0|0 -4 20 0 -4 0 0 0 Sug

-18 0 0 -18 0 |-4 0 0 4 0 -4 0 0 Su,
0 -18 0 0 -18/ 0 0 -4 0 44 0 —4 Suso
o 0 0 -12 0|0 0 0 -4 0 2 -4 0 Suyy
O 0 0 -18 —-18/ 0 0 0 0 0 —4 44 —4 Suss

.0 0 0 0 -1200 0 0 0 -4 0 —4 20 ]| 6, |

I
w»w.&.&wgw‘mmwmm
+

S§3+5§(5 +8§2+8§(10+S§8+8{(9
s3T50 4550 + syt

sé(ll +8§{14+8§(6+S§(]5+S{(7+S§(12
s?”—i—s?“’+s§1°+s§(15+s§9+s{ﬁ2

K K.
1 51 1 + 52 4
K K- K
54 82 1 + 81 3 + 81 2
85(3 + S{Q‘

S{Q +s§(11 _|_8{{6

555 +S{<13 +S{<10
s{('ll + 8514

S{(14 +S§16 +S{(15

Kis Kie
Sy 0+ 8

qui est encore ici de la forme de la partition 5.19.

— Imposition des conditions aux limites
Pour ce probléeme, les conditions aux limites essentielles sont homogenes (nulles). Les cor-
rections inconnues d,, jusqu’a d,,, prennent donc la valeur 0.
Il reste & considérer le vecteur S des conditions naturelles. En principe, le vecteur S¢ est
connu mais cela ne semble pas évident lorsque ’on regarde le systéme global obtenu. Il faut
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donc y voir de plus pres. Considérons donc ’expression :

s1 = shtqgla gl g gle g Iy oK

_ / sK1p ds+/ Kyl ds+/ K2l s
Ok, Oxc, Oxc,

= +/ syl ds+/ sHTyiT ds+/ Tyl ds
Ox Oxc, Okg

qui appartient au vecteur S¢. Le raisonnement qui suit pourra s’appliquer aux termes s
jusqu’a s5. Le terme s; correspond au premier degré de liberté, lui-méme associé au nceud 4
(numer(4) = 1) de la figure 6.11. On notera donc ¢1(x) la fonction de Ritz globale, linéaire
par élément, et qui vaut 1 au nceud 4 et 0 a tous les autres noeuds. On a par exemple :

= [ @ @) ds= [ s @)on(e) ds
0K, 0K1
car wé(l (x) n’est rien d’autre que la restriction & K; de ¢1(x). En rappelant que puisque
q(z) =1:
SKl _ 8“
onfk

On peut ainsi constater que wfl, 54, 3{(2, 5(6, 57 et wf(s ne sont que les restrictions de

¢1(x) a chacun des éléments. On a donc de maniére plus compacte :

si= 3 /a ) ai—“Kgm(m) ds (6.16)

KeTy

ou Ty est 'ensemble de tous les éléments dont I'un des sommets est le numéro 4 soit
K1, Ky, K4, K¢, K7 et Kg (voir la figure 6.11).
On peut alors écrire :

Ky _ K K K K Kq Ki
53 _/CK1S (I ds—l—/cKls (I ds—l—/CKls Pa ! ds
1 2 3

ou CZ-K ' désigne le i-ieme coté de I'élément K. La fonction wg( ! (ou encore ¢q) est linéaire
et prend la valeur 1 sur le troisieme sommet de 1’élément Ky et s’annule sur les 2 autres
sommets. Elle s’annule donc identiquement sur le c6té C’lK ! entre les sommets 1 et 2 ce qui
permet d’éliminer le premier terme de cette derniere expression. Il en est de méme pour les
autres coefficients et on a :

= /C’K1 SKlwg(l ds + /CK1 SKlwé(l ds + /CK4 SK4w§(4 ds + /CK4 SK4w?I>(4 ds+
2 3 2 3

R I A R LA e
3 1 2

2

/C’K7 SK?M}éﬁ dS + /CK7 SK?U}QIG dS + /CKS Sszf{g dS + /CKS Ssz{Q; d.S’
1 2 1 3
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On peut regrouper ces termes de la maniére suivante :
_ Ky, K1 Ko, Ko Ky ,,K1 Ky, K4
s1 = /CKls Y3 ds—i—/CKQS (I ds—i—/CKls 3 ds+/CK4s Pgt ds+
2 3 3 2
Ky 1 K4 Keg . Kg Ko 1 Ko Ks 1 Kg
/CK4542113 ds—l—/CKGSGUJQ ds+LK252¢3 ds+/cz<858¢1 ds+
3 1 2 1

/C’K6 SKng(ﬁ ds + /CK7 8K71p§(7 ds + /CK7 SK%L#;(? ds + /C’Ks SKSw{(S ds
2 1 2 3

Regardons les deux premiers termes. La simplification est immédiate puisque C’2K Let C’?f( 2

sont en fait le méme coté et, sur ce coté, ¢§<1 = ¢§<2 = ¢1. On a alors :

ou ou
Ky, K1 Ks, K2 _ K Ky _
/Cfls {7 ds—l—/C?Qs (I ds_/cK1(S L+ )gzbldS—/Cfl(anKl—i-anKQ)qblds

2

Mais puisque :

Ko _ _

on obtient :
ou ou
/Cfl <8nK1 — 8nK1> ¢1ds =0

terme qui fait intervenir le saut de la variable secondaire a l'interface entre ces 2 éléments
adjacents. En se rappelant la relation 2.19, on constate que ce saut est nul car autrement un
terme source (une simple couche) serait présent a cet endroit. Il en va de méme pour les 5
autres couples d’intégrales curvilignes et par conséquent, on a s; = 0. Le méme raisonnement
montrerait que les termes sg & s5 sont également nuls (voir les exercices de fin de chapitre).
— Solution du systéme linéaire
Il résulte de tout cela un systeme linéaire de dimension 5 que 1’on peut résoudre par décom-
position LU. Pour ce faire, on résout successivement les équations 6.14 et 6.15. On obtient
ainsi :
0,060 185
0,060 185
65 = | 0,069 444
0,060 185
0,060 185

Une fois cette étape franchie, on peut calculer (au besoin) le vecteur ST par la relation 6.15.
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Le calcul nous donne le vecteur :

[ —8,564805 x 1072
—1,643515 x 1071
—8,564805 x 1072
—1,643515 x 1071
—1,643515 x 101
—8,564805 x 1072
—1,643515 x 107!

| —8,564805 x 1072

Il peut étre intéressant de regarder d’un peu plus pres 'interprétation de ce vecteur souvent
appelé vecteur des réactions nodales. On vérifie sans difficulté que la somme de ce vecteur
est —0,999998 519, la question étant de savoir pourquoi. Considérons le premier terme de ce
vecteur soit sg. Le sixieme degré de liberté correspond au nceud 1 de la figure 6.11 et on a

56 = 50 4 sh1 = /CKl Tyt ds+/ Tyt ds+/ sk s
/ K41/}K4 d5+/ K4w§4 d5+/ K41/]K4 ds
Cl
_ iK1 K i Ky
_/CK1 (7 ds_'_/cf‘l Pyt ds
- / U () ds
0

o on

ou ¢g(x) est la fonction de Ritz associée au nceud 1 du maillage c.-a-d. la fonction linéaire
par élément qui vaut 1 au nceud numéro 1 et qui vaut 0 a tous les autres noeuds. Il en est de
méme pour toutes les autres composantes du vecteur S qui valent donc respectivement :

)
/ a—Zgﬂ)i(w)ds, pour i = 6,7, ,13 (6.17)
o0

C’est ce que l'on appelle la réaction nodale au nceud . Il est ainsi facile de constater que
lorsque I’on somme le vecteur S’ c.-a-d. lorsque ’on somme les réactions nodales, on obtient :

ou
/69%618

car la somme des ¢; est toujours égale a 1 sur chacun des c6tés d’un élément. L’équation
aux dérivées partielles de départ nous donne alors :

/Vu~dev—/ auwds:/wdv
Q a0 On Q

En choisissant w = 1, on trouve :

—/898—nds—/1dv—1

et la somme du vecteur S7 (—0,999 998 519) en est une trés bonne approximation.
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Figure 6.12 — Maillage fin et Isovaleurs de la fonction u(z,y) pour exemple 6.7

— Présentation des résultats
Bien évidemment, un maillage grossier comme celui de la figure 6.11 ne pourra produire des
résultats d’une grande précision, méme sur un probléme aussi simple. On présente donc a
la figure 6.12 les résultats obtenus sur un maillage beaucoup plus fin. On peut y constater
la simplicité de méme que la symétrie de la solution. On aurait pu en fait limiter les calculs
au quart de la géométrie initiale et gagné ainsi encore en précision.

¢

Exemple 6.8. Nous sommes maintenant en mesure d’aborder un probléme plus réaliste, mais aussi
de plus grande taille. Nous ne pourrons plus expliciter les détails de tous les calculs. On considere
un probléeme de transfert de chaleur dans une plaque métallique constituée de 2 matériaux de
conductivité thermique différente tel qu’illustrée a la figure 6.13.

La partie gauche de la plaque est maintenue & une température de 100°C (condition aux limites
essentielle) et elle est supposée parfaitement isolée sur les parois supérieure et inférieure de méme
que dans la partie en forme de U (condition aux limites naturelle nulle). Enfin, un flux de chaleur
de 1 (—KVT -n = —1) est imposée aux deux extrémités a droite. Ce probléme requiert la solution
de I’équation de la chaleur :

-V - (K(x)VT)=0

ou K(x) est la conductivité thermique. La formulation variationnelle correspondante est :

/Q(K(iU)VT) -VwrdA = /1“ wr ds

sortie
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(0.6) KVIn=0 (6.6)
KVT n=1
T=10 K=1 _
KVT n=0 (6,4)
(0,3) KVT -n=0
(6,2)
KVT n=1
(0,0) (6,0)

KVT -n=0

Figure 6.13 — Géométrie et conditions aux limites

Notons qu’il faudrait relever les conditions de Dirichlet non nulles pour étre plus rigoureux (voir
les exercices de fin de chapitre).

On a résolu ce probleme sur le maillage de la figure 6.14. La transformation vers I’élément de
référence est linéaire (voir la figure 6.7) tandis que les fonctions d’interpolation 1& sont quadratiques
(voir le tableau B.4) Le maillage est constitué de 4992 triangles (2633 sommets et 7624 arétes) ce
qui résulte en un systeme linéaire de 10257 degrés de liberté.

Les isovaleurs de température sont également illustrées sur cette figure. On constate aisément
la différence de comportement entre les deux moitiés du domaine. La partie de la plaque ou la
conductivité thermique est la plus grande (moitié supérieure) évacue la chaleur beaucoup plus
facilement, ce qui évite une augmentation de la température. La température en sortie (sur 'axe
x = 6) est d'un peu moins de 126°C sur la partie inférieure et d’environ 105°C sur la partie
supérieure. ¢
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Figure 6.14 — Maillage et isothermes pour ’exemple 6.8
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Figure 6.15 — Elément de référence triangulaire de degré 3 (nk =10)

6.12 Exercices

1. Obtenir la formulation variationnelle élémentaire de la page 134.

AR ol o

Vérifier les relations entre le jacobien JX et I'aire (page 140) en dimension 2 et le volume
(page 145) en dimension 3 pour les transformations linéaires de 1’élément réel vers I’élément
de référence.

Construire le tableau adres de la page 150.
Assembler le systéme élémentaire de la page 151.
Dans le terme de droite S du systeme de la page 151, vérifier que sz = 0.

Toujours dans le terme de droite S du systéme de la page 151, simplifier au maximum
I’expression de sg et s7.

Obtenir les coefficients af{ et afs, dans la relation 6.11 & partir de la formulation variationnelle
élémentaire 6.9.

Une formulation variationnelle fait apparaitre le terme suivant dans un domaine bidimen-
sionnel :

| 1@V @) Vol (@) do

ott K est un élément triangulaire (3 cotés droits) et les 1% (x) sont les fonctions d’inter-
polation quadratiques (P»). Donner le nombre de points d’intégration minimal permettant
d’évaluer exactement ce terme si g(x) est linéaire dans 1’élément. Méme question si cette
fois on a un élément quadrangulaire (& cotés droits) et des fonctions d’interpolation Qs.

. La figure 6.15 illustre un élément bidimensionnel de degré 3 de type Lagrange. Donner

I’expression de la fonction 1ﬁ4(§ , ).
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3 6 9 (3,2)
[ J
(2125,1.7
5 8 11
7 10

(0,0)

Figure 6.16 — Maillage et numéros de degrés de liberté

10. On donne le maillage de la figure 6.16. Le tableau de connectivité est :

Connectivité
Tableau connec
Elément || Noeud #1 | Noeud #2 | Noeud #3
1 1 4 5
2 1 5 2
3 2 5 6
4 2 6 3
5 4 7 8
6 4 8 5
7 5 8 9
8 5 9 6
9 7 10 11
10 7 11 8
11 8 11 12
12 8 12 9

Une condition de Dirichlet homogene a été imposée sur la paroi de droite (degrés de liberté
10 & 12) et des conditions de Neumann sur les 3 autres parois. On a utilisé des éléments
triangulaires linéaires et le tableau d’adressage est le méme que le tableau de connectivité.
Apres avoir résolu le probléme, on a trouvé la solution :

U = [ 0,6362 0,7214 1,0000 0,5510 0,6248 0,8660 0,3181 0,3607 0,5000 0,0000 0,0000 0,0000 | "
On considere le point P = (2,25, 1,75) dans I’élément 12.

a) Donnez I'expression de la transformation linéaire TH12 qui envoie I’élément de référence
sur le douzieme élément.

b) Trouvez le point (£,7n) de I’élément de référence qui est envoyé sur P.
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(4,5)

(2,1)

Figure 6.17 — Elément K

¢) Evaluer u(P) et %(P).

11. On a résolu un probléme en éléments finis et on a trouvé une solution numérique up(x1, z2)
telle que uy(2,1) = 5, up(7,2) = 53 et up(4,5) = 41. Evaluer uy(4,3) et %(4, 3) en vous
servant de la figure 6.17.

Remarque : Il vous faudra inverser la transformation géométrique T5 appropriée pour
déterminer a quelle coordonnée de ’élément de référence correspond le point (4, 3).

12. Obtenir (avec tous les détails) la formulation variationnelle du probleme 6.8.
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Analyse de convergence

Nous nous proposons dans ce chapitre d’étudier comment convergent les méthodes d’éléments
finis pour les problemes elliptiques et a quel ordre. Nous compléterons le chapitre avec quelques
exemples.

7.1 Bases théoriques

Nous avons vu au chapitre 3 les conditions d’existence et d’unicité d’une solution u d’un pro-
bléme de la forme :
& trouver une fonction u € V telle que :

a(u,w) = l(w) Yw eV (7.1)

Nous supposerons dans ce qui suit que les hypotheses du théoréeme de Lax-Milgram sont vérifiées
a savoir que la forme linéaire [ est continue et que la forme bilinéaire a est continue et coercive sur
V.

Nous avons vu comment construire des solutions numériques par la méthode des éléments finis
pour obtenir une approximation u; de cette solution unique. Cela revient a construire un sous-
espace de dimension finie Vj, de V et a calculer uy € V}, solution de :

a(uh,wh) = l(wh) th S Vh (7.2)

Le sous-espace V}, a pour base les fonctions de Ritz ¢;(x) associées aux nndl degrés de liberté
du maillage. On a en fait :

nddl

Vi = {wplwp, = > aigi(x) 0 € R}
=1

qui est un espace de dimension finie. Puisque ’on a construit des fonctions de Ritz ¢;(x) appartenant
a V, on a par construction V; C V. Mentionnons toutefois que cette inclusion n’est pas absolument
nécessaire comme en font foi les éléments dits non conformes qui sont toutefois hors de notre propos
pour le moment.

161
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L’indice h réfere a la taille des éléments du maillage. Plus h est petit, plus les éléments sont
petits et plus ils sont nombreux, et plus il y a de degrés de liberté. La dimension de V}, augmente
donc lorsque h diminue. Pour un élément K du maillage, on note A% la taille de I’élément. En
dimension 1, A est simplement la longueur de 1’élément mais en dimension 2 ou 3, on peut définir
cette taille de plusieurs fagons. En général, on pose :

hE = max ||z — yll.
z,ye K
ot || || est la norme euclidienne. C’est donc la distance maximale entre 2 points de I’élément. On

pose ensuite :
h = max b
K

Intuitivement, plus ’espace V}, est riche, plus la solution numérique uj devrait se rapprocher de
la solution u. Pour enrichir V}, on peut soit augmenter le nombre d’éléments, soit augmenter le
degré des polyndmes utilisés dans chaque élément. Il reste & s’assurer dans quelle(s) condition(s)
on a bien convergence de uy, vers u, et s’il y a convergence, a quel ordre, etc. Le nombre d’éléments
ainsi que le degré des polynomes utilisés auront des roles importants & jouer. Pour fixer les idées,
rappelons un peu de terminologie qui nous sera utile par la suite.

Définition 7.1: Convergence

On dit que la solution numérique uy, converge vers u dans V' si :

li = =0
lim [ — sl

Lorsque h — 0, la taille de tous les éléments tend vers 0. Il est important de remarquer que la
norme utilisée est celle de ’espace V.

Définition 7.2: Ordre de convergence

On dit que la solution numérique uy, converge a ’ordre p vers u dans V s’il existe une constante
C telle que :
|lu — unlly ~ CR?

lorsque h tend vers 0.

Remarque 7.3. Dans ce qui suit, le méme symbole C' désignera diverses constantes indépendantes
de h. «
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Théoréme 7.4: de Céa

Si a est une forme bilinéaire continue et coercive et si u et up dénotent les solutions respectives
de 7.1 et 7.2, alors il existe une constante C' indépendante de h telle que :

lu = uplly <C inf [lu—wslly (7.3)
wpEVh

Démonstration. Ce résultat trés simple mais aussi trés important est dt & Céa [18]. On a immé-
diatement en vertu des problémes 7.1 et 7.2 que :

a(u,w) = l(w) YweV
a(up, wp) = l(wp) Ywyp, € Vy,
Puisque V}, C V, on peut prendre w = wy, dans la premiére équation et soustraire pour obtenir :
a(u — up,wp) =0 Ywy, € Vi (7.4)

En particulier :
a(u — up,up) =0

et on en conclut que :
a(u —up,u —up) = a(u — up, u — wp) Ywy, € Vp,

La coercivité et la continuité de la forme bilinéaire a nous permettent alors d’écrire :

allu —up|f} < Cllu = upllv ||u—wllv Vwp, € Vi
ce qui entraine que :
Hu—uhﬂvggﬂu—wth Ywyp, € Vy,
Puisque cette derniere inégalité est vraie quel que soit wy € V},, on a le résultat. |

L’interprétation de ce résultat est fondamentale. Nous venons en fait de ramener I'analyse
de convergence de la solution éléments finis & un probleme classique d’interpolation. En effet, la
relation 7.3 affirme qu’a une constante pres, erreur commise ||u — up||y est plus petite que la
meilleure interpolation possible de u par des fonctions de V.

Notre intuition de départ se précise donc. En effet, plus 'espace V}, est riche, meilleure est la
qualité de l'interpolation de u par des fonctions de V}, et en vertu de la relation 7.3, meilleure sera
notre solution par éléments finis. La richesse de ’espace discret est bien siir fonction du nombre
d’éléments du maillage mais aussi du nombre de noeuds de calcul de chaque élément. Il est en
effet clair que pour un méme nombre d’éléments, une interpolation linéaire sera moins riche qu’une
interpolation quadratique qui sera elle-méme moins riche qu’une interpolation cubique, etc. La
différence entre ces différentes approximations se manifestera au niveau de ’ordre de convergence.
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7.2 Quelques exemples

Exemple 7.5. Supposons que le probléme 7.1 soit suffisamment simple pour que sa solution u soit
dans V}, (ce qui revient a supposer que ’espace discret V}, est suffisamment riche pour contenir la
solution u).

De I'équation 7.4, la solution numérique vérifie :

a(u — up,wp) =0 Ywp, € Vy,

En particulier, on peut prendre wy = u — up ce qui est possible car u € V}, et donc u — up, € V3.
On obtient ainsi :
a(u —up,u—up) =0

La coercivité de la forme bilinéaire a entraine alors que ||u — up||y = 0 et donc que u = wuy,.

Ce résultat trivial a quand méme une grande importance pratique. Si un probleme possede
une solution telle que 'on peut l'interpoler exactement (sans erreur) dans Vj, alors la solution
par éléments finis uy sera aussi exacte. On se sert régulierement de ce résultat pour vérifier un
programme d’éléments finis. Au besoin, on construit de fagon artificielle un probléme dont la solution
est dans l'espace discret V, et on calcule par éléments finis cette solution. Tant que la solution
analytique n’est pas reproduite exactement (& la précision machine), on conclut que le programme
a une ou des erreur(s). Cette stratégie est fort utile pour « débugger » un programme. ¢

Proposition 7.6

Si a est une forme bilinéaire symétrique, continue et coercive et si u et up dénotent les solutions
respectives de 7.1 et 7.2, alors on a :

I(u) :ui)relgf(w) et I(up) = inf I(wp) (7.5)

wp EVY,

ot I(w) = 2a(w,w) — I(w). De plus, on a :

I(u) < I(un) (7.6)

Nous avons déja démontré au chapitre 3 (voir la relation 3.5) I’équivalence entre les problémes 7.1
et 7.2 et les problemes de minimisation 7.5. La démonstration de l'inégalité 7.6 est immédiate
puisque 'on a supposé que V;, C V. Ce qu’apporte en plus ce dernier résultat est que lorsqu’il y a
convergence, I(up) — I(u) en décroissant. Puisque I(u) est souvent liée & une énergie (fonctionnelle
d’énergie), cela signifie que la solution par éléments finis surestimera ’énergie du systéme.

Terminons enfin avec le résultat le plus important qui porte sur 'ordre de convergence d’une
solution éléments finis.

Théoréeme 7.7: Ordre de convergence
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Soit u et uy les solutions respectives des problemes continu 7.1 et discret 7.2. On suppose de
plus que la solution u du probleme continu soit suffisamment réguliére. Supposons enfin que
lespace Vi, C H™(Q)) soit tel que sa restriction a chaque élément K contienne les polynémes
de degré k, alors :

lw = uplm,e < CEM ™ kg0 (7.7)

Preuve : voir Ciarlet, réf. [15]

La méthode des éléments finis permet justement la construction de ce type d’espace Vj de
fonctions polynémiales par élément. Ce dernier résultat nous donne alors I'ordre de convergence de
la méthode d’éléments finis utilisée lorsqu’on choisit des polynémes de degré k sur chaque élément.
Nous pouvons maintenant revenir sur certains des problémes pour lesquels nous avons calculé une
solution par éléments finis.

Exemple 7.8. Pour les équations aux dérivées partielles d’ordre 2, I'espace de base est H'(Q) et
on doit utiliser la norme correspondante (m = 1 dans I'inégalité 7.7). En utilisant une discrétisation
par éléments finis linéaires (kK = 1), on a :

1/2
= unlly = lu = unllro = (Ile =l o + [ Vu = Vunll} o)~ < C b llull20

On constate donc une convergence linéaire en norme H'(f2) en supposant que la solution u soit

dans H?(Q) ce qui n’est pas toujours le cas. On sait en effet que la solution u est dans H'(2) et

que H%(Q2) ¢ H'(Q). Rien ne nous assure donc a priori que u soit dans H?(£2). C’est ce que nous

signifions lorsque nous supposons que u est suffisamment réguliere dans I’énoncé du théoreme.
Notons que le résultat est également vrai en norme L?(Q) et que :

lu = unllo.o < C h? ||ull20

et que la convergence est alors quadratique dans cette norme. Bien que valide, ce dernier résultat
ne donne pas une idée exacte de l'ordre de convergence de la solution puisque nous utilisons le
mauvais instrument de mesure, c.-a-d. la mauvaise norme. On peut toutefois, puisque la différence
entre la norme H'(Q) et la norme L?() n’est rien d’autre que la norme L?(£2) des dérivées partielles
[|Vu — Vuylloq, conclure que ce sont ces dérivées partielles qui convergent moins vite. On a en
fait :
IVu = Vup[loo < C R |lull20

Nous avions déja remarqué lors de certains exemples numériques que les dérivées (ordinaires ou
partielles) de w étaient plus difficile & approcher. Ce résultat le confirme de maniere théorique.

Si on passe maintenant a des éléments quadratiques (k = 2), on trouve une convergence qua-
dratique :

llu = unllv = |lu = sl < C A Jull30

ce qui exige cependant encore plus de régularité sur u (u € H3(Q2)).

Exemple 7.9. Pour les problémes d’ordre 4, nous n’avons vu qu’un seul élément de degré 3 (k = 3)
en dimension 1. Cela nous donne en norme H?(Q)(m = 2) :

lu = unlly = llu = unlloge < € H*72 [lullog = C B |lullag
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c.-a~d. une convergence d’ordre 2 (quadratique). Tout comme précédemmment, on a également :
lu—upllao < C R |lullag
lu =l < Clullag
lu —unllon < Ch* |l

et ici encore, on conclut que pour les problemes d’ordre 4, les dérivées secondes convergent en norme
L?() moins vite (& I'ordre 2) que les dérivées premiéres qui elles-mémes convergent moins vite (&
Pordre 3) que ||u — up||on qui converge a ordre 4. ¢

Exemple 7.10. Illustrons maintenant concrétement comment on peut vérifier ces ordres de conver-
gence théoriques. Cela est souvent utile pour s’assurer qu'un programme d’éléments finis a le bon
comportement et donc pas d’erreur de programmation.

Pour ce faire, on se donne une solution analytique dont I’expression est suffisamment complexe
pour ne pas appartenir a ’espace de discrétisation Vj. Dans cet exemple : on pose :

u(z) = x1x2(1 — 1) (1 — x2) arctan (QOM - 16> (7.8)

V2

et on va résoudre ’équation de Laplace :
~Vu(z) = f(z)

sur le carré [0,1]2 et en choisissant comme terme de droite f(z) précisément le laplacien de la
fonction 7.8 de sorte que celle-ci est bien la solution de notre probleme. C’est ce que 'on appelle
une solution manufacturée au sens de Roache [54]. Le choix d’une telle fonction est a priori ar-
bitraire mais il est recommandé d’essayer de choisir des fonctions qui représentent au mieux les
comportements observés sur de vrais problémes.

On vérifie facilement que les conditions aux limites sont nulles sur toute la frontiere du domaine.
Notre stratégie consiste a obtenir des solutions & ce probléme par la méthode des éléments finis sur
des maillages de plus en plus fins. Nous avons choisi des maillages réguliers de 4 par 4, 8 par 8, 16 par
16, 32 par 32, 64 par 64 et enfin de 128 par 128 éléments. Nous avons illustrées aux figures 7.1 et 7.2
les maillages utilisée de méme que les solutions correspondantes. On peut y constater, du moins
visuellement, la convergence des solutions numérique vers la solution analytique. La différence entre
la solution sur le maillage 64 x 64 et celle sur le maillage 128 x 128 est minime.

On peut quantifier plus précisément la convergence. Pour chaque maillage et chaque solution
numérique up, on calcule les normes ||u — up||1.0 et [|[u — up|loo de erreur. Rappelons que 'on
aurait pu utiliser pour ce probleme la norme |u — up|1 o (au lieu de la norme ||u — up||1,0) car on
travaille en fait dans H}(€2). De plus, on calcule la norme ||u — up||o.o seulement pour illustrer plus
en détails le comportement de I'erreur. Enfin, nous avons considéré des approximations linéaires et
quadratiques pour souligner 'effet du degré des polynémes sur la convergence.
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Approximation linéaire

Dans ce premier cas, on choisit des approximations linéaires (voir la figure 6.2) sur chaque
élément. Nous notons u,ll la solution numérique obtenue. On sait alors que :

1
[lu = upllLo = Ch
ou encore, en prenant le logarithme naturel de chaque c6té :

In (Hu—ui”lg) ~1lnh+InC

Sur échelle logarithmique, on obtient ainsi une droite de pente 1 (qui est 'ordre de convergence). Ce
résultat est bien siir asymptotique en ce sens qu’il n’est vrai que pour des valeurs de h suffisamment
petites. C’est ce que nous constatons dans cet exemple a la figure 7.3 tracée a partir des données
de la table suivante :

Convergence : cas linéaire

Maillage h [lu — u,lLHlQ llu — U%LHQQ
4 x4 0,25 0,464 812 0,1795 x 1071
8 x 8 0,125 0,323407 | 0,8231 x 102

16 x 16 0,0625 0,200552 | 0,2636 x 10~2
32 x 32 0,03125 0,110145 | 0,7640 x 1073
64 x 64 | 0,015625 0,056 758 | 0,2025 x 1073
128 x 128 | 0,0078125 | 0,028613 | 0,5146 x 10~4

On remarque que pour les grandes valeurs de h, la courbe de ||u — u,ll\ |10 a une pente différente
mais au fur et a mesure que la valeur de h diminue, la pente devient trés voisine de 1. On trouve
en effet une valeur de 0,989 en prenant les trois derniers points. La commande polyfit de matlab
peut étre utile a cet effet.

Si on travaille en norme ||u —up||o,o, on remarque que conformément 4 la relation 7.7, on a une
courbe de pente 2 (en fait 1,95 en prenant les trois derniers points). Ceci illustre une fois de plus
que les dérivées de la fonctions u(x) convergent moins vite que la fonction u(z) elle-méme.

Approximation quadratique

Dans ce second cas, on choisit des approximations quadratiques sur chaque élément (voir la
figure 6.2). Nous notons u,QZ la solution numérique obtenue. On sait alors que :

llu — uhl[10 = Ch?
et on obtient cette fois une droite de pente 2 sur une échelle logarithmique :

In (Hu_uinm) ~2Inh+InC
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Figure 7.3 — Erreurs commises pour les approximations linéaire et quadratique
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Le tableau suivant résume les résultats obtenus :

Convergence : cas quadratique

Maillage h [|lu — 'U/%LHlQ [|u— U%HQQ
4 x4 0,25 0,242390 | 0,5179 x 1072
8 x 8 0,125 0,146069 | 0,3043 x 1072

16 x 16 0,0625 0,052467 | 0,3694 x 1073
32 x 32 0,03125 0,015405 | 0,3406 x 10~*
64 x 64 | 0,015625 0,004136 | 0,4345 x 1075
128 x 128 | 0,0078125 | 0,001056 | 0,5477 x 10~°

On observe le méme comportement que dans le cas linéaire si ce n’est que les ordres de convergence
sont maintenant 2 (1,97 avec les trois derniers points) pour la norme ||u — u?||1.o et 3 (2,98 avec
les trois derniers points) pour la norme ||u — u?||o.o (voir la figure 7.3). On remarque de plus que,
pour un maillage donné, les erreurs sont beaucoup plus faibles si on utilise une approximation
quadratique. En fait, la solution obtenue sur un maillage avec une approximation quadratique est
toujours plus précise que celle obtenue avec une approximation linéaire sur le maillage ayant 4 fois
plus d’éléments. ¢

Exemple 7.11. Pour illustrer de maniére plus pragmatique comment on peut vérifier la conver-
gence d’une solution numérique, nous reprenons le probléme thermique du chapitre 6 page 155. On
retrouvera la géométrie et les conditions aux limites a la figure 6.13.

On peut s’assurer d’une plus grande précision en résolvant le méme probleme sur une série de
maillages de plus en plus fins. On note cependant ici que ’on ne connailt pas la solution exacte et
que 'on ne peut pas calculer une erreur de fagon précise. Chaque maillage comporte 4 fois plus
d’éléments que le précédent et est obtenu en divisant chaque aréte du maillage en 2, multipliant
ainsi le nombre d’éléments par 4. Ils comportent respectivement 312, 1248, 4992 et 19968 éléments
linéaires. Les trois derniers maillages utilisés et les isothermes correspondantes sont présentés a la
figure 7.4 (seul le maillage le plus grossier n’est pas illustré). On y constate une tres légere évolution
des isothermes méme si le portrait global reste sensiblement le méme.

On peut davantage saisir ces variations a la figure 7.5 ot nous avons effectué une coupe de la
température sur 'axe y = 1 correspondant au milieu de la partie inférieure de la géométrie. Nous
avons également résolu le probleme sur le maillage de 19968 éléments avec une approximation
quadratique et cette solution nous servira de « solution exacte » (ce qui n’est pas vraiment le cas).
On constate quand méme que lerreur est divisée par un facteur 2 sur chaque maillage puisque la
valeur de h est divisée par 2 et que nous avons utilisé un élément linéaire. ¢



172 Chapitre 7

R
i 1.250e+02
i ¥ 9
0 9 N N N
1] N N N N N N
S N SN N SN )
N N N N 121
N Y N S
A8 N N N N N N -
048 N G N N _
il -
— a7
1124
"
T T T
o e e e o — 108
Wl Vil W i W W W o
Pl kWl
L Pt Wl 2 W e W
- T L e ] 103.7
AT
TaEE
NN AAAAAAAAAAAAAA
1.000=+02
T
1.250e+02
e
147
EE
a2
EZZ
= 121.6
as
A
11
11 L
L1 I
i —17.3
i P fa o
5| 'A'A'Aﬂ""ﬂ""ﬂﬂl
1AAAAAAAA b
Eﬁﬁﬁ“‘rﬁrl -
1 P A N
P VVV‘V‘V‘""""J
I Y Y Y Y Y NN g e
0 0 N N 0 00 0 X
PRI IITIIIAA, I
) T 0 Y LN Y —
EE e R R N
EEEEEEERERERRERER
L‘L‘L‘L‘L‘L‘L‘L“‘A‘L‘L‘HR =
Sossoa — 10B.4
g -
104.3
SERRERRR
EEEREEERELT
REERRRERREH 1.0002+02
T
1.259=+02
1218
—n
—n3
— 108.6
104.3
1.000=+02

Figure 7.4 — Transfert thermique : maillages et solutions



Analyse de convergence 173

130 T - : ;
# Maillage 1
O Maillage 2
v Maillage 3
--+- Maillage 4
125 —— Solulion gquadraligus

Figure 7.5 — Coupe de la température sur axe y = 1
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Chapitre 8

Problemes non linéaires

Nous n’avons jusqu’a maintenant considéré que les problémes linéaires qui sont certes importants
mais non suffisants pour les applications. En effet, la nature, ou plus précisément les modeles que
nous utilisons pour décrire les phénomenes naturels, est le plus souvent non linéaire. La théorie
développée dans les premiers chapitres n’est malheureusement valide que dans le cas linéaire. En
effet, le théoréeme de Lax-Milgram permet de montrer I'existence et 'unicité de problemes de la
forme :

& trouver une fonction u € V telle que :

a(u,w) = l(w) YweV (8.1)

ou [ et a sont respectivement des formes linéaire et bilinéaire. Ce ne sera plus le cas dans ce chapitre.
Bien que la théorie des problémes non linéaires soit beaucoup plus complexe, nous nous limite-
rons a une généralisation formelle de la théorie développée dans le cas linéaire. Il faudra toutefois
étre conscients que les espaces fonctionnels impliqués sont parfois plus complexes que les espaces
HY(Q) et H?(2) rencontrés jusqu’a maintenant.
Le plus simple est de considérer immédiatement un exemple d’équation aux dérivées partielles

non linéaire :
p(x, u(x))u(z) — V- (¢(z,u(x)) Vu(z)) = r(z,u(x))

auquel on ajoute par exemple des conditions aux limites essentielles sur u. On remarque la dépen-
dance des fonctions p, g et r sur la variable inconnue u. C’est ce qui rend le probléme non linéaire.
La non-linéarité pourra aussi, comme nous le verrons, provenir des conditions aux limites.

Nous procéderons comme dans le cas linéaire. Multiplions par une fonction test w(x) dans un
espace fonctionnel V' et intégrons par parties sur le domaine 2. On obtient ainsi :

[ p@ u(@)u@) wie) o, u@) V(@) Vu(z) do- [
Q

s (¢(x,u(x))Vu(x))nwds = / r(x,u(x)) w(x) dv

Q

Puisque nous avons supposé des conditions aux limites essentielles sur toute la frontiere, I'intégrale
de bord s’annule et il reste :
& trouver une fonction u(x) € V telle que :

/ p(z, u(x))u(x) w(z) + ¢(z, u(x)) Vu(x) - Vw(z) dv = / r(z,u(x))w(x) dv Yw(x) eV
Q Q

175



176 Chapitre 8

On constate immédiatement que le terme de gauche de cette expression ne représente pas une
forme bilinéaire en raison des coefficients p(x,u) et ¢(x,u). Par conséquent, le théoreme de Lax-
Milgram ne peut donc pas s’appliquer ici.

Pour résoudre, on devra linéariser le probleme c’est-a-dire en ramener la solution & un probleme
linéaire ou plus précisément a une suite de problemes linéaires. La convergence de cette suite de
problemes linéaires vers la solution du probleme non linéaire de départ n’est toutefois nullement
garantie. On voit immédiatement ’analogie avec les systemes de fonctions algébriques non linéaires :

flx)=0
que l'on peut résoudre (voir Fortin, réf. [25]) par des méthodes de points fixes, par la méthode de
Newton, etc. Toutes ces méthodes se généralisent assez facilement aux problémes variationnels.
8.1 Rappel sur les systemes d’équations non linéaires

Dans cette section, nous rappelons quelques techniques de base pour la résolution des équations
non linéaires. Le probléme consiste a trouver le ou les vecteurs x = (z1, z2, 3, -+, T,) vérifiant les
n équations non linéaires suivantes :

f(x)=0
ou plus explicitement :
f1($1,$2,x3,"' ):Un) = 0
f2(l'1,l’2,l‘3,"- ,1'n) 0
f3(ﬂ§'1,l’2,$3,"' ,ﬂfn) =0 (82)
fn(xlaxZal‘?n”' )x’n) - O

ou les f; sont des fonctions de n variables que nous supposons différentiables. Contrairement aux
systemes linéaires, il n’y a pas de condition simple associée aux systemes non linéaires qui permette
d’assurer ’existence et I'unicité de la solution.

Les méthodes de résolution des systémes non linéaires sont nombreuses. Nous présentons ici un
cadre relativement général pour les méthodes itératives avec comme cas particulier important la
méthode de Newton. La présentation incluera toutefois des variantes de cette méthode de méme
qu’un apercu des méthodes de points fixes.

L’application de la méthode de Newton a un systeme de deux équations non linéaires est suffi-
sante pour illustrer le cas général. Considérons donc le systéme :

{f1($1,332) =0
fo(z1,22) = 0

Soit (29, 29), une approximation initiale de la solution de ce systéme. Cette approzimation initiale
est cruciale et doit toujours étre choisie avec soin. Le but de ce qui suit est de déterminer une

correction (0z,,0z,) & (29, 29) de telle sorte que :

fl(x(l)'i_(sm’xg—'_(sm) =0
f2($?+(511,l’g+512) =0
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Pour déterminer (dz,,dy,), il suffit maintenant de faire un développement de Taylor en deux va-
riables pour chacune des deux fonctions :

of of

0 = filad o) + 5o (ad ) bn, + 5 (a4, 09) O + -
0 0

0 = fola®ad) + 2229 29) 6, + 22 (a0 28) 6, 1
8.7)1 ox i)

Dans les relations précédentes, les pointillés désignent des termes d’ordre supérieur ou égal a
deux et faisant intervenir les dérivées partielles d’ordre correspondant. Pour déterminer (0, ,dy,),
il suffit de négliger les termes d’ordre supérieur et d’écrire :

afl afl 0
8131( ) 62?1 + 5 do ( "T2) 6362 = _fl(gc(l)vxg)
2P Ofs 0
8.271( )6I1+8 2( lax2) 0py = _f2($(1)a$g)
ou encore sous forme matricielle :
of1 of
rahal) Flahad) | [ on (a8, a9)
Of2 . 0 oy 9f2, 0 o -
87:1(961’962) 873:2(3717372) Oz fa(x9, 29)
Ce systeme linéaire s’écrit également sous une forme plus compacte :

Jp(2Y,29) 8, = — f(af, 23) (8.3)
ot Jy(29,29) désigne la matrice des dérivées partielles ou matrice jacobienne évaluée au point
29,29), 8, = (84,,04,) est le vecteur des corrections relatives & chaque variable et ott — f(x9, 29
1042 1 2 1,42

est le vecteur résidu évalué en (x,29). Le déterminant de la matrice jacobienne est appelé le

jacobien. Le jacobien doit bien entendu étre différent de 0 pour que la matrice jacobienne soit
inversible. On pose ensuite :
x% = 1'(1) + 0z,
ZL‘% = ZL'g + 0z,
qui est la nouvelle approximation de la solution du systeme non linéaire. On cherchera par la suite
a corriger (x1,zd) d'une nouvelle quantité (8,), et ce jusqu’a la convergence.
De maniere plus générale, on pose :

r of1 df1 of

8761(33 ) 87952(:8 ) T%(wk)

= | @) Gy e
8fn 8fn Ofn

I 87:1@ ) 8732(% ) e aTCn(fEk) |
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c’est-a-dire la matrice jacobienne évaluée au point & = (x]f , :B’Q“, ‘e ZL'ZZ) De plus on pose :

fl(fDZ) 5951
fula) b,

pour en arriver a 'algorithme général suivant extrait de la référence [25].

Algorithme 8.1: Méthode de Newton

1. Etant donné €, un critere d’arrét

2. Etant donné N, le nombre maximal d’itérations

3. Etant donné «° = [z9 2§ ... 297

systeme

, une approximation initiale de la solution du

4. Résoudre le systeme linéaire :
Jp(@t) 8, = —f(a¥) (8.4)

et poser :
it =2k 1§,

. [0
5. S1W<e et ||f(xFh|| <e:

— convergence atteinte
— écrire la solution x**!
— arrét
6. Si le nombre maximal d’itérations IV est atteint :
— convergence non atteinte en IV itérations
— arrét

7. Retour a I’étape 4

La méthode de Newton n’est qu'un cas particulier de schéma itératif pour la résolution du
systeme 8.2. De facon plus générale, on peut écrire un schéma itératif sous la forme :

Ap(F —2F) + f(2F) =0 (8.5)
ou Aj est une matrice non singuliére. L’équation 8.5 a alors comme unique solution :

ettt =2k — A (2R) (8.6)

La méthode de Newton n’est qu'un cas particulier ou Ay = Jf(ack).

Remarque 8.2. Il est bien entendu que I'expression 8.6 ne signifie nullement qu’il faille inverser
la matrice Ay ce qui serait terriblement cofiteux. On résoudra en fait le systéme linéaire 8.5. <«
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Les variantes de la relation 8.5 sont nombreuses. L’idée de base étant toujours de diminuer les
coflits de calcul et de mémoire. En effet, le calcul de la matrice jacobienne est une opération cotiteuse
qui doit étre effectuée a chaque itération. On a alors imaginé des variantes qui contournent cette
difficulté au moins en partie. Ces variantes dépendent de la forme de la fonction f(x). Par exemple,

| f(z) = B(z)z - g(x) (8.7)

ou B(x) est une matrice dont les coefficients peuvent dépendre eux-mémes de la solution (mais pas
forcément) et que l'on suppose inversible et g(x) est une autre fonction non linéaire. En prenant
Ay, = B(x¥), I'équation 8.6 devient :

P = ok - Bt (Bat)at -~ gat)) = B @b)g(ah)

qui revient au systeme linéaire :

B(a")2" = g(at) (8.8)

En particulier, si B = I, on a la méthode des points fixes classique. Si la matrice B ne dépend pas
de x, la convergence de 'algorithme 8.8 vers la solution (le point fixe) r est liée au rayon spectral
p (voir Fortin [25]) de la matrice B~1(J,(r)) (J, est la matrice jacobienne associée a la fonction
g). Plus précisément, on doit avoir :

p(B7yr)) <1

pour que l'algorithme puisse converger. Encore faut-il que l'estimation de départ z° ne soit pas
trop loin de la solution. En pratique, il est extrémement difficile de s’assurer que cette condition
est satisfaite.

De nombreuses autres variantes entrent dans ce cadre général. Par exemple, on peut prendre
A =J f(azo) = Ag ce qui revient & fixer la matrice la matrice itérative A; a la premiére matrice
jacobienne. Cela évite de réassembler et refactoriser une nouvelle matrice jacobienne a chaque
nouvelle itération. Il peut en résulter un gain important en temps de calcul au risque d’une plus
grande vulnérabilité au niveau des propriétés de convergence. On peut aussi remettre a jour cette
matrice de temps a autre. Cette variante est parfois intéressante pour les problémes instationnaires
ou il n’est pas forcément nécessaire de calculer la matrice jacobienne & chaque itération de chaque
pas de temps.

8.2 Dérivée d’une fonctionnelle

Pour éventuellement appliquer la méthode de Newton a la résolution dans le cas d’une formula-
tion variationnelle non linéaire, nous devons étendre le concept de dérivée aux fonctionnelles. C’est
I'objectif des définitions suivantes.

Définition 8.3: Fonctionnelle dérivable

Soit G(v) une fonctionnelle définie sur un espace de Hilbert V. On dit que G est dérivable en
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vo 8l existe une fonctionnelle linéaire de V' dans R notée D,G(vy) telle que :
G(vo + 6y) = G(vg) + DyG(v0)[00] + ||0w]] 0(0y) (8.9)
ot 0(d,) est une fonctionnelle vérifiant :

lim o(5,) = 0
i, 0(6v)

Cette définition revient a supposer 'existence d’une forme de développement de Taylor puisque le
dernier terme de droite doit étre petit pour des d, petits. Il reste a définir le sens de ’expression :

D, G(vo)[6y]

Définition 8.4: Dérivée de Gateaux

Soit G(v) une fonctionnelle dérivable en vy. La dérivée de Gateaux de la fonctionnelle G par
rapport a v en vy et dans la direction ¢, est définie par :

DuGln)on] = G () 6] = tig SOELIZCO)_ LGy ey (s10)

si cette limite existe. Si la limite existe Vd, € V, alors on dit que G possede une dérivée de
Gateaux en vyg.

On reconnait 1a une dérivée directionnelle. On nomme parfois cette dérivée la premiére variation
de G. Le terme de droite contient une dérivée classique par rapport & une variable réelle € et est
plus simple & calculer. !

Remarque 8.5. Propriétés de la dérivée de Gateaux :

En vue des applications des prochains chapitres, nous nous placerons dans un cadre légerement
plus général. Nous considérerons en effet des fonctionnelles allant d’un espace vectoriel normé V' a
un autre espace vectoriel normé W. La dérivée de Gateaux est alors une fonctionnelle linéaire de
V dans W. Dans beaucoup de situations, W sera tout simplement ’ensemble des réels R.

1. Dérivée d’une somme : Si G; et Gy sont des applications de V' dans W et si G(v) =
G1(v) + G2(v), alors :

DU(Gl + GQ)(UO)[(SU] =D,G4 (’U())[(SU] + D’UGQ(UO)[&U} (8.11)

2. Dérivée d’un produit : Si G; et G2 sont des applications de V' dans W et si on pose
G(v) = G1(v)-Ga(v), alors :

DU(Gl . Gg)(vo)[(sv] = D,Gq (UU)[(SU] . GQ(U()) + G4 (1}0) . DUGQ(UO)[(SU} (8.12)
1. René Eugene Gateaux (1889-1914) était un jeune mathématicien frangais tué au combat au début de la premieére

guerre mondiale et dont les travaux ont été repris et généralisés par Paul Pierre Lévy et publiés a partir de 1919.
N.B. D’apreés son acte de naissance, son nom s’orthographie sans accent circonflexe.
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On notera au passage que la notation () peut désigner toute forme de produit définie sur
w.

3. Dérivée de la composition de deux fonctionnelles : Si G; est une fonctionnelle de
V dans U (un espace vectoriel) et si Gy est une fonctionnelle de U dans W, alors on peut
composer G; et Go et ainsi définir une fonctionnelle G de V dans W par la composition
suivante : v — G1(v) = u € U — Ga(u) = G2(G1(v)) = G(v) € W. La dérivée de
Gateaux est alors une fonctionnelle linéaire de V' dans W définie par :

Dy(G2(G1(v0)))[00] = DuG2(uo) [(DuG1(v0)[0u]] 0t ug = G1(vo) (8.13)

<

8.3 Application aux formulations variationnelles
Considérons le probléme non linéaire :

(u(x))* = V- (¢(x)Vu(x)) = r(x) dans Q
(8.14)
u(x) = 0 sur T’

Pour simplifier '’exposé, nous supposerons des conditions essentielles homogeénes sur u, le cas non
homogene ne posant aucune difficulté supplémentaire. La non-linéarité provient du premier terme
de gauche affublé d’un exposant a pour le moment quelconque (mais différent de 0 ou 1). Une
formulation variationnelle pour ce probleme est alors :

& Trouver u(zx) € HL(Q) telle que :

/Q((u(:c))o‘w(m)—kq(a:)Vu(a:)-Vfw(:r:)) dv:/ﬂr(w)w(:c) dv Vw(z) € H(Q)

On pose alors :

Rlu, w) = /Q (u(@))w (@) + ¢(2)Vu(z) - Vu(z)) do— /Qr(a:)w(a:) dv
et le probleme peut maintenant s’écrire :
Rlu,w) =0 Vw(x) € H}(Q)

Pour les systemes algébriques non linéaires, nous avons utilisé la méthode de Newton qui nécessitait
le calcul d’une matrice jacobienne et donc le calcul des dérivées partielles. Revenons maintenant a
notre probleme non linéaire de départ. Partant d’une premiére approximation ug (x) de la solution et
vérifiant toutes les conditions aux limites essentielles (homogenes ou non), on cherche une correction
du() telle que :

R(ug(as) +0u(x), w(x)) =0 YweV
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Remarque 8.6. La notation utilisée ici est similaire a celle du cas linéaire. Dans le cas linéaire,
on partait d’un relévement des conditions aux limites essentielles u4 et on calculait une solution 9,
vérifiant les conditions essentielles homogénes de sorte que :

u(@) = ug(e) + 5, ()

soit la solution du probléme. Dans le cas non linéaire, la fonction u(g) peut étre percue comme un
relevement des conditions aux limites essentielles et d,(x) a exactement le méme role que dans le
cas linéaire. «

Appliquant le résultat précédent, on trouve :
0= R(ug,w) + Du(ug,w)[éu] + |[6u]] 0(0n, w)
Négligeant le terme ||d,||0(dy, w), on doit maintenant résoudre :
DUR(ug,w)[éu] = —R(ug,w)

qui est un probléme linéaire et qui correspond exactement au systeme linéaire 8.4 pour les systémes
d’équations algébriques. Si on revient a notre exemple, on a :

D, R(u)(x), w(x))[bu()] = di (R (@) + edu(@), w(@))] le=o

o </Q (@) + 8u(@))* w(@) + q(2) V (uh (@) + €8,(@)) - V(@) dv

de
_ / r(a)w(w) dv>

Q

e=0

= /Q (a(uf(@) + €8u(2))*bu(@) w(x) + () Viu(@) - Vio(x)) dv

_ /Q (@)™ bu(x) w(z) + g(@)Viu (@) - Vu(x)) do

Le probléme linéarisé consiste donc a :
& Pour ug(:c) donné, trouver d§,(z) € HE(Q) telle que :

/Q (a(ug(zc))a_léu(a:) w(x) + q(x)Vo,(x) - Vw(ac)—i—) dv = —R(ug(:p), w(x)) Yw(x) € H(Q)

Une fois ce probleme linéaire résolu, on obtient une nouvelle approximation de la solution en posant
u;(x) = ug(a:) + du(x). On en arrive a l'algorithme :

— ug(m) étant donné;

— On résout pour k > 1 :

e=0

/Q (a(u’;*l(w))afléu(w) w(x) + q(x)Vou(z) - Vw(a:)—i—) dv = —R((ug)" (), w(x)) Yw(z)<c H]

(8.15)

— Mise a jour de la solution : ulg(w) = ulg“_l(a:) + du(x);

()
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Algorithme 8.7: Méthode de Newton

Etant donné e, un critere d’arrét

Etant donné N, le nombre maximal d’itérations

0
g

Résoudre le systeme linéaire :

Etant donné u (x), une approximation initiale de la solution du systéeme

==

Dy R(uF, w)[6,] = —R(u*, w) (8.16)

g’ g’

5. Mise a jour :
u§+1(w) = ulg(w) + 0y ()
[|9ullv
[lug ™ {|v
— convergence atteinte
— écrire la solution ugy1(x)
— arrét

6. Si < €

7. Si le nombre maximal d’itérations IV est atteint :
— convergence non atteinte en N itérations
— arrét

8. Retour a I’étape 4

L’algorithme de la méthode de Newton 8.16 converge généralement a 'ordre 2 ce qui signifie
que si u est la solution du probléme non linéaire, alors :

k k
llu —ug ™y = Cllu — g},
et la norme du résidu a exactement le méme comportement c.-a-d. :
k k
1R (ug™)loo = Cl|R(ug)|l% (8.17)

Notre probléme non linéaire n’est pas sans rappeler la forme de 1’équation 8.7 pour les systemes
algébriques. On peut aussi proposer les algorithmes de points fixes suivant :

— ug étant donné;

— On résout pour k > 1 :

/ q(ac)Vu];H(w) -Vw(x) dv = — / (ulg(w))o‘ w(x) dv —|—/ r(x)w(x) dv Yw € HH(Q)
N ! ? (8.18)

ou encore :

/ (q(a:)Vulgngl -Vw + (u’;(x))a_lug+1(w) w(w)) dv = / r(x)w(x) dv Yw € HH(Q)
N ? (8.19)
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Les 2 derniers algorithmes sont des variantes de ’algorithme 8.7 pour les systémes algébriques.
Remarque 8.8. Les algorithmes de points fixes convergent généralement linéairement :
HU—U’;HHVECHU—U];HV (C<1) (8.20)

Puisqu’il n’est pas toujours possible de calculer la norme de l'erreur, on note qu’en pratique, la
norme du résidu a exactement le méme comportement c.-a-d. :

|R(uf ) ||oe ~ Cl|R(uF)]| (8.21)

Les formes bilinéaires des formulations variationnelles 8.15, 8.18 et 8.19 sont symétriques mais
ce n’est pas forcément toujours le cas. La méthode de Newton notamment, méne souvent a des
matrices non symétriques. Les matrices symétriques sont plus avantageuses car elles nécessitent
moins d’espace mémoire et surtout, si elles sont de plus définies positives, on peut utiliser des
méthodes itératives telles le gradient conjugué (préconditionné) pour résoudre les systémes linéaires
correspondants. Dans le cas non symétrique, il existe également des méthodes itératives tres efficaces
comme la méthode GMRES (« Generalized minimal residual »). <«

Exemple 8.9. On considere un probléme unidimensionnel pour illustrer les notions de convergence
des méthodes de Newton et de points fixes. On cherche donc & résoudre dans l'intervalle |0, 5] :

_&u
dx?

u(0)=ud) = 0

(0) = per®

On multiplie par une fonction test w (en notant dorénavant w au lieu de w(z) pour alléger la
notation) s’annulant en x = 0 et x = 5 et on intégre sur le domaine. On obtient la formulation
variationnelle :

5 du dw

5
A %dwdm:/oﬂe w dr

0

4 donnée et vérifiant les conditions aux limites essentielles,

de sorte que pour pour une fonction u
on définit la fonctionnelle résidu :

5 duodw o)
R(ug,w) :/0 <d;da:_ﬁe 9w | de

La méthode de Newton appliquée a ce probleme nécessite le calcul d’'une correction d,, solution de :

5 (dé, dw 0 5 (du dw 0
Py u ” — g u d
/()(dxdx—i-ﬁegd w)d:r /o<da:dx Begw> T
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Pour 3 = 1/10 et pour u? = 0, les itérations de la méthode de Newton ont donné les résultats

suivants : !
Méthode de Newton
Ttération | [[R(uf™)]|o
1 0,421 x 1070
2 0,361 x 107!
3 0,332 x 1073
4 0,285 x 10~
5 0,710 x 10~17

On constate la convergence quadratique (voir équation 8.17) typique de la méthode. Par contre,
une méthode de points fixes possible serait :

5 du}] dw

5 0
— 2 dr = U d
\ dr do T /Oﬁeqw T

qui peut aussi s’écrire en posant u; = ug + Oy :

5 5 [ du®
Cw“dwdw__/ ﬂdﬂ_ﬂeugw dx
o dx dx 0

On obtient alors les itérés suivants :

Méthode de points fixes

Itération | [|R(uf™)|o [| Itération | [[R(ub™!)][o
1 0,312 x 100 7 0,632 x 1073
2 0,937 x 1071 8 0,238 x 1073
3 0,326 x 107! : :
4 0,119 x 107! 22 0,281 x 10~ 1
5 0,447 x 1072 23 0,106 x 10~ 1
6 0,167 x 1072 24 0,400 x 10~12

La convergence est visiblement linéaire (voir ’équation 8.21) avec une constante C' de l'ordre de
0,37. Si on modifie tres légerement en prenant 5 un peu plus grand (8 = 1/5), la convergence est

plus difficile. Partant encore de ug = 0, ni la méthode de Newton, ni celle des points fixes n’a

convergé. Une stratégie alternative est donc nécessaire. Le probléme provient du choix de ug =0
qui est trop loin de la solution recherchée. Pour remédier a cela, on peut par exemple résoudre
d’abord avec = 1/10 et se servir de la solution obtenue comme point de départ pour la résolution
a f = 1/5. On récupere ainsi la convergence quadratique. Une telle stratégie est appelée méthode
de continuation et il en existe plusieurs variantes plus ou moins sophistiquées. ¢
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8.4 Exercices

1. On veut résoudre le probleme non linéaire suivant par la méthode de Newton :

—V - [k(1 + M?)"Vu(x1,22)] = f(x1,22) dans Q

u(zy, x2) = g(x1,m9) sur Ty

{k(l + )\uz)m} @(xl x2) = h(z1,z2) surIy
on" ’

ou k, A et m sont des constantes positives.

a) Obtenir la fomulation variationnelle, linéariser le probléme et donner l’algorithme de la
méthode de Newton.

b) Pour bien converger, la méthode de Newton requiert une solution de départ vérifiant les
conditions essentielles et « pas trop loin » de la solution du probléme. Suggérer une fagon
d’obtenir ug.

c¢) Proposer maintenant une méthode de points fixes pour ce probléeme.

. On veut résoudre le probleme non linéaire suivant par la méthode de Newton :

—V - (kVu(z1,22)) = f(z1,22) dans

(1, z2) = g(x1,x2) sur I'g

k%(:cl x2) = —h(ut(z1,20) —ud) sur Ty
on' "’ ’ o°

ou k, h et uy, sont des constantes positives.

a) Pour bien converger, la méthode de Newton requiert une solution de départ vérifiant
les conditions essentielles et « pas trop loin » de la solution du probléme non linéaire.
Suggérer une facon d’obtenir wuyg.

b) Linéariser le probléme et donner I’algorithme de la méthode de Newton.
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Problemes instationnaires

Les problémes d’évolution (instationnaires) sont d’une tres grande importance pratique. La
nature méme de certains problémes fait en sorte qu’un état permanent (indépendant du temps) n’est
jamais atteint. L’écoulement turbulent d’une riviere en est un exemple. On peut aussi s’intéresser
a la transition entre 1’état initial d’un systeme et son état permanent. Dans chaque cas, la solution
recherchée varie non seulement en espace mais aussi avec le temps t.

9.1 Rappel sur les équations différentielles ordinaires

Avant de passer au cas des équations aux dérivées partielles, il convient de faire un rappel sur les
schémas instationnaires classiques pour les équations différentielles ordinaires. Nous référons le lec-
teur a Fortin, réf. [25] pour une discussion plus compléte. Soit le systéme d’équations différentielles
ordinaires :

dU
- = ft,U), pour t € [to, ]
U(ty) = Uy

On cherchera a obtenir une approximation de la fonction u(t) pour tg <t <ty. Soit tp <t < ... <
tn = ty une partition de l'intervalle [to , tf] et Aty = tpy1 — tn. On notera U, 'approximation
de U(t) en t = t,,. L’idée la plus simple consiste a remplacer la dérivée temporelle par une formule
de différences finies. Par exemple :

Un+1 - Un

A, — tn bl n
Atot f(tnt1, Uns1)
U(to) = Uy

qui donne le schéma d’Euler implicite d’ordre 1 ou encore :

3Un 1 — 4Un + Un—l
hs AL = f(thrb Un+1)

U(to) = U

187



188 Chapitre 9

qui est le schéma de différence arriere d’ordre 2 (ou schéma de Gear) ol on a supposé que le pas
de temps était constant (At, 1 = At, = At). Il s’agit ici d’un schéma a deux pas en ce sens que
l’on doit conserver la solution aux deux pas précédents (en ¢t = t,, et en t = t,,_1) pour calculer la
solution au temps t = t,,41. On peut aussi introduire un schéma explicite (Euler) :

Uﬁ+1_‘Uﬁ

AL = tn;Uﬁ
Aty I )
U(to) = Uy

Plusieurs variantes sont ainsi possibles, chacune ayant ses avantages et inconvénients, la plus im-
portante considération étant la stabilité dont nous discuterons un peu plus loin.

On peut regrouper un certain nombre de ces schémas et introduire une famille de méthodes
numériques en considérant la somme pondérée des dérivées de U de la maniere suivante :

dU dU U(tns1) — Ultn)

0% ) (1= 0) G (0) = =

7 o pour 6 € [0,1] (9.1)

qui méne directement au schéma général :

Upy1 — U,
Xli =0f(tnt1,Unt1) + (1 = 0) f(tn, Un)
tn+1
ou encore :
Unt1 = Un + Atpt1 (0f (tnt1, Uns1) + (1 = 0) f(tn, Un)) (9:2)

On appelle theta-schéma cette famille de discrétisations temporelles.

9.1.1 Ordre de convergence

Nous ferons I’analyse dans le cas ou le pas de temps est constant c.-a-d. At,+; = At. On montre
alors facilement, a ’aide des développements de Taylor appropriés, que 'erreur de troncature locale
(voir Fortin [25]) est :

i (80) = (P =IO 10, Ult)) = (1= 0050, U )
2 3
= (5-0) Atuna Gt + (5= 5 ) (At 5 (0 + -

et on en tire les conclusions suivantes :

— Le schéma d’Euler explicite (§ = 0) est d’ordre 1;

— Le schéma d’Euler implicite (§ = 1) est également d’ordre 1;
— Le schéma de Crank-Nicholson (6 = 1) est d’ordre 2.
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9.1.2 Stabilité absolue

L’ordre de convergence ne fait pas foi de tout. Pour étudier la stabilité absolue du theta-schéma,
on considere (voir Fortin [25]) I’équation différentielle :

U'(t) + \U(t) =0, U(0) =1 (9.3)

dont la solution analytique est simplement U(t) = e~*. On considerera le cas oli A est un nombre
complexe dont la partie réelle est positive. La solution est donc décroissante et on souhaite avoir
la méme propriété pour le schéma numérique. Si on applique le theta-schéma a cette équation
différentielle particuliére, on obtient :

Up+1 =Up — 0AUp41 — (1 = 0)NU,
et en regroupant, on trouve facilement que :

1— At(1— 0)/\) .

U”“_( 1+ O\AL

Puisque A est potentiellement un nombre complexe, on pose z = AAt = x + iy et la suite U, sera
donc décroissante si :

1—-(1-20
’()Z < 1ouencoresi |1—(1—6)z| <|1+6z] (9.4)

1+ 6z

et on rappelle que I'on ne s’intéresse qu’au cas ou la partie réelle = est positive . Un simple calcul
montre que cette derniere condition est équivalente & :

(1—20)(2* +¢°) < 2z (9.5)

et de cette inégalité, on tire immédiatement les conclusions suivantes :

— Si# > 1/2, inégalité est vérifiée pour tout x > 0. La zone de stabilité absolue contient donc
tout le demi-plan des nombres complexes a partie réelle positive et on dit que le schéma est
inconditionnellement stable. C’est donc le cas du schéma de Crank-Nicholson qui est de plus
d’ordre 2.

— Le cas # = 1 correspond au schéma d’Euler implicite qui est donc inconditionnellement
stable mais seulement d’ordre 1.

— Pour 6 < 1/2, I'inégalité 9.5 peut s’écrire

(- 12m) < ()
YT 1 9g) Y 1- 26
et le schéma est dit conditionnellement stable. La zone de stabilité absolue est le cercle de

centre (1/(1 —26),0) et de rayon 1/(1 — 26).

1. On notera qu’il y a un changement de signe de A par rapport a la référence [25]. La raison deviendra plus
évidente lorsque ’on considérera les applications en éléments finis
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— En particulier, pour le schéma d’Euler explicite (§ = 0), la zone de stabilité absolue est
I'intérieur du cercle centré en 1 et de rayon 1. Pour A réel positif (x = AAt > 0 et y = 0),
cela signifie que soit

—-1<MAt-1<1

L’inégalité de droite est triviale mais celle de gauche donne une borne supérieure pour le
pas de temps :

2
0 <At < -
A
On montrera (voir les exercices de fin de chapitre) que dans le cas général, cette condition
s’écrit : )
D<At < ———— 9.6
(1 —20)\ (96)

Dans l'utilisation de la méthode des éléments finis, c’est un systeme d’équations différentielles
que nous rencontrerons. Plus précisément, dans le cas d’une équation linéaire, nous obtiendrons
une forme quasi-variationnelle de la forme :

MU+ AU=F+ S

ou l'on peut supposer les matrices M et A symétriques et définies positives. Pour 'analyse de
stabilité absolue, on peut considérer I’équation homogeéne :

MU + AU =0

qui peut aussi s’écrire : )
U+M1AU =0

La matrice M ~'A étant définie positive, elle possede une base de vecteurs propres orthonormaux
et chaque vecteur propre est associé a une valeur propre réelle et positive. On peut donc écrire
M—1A = QAQT ou @ est une matrice orthonormale dont les colonnes sont les vecteurs propres de
M~ A tandis que la matrice A est diagonale et contient les valeurs propres. On a alors :

U+QAQTU =0
et en posant Q7U =Y de sorte que U = QY on obtient :
Y+AY =0

qui n’est rien d’autre qu'un systéeme d’équations différentielles totalement indépendantes les unes
des autres et toutes de la forme 9.3. L’analyse de stabilité est donc la méme et dans le cas des
schémas conditionnellement stables, on prendra la contrainte la plus serrée sur le pas de temps.
Dans le cas du schéma d’Euler explicite, la condition de stabilité absolue sera :

At <

Amax
ol bien entendu, A\nqe est la plus grande valeur propre de M 1A,

Remarque 9.1. En pratique, il n’est pas facile de s’assurer de respecter cette condition de stabilité
car les valeurs propres de M 'K sont en général inconnues. <«
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9.2 Formulation quasi-variationnelle
Nous considérerons ici ’équation aux dérivées partielles :
(@, t, ulw, )i, £) + pla, t,u(@, ))ulz, 1) (2,1

-V - (q(z, t,u(x,t))Vu(e,t)) = r(x,t,u) dans Q

u(z,t) = g(x,t) sur Ty (9.7)
q(w,t,u(w,t))?—i(w,t) = h(x,t,u(x,t)) sur Ty
u(z,tg) = wuo(z)
_ Ou

que nous avons vue au chapitre 6 mais enrichie d'une dérivée temporelle u(x,t)) = 57 (x,t) ainsi que
d’une condition initiale. On remarque de plus que les fonctions p, ¢ et » de méme que les conditions
aux limites peuvent dépendre du temps (mais pas forcément) et méme de la solution u elle-méme
dans le cas non linéaire. Il s’agit donc d’un probléeme d’évolution en temps a partir d’'une condition
initiale donnée. On cherche ainsi & obtenir une approximation de la fonction u(x, t) = u(xy, x2, x3,1t)
pour tg <t <ty et £ dans un domaine 2. On ne pourra calculer la solution que sur une partition
to < t1 < ... <ty =ty de lintervalle [to , t] et on pose At =ty — tp_1. €t ty, =to+ > iq At;.

Au temps t = t,,, multiplions ’équation différentielle par une fonction test w et intégrons par
parties sur I’élément K, sans prendre de dispositions particulieres pour la dérivée temporelle. On
obtient :

/K (c(z, tn, u(z, ty))u(x, ty)w(x) + p(x, tn, u(z, t,))u(z, )w(x) + q(x, ty, u(x, t,)) Vu - Vw) dv

= / r(x, tn, u(z, ty)) w(x) dv + h(z, ty, u(x, t,)) w(x) ds
K OKNI'y
(9.8)
Cette formulation est dite quasi-variationnelle car la dérivée temporelle n’a pas encore été discré-
tisée. Nous ne nous en soucierons pas pour 'instant et nous procéderons comme d’habitude.
Dans tous les schémas qui vont suivre, nous allons expliciter les systemes élémentaires a as-
sembler & chaque pas de temps. On applique donc a I’équation 9.8 la méthode de Ritz sur chaque
élément K mais cette fois en séparant les variables de temps t et d’espace x :

U = u(®, ty)| i ~ uf (x,t,) = zd: qu(tn)ij(m) (9.9)
j=1

Seuls les degrés de liberté dépendent du temps. Les fonctions d’interpolation @bl-K restent les mémes
que dans le cas stationnaire. Mentionnons toutefois I'existence de méthodes d’éléments finis, dites
en espace-temps, ou les fonctions d’interpolation dépendent explicitement du temps.
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Remplacant dans la formulation quasi-variationnelle 9.8, on trouve :

S uKtn c(x, ty, upn K(z)w(z) dv
;]U/K( Jof @) () do+

;uf(tn) /K (bt un K (@) (@) + (@, t, ) VK (2) - F) do

= / (@, ty, up)w(x) dv + h(x, tpn, u,)w(x) ds
K AKNT,

L’expression qu (t,) désigne la dérivée temporelle du degré de liberté uJK au temps t, c.-a-d.

%(:c,tn). Pour obtenir le systéme élémentaire, on prend successivement w(x) = ¥ (z), pour
1 allant de 1 jusqu’a nf . En notant UX le vecteur des degrés de liberté de ’élément K au temps
t, et UK sa dérivée temporelle, on obtient ainsi le systéme élémentaire (non linéaire) :

MK(un)Uf + AK(un)Uf = FK(un) + SK(un)

qui sous cette forme est non linéaire et devra étre linéarisées pas 'une ou l'autre des méthodes
du chapitre 8. Pour notre probleme type, qui présente des non-linéarités potentielles dans chaque
terme, nous avons introduit les matrices élémentaires M5 (u*), AX (u*) et les vecteurs élémentaires
F&(u*) et SE(u*) dont les éléments sont :

mi() = [ @ tuu )0l (@0l (@) dv
ajy(u*) = /K (p(w,tmu*)wf(w)w{‘(w)+q(w,tn,u*)vw;<(m).wf(w)) dv
W) = [ r@ ol @) do

sEw) = /azmr h(@, b, u*)Pf () ds

ot u* est une fonction supposée connue (u* = u,, dans le cas actuel) qui sera fournie par ’algorithme
de résolution du probléme non linéaire. Une fois assemblés, ces matrices et vecteurs élémentaires
formeront des matrices et vecteurs globaux notées respectivement M (u*) et A(u*), F(u*) et S(u*).
Cette notation exprime la dépendance de ces termes sur la fonction u*. On pourrait aussi noter
MU*) et A(U*), F(U*) et S(U*) pour exprimer la dépendance sur le vecteur des valeurs nodales
U* de la fonction u*. Au niveau élémentaire, il va de soi que les matrices et vecteurs élémentaires
ME (u*), A% (u*),... dépendent des valeurs nodales élémentaires de la fonction u* (noté U*K). Le
passage du niveau élémentaire au niveau global se fait par ’assemblage habituel.
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La matrice M (u*) est souvent appelée matrice masse. Les termes de droite F'(u*) et S(u*)
prennent en compte respectivement un éventuel terme source et les conditions aux limites naturelles.
On pourrait fusionner ces deux termes mais il est mieux avisé de voir explicitement comment sont
traités ces conditions aux limites.

Mentionnons enfin que dans le cas ou les fonctions ¢, p,... ne dépendent pas explicitement
d’une fonction »*, mais peuvent encore dépendre explicitement du temps et de la position x, nous
adopterons la notation F,, S, , M, et A, (I'indice n réféere toujours au temps t,,). Enfin, dans le
cas ol les vecteurs et/ou les matrices ne dépendent aucunement du temps, les indices seront tout
simplement enlevés (M, A, F et S respectivement) correspondant au cas ou ¢ = c¢(x), p = p(x),
etc.

9.3 Les schémas BDF implicites

Dans cette section, nous introduisons une famille de schémas de différentiation arriere mieux
connus sous le nom BDF («Backward Differentiation Formulay ). Le plus connu est bien entendu le
schéma d’Euler implicite déja évoqué et que 'on nomme parfois schéma BDF1 car il est d’ordre 1.
Dans ce qui suit, nous nous concentrerons sur le schéma BDF2 (aussi appelé schéma de Gear) pour
lequel nous ferons tout le développement. Le schéma d’Euler ou tout autre schéma BDF d’ordre
plus élevé se traiterait de maniere similaire.

Nous noterons u, la solution au temps t = t,,. Au pas de temps n + 1, I’équation 9.8 s’écrit :

/K (c(ung1)i(tns1)w(®) + p(unt1) uns1 w(x) + ¢(Un1) Vngr - Vo) do

- / r(tna1) w() dv + h(tn 1) w(a) ds
K OKNI'y

Nous avons simplifié la notation en écrivant c(x, tp41, u(x, tyy1)) = c(up+1) (et de maniere similaire
pour les autres fonctions p,q,...) car nous nous intéressons surtout ici au cas non linéaire. Il est
de plus assez rare que ces coefficients dépendent explicitement du temps ¢ autrement qu’a travers
la solution elle-méme. Le cas ou ce sont uniquement des fonctions de la position & ne pose aucune
difficulté.

L’idée est alors de remplacer la dérivée temporelle par une différence finie. On montre en effet
facilement (voir Fortin [25]) que :

3un+1 - 4un + Up—1
2At

W(tny1) = + O(At)?

Notons que pour le schéma d’Euler implicite (aussi appelé BDF1) on poserait :

. Up+1 — Un
u(t = — 4+ O(At
(1) = 2 4 O(A)
qui n’est toutefois que d’ordre 1. Le schéma d’ordre 2 est & 2 pas, ce qui pose une petite difficulté
au démarrage puisque seule la condition initiale ug est connue. Pour obtenir u;, on peut faire un
pas de la méthode d’Euler implicite ou mieux encore un pas du schéma de Crank-Nicholson (voir
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la section 9.4) qui est également d’ordre 2 et passer ensuite au schéma de Gear pour les autres pas
de temps. On a maintenant la formulation :

SUpi1 — 4y + Uy
[ (et (P @) 4 plunin) o () + (i1 Vit - T d

= / r(unt1) w(z) dv + [ h(unt1) w(zx) ds
K OKNI'y

(9.10)
qui est maintenant un probléme non linéaire que I'on doit résoudre a chaque pas de temps (u, et
Up—1 étant supposés connus).

9.3.1 Variante de type points fixes

Soit donc u? une approximation de u, 1. Au début d’un nouveau pas de temps, on prend u° = u,

par exemple. Une résolution de type points fixes consiste a calculer une séquence d’approximations
uF*t1 chacune solution d’un probléme linéaire obtenu en évaluant les propriétés physiques dans 9.10
(les fonctions ¢, p, q etc.) en u¥. L’indice supérieur réfere ici & I'itération de points fixes et non au
pas de temps. Pour u* connu (de I'itération de points fixes précédente) et u, et u,_; également
connus (des pas de temps précédents), on détermine u**! solution du probleme linéaire :

/K [c(uk) <3Uk+1 _2422 + u"1> w(zx) + p(u®) v w(x) + q(u®)Vurtt Vw] dv

- / r(uF) w(z) dv + h(u*) w() ds
K OKNI'y

ou encore, en envoyant a droite ce qui est déja connu :

/ [c(uk) <3uk+1> w(zx) + p(u®) v w(x) + q(u®) Vartt . Vw] dv
K 2At

:/K [c(uk) (W) w(:c)+r(u’f)w(az)} dv+/a h(u*) w(z) ds

KNIy

qui est déja un probléme linéaire permettant d’évaluer u*+1. Puisque nous avons I’habitude de
nous placer en formulation correction, on pose u**1(x) = u*(x) + 6,(x) et on résout un probleme
équivalent en 4, de la forme :

Ak (Oy, w) = — Ry (w)

ou :

o (Guyw) = /K [;’Atc(uk)au(m)w(m)+p(uk)5u(m)w(x)+q(u’f)(vau.vw) dv
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et :

uk— U Uy —
Ry(w) = /K [duk) (3 42&* . 1)w(w)+p<uk>ukw<w>+q(uk>Vu’f-Vw] dv

_/Kr(uk)w(w) dv—/ h(ub) w(z) ds

OKNI'y

Si on note .Ag- et RE la matrice et le vecteur élémentaire de ce systéme linéaire, alors :
3
Al = /K [Mdu’“)wfw{f +p(u) (@) o off + q(uh) (V5 - vy >} dv

3

k_
RE — [ [cm (3“ ‘;@Zj“"1)w5<w>+p<uk>ukwf<<w>+q<u’“>w’f'vw{(] dv

= [ el @ do- [ bty (@) ds
K

OKNI'1
ou encore :
3
K _ K/ k K, k
AN = 2AtM (u®) + A% (u”)
1
RE = MR- (BU8)S — U + UL ) + AR @) - UF PR () - 55(ub)

en utilisant les matrices élémentaires introduites a la section 9.2. Dans 'expression du second
membre, on a souligné par le symbole «-» le produit matrice vecteur. On a aussi noté (U*)X (faute
d’une meilleure notation) le vecteur des valeurs nodales élémentaires de la fonction u*.

Le systeme global résultant de I’assemblage serait de la forme :

3
2At

1

MUy + A@Wh)| -6y = IAT

M(uk) - (3U" — AU, + U,—1) + A(WF) - U* — F(u*) — S(u")

On iteére ainsi jusqu’a ce que par exemple la norme de dy soit plus petite quun niveau de
tolérance prescrit. On pose alors u, 1 = v+ (ou nodalement U, 11 = U**1) et on passe au pas de
temps suivant.

On peut imaginer facilement ainsi bon nombre de variantes de points fixes ot ’on linéarise les
termes différemment. L’approche a le mérite de la simplicité mais la convergence peut parfois étre
capricieuse, suivant les choix qui ont été faits.
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9.3.2 Linéarisation par la méthode de Newton

Comme précédemment, on part d'une approximation u® de u,;1. Au début d’un nouveau pas
de temps, on prend u’ = wu,. On pose ensuite u*T!(x) = u¥(x) + d,(x) et on linéarise tous les
termes non linéaires. On utilisera bien entendu les développements de Taylor comme par exemple
c(uf + 6,) ~ c(uF) + Wk, et p(uF + 6,) ~ p(u®) + p/(u¥)d,. 11 suffit alors de remplacer ces
expressions dans la formulation 9.10 et d’éliminer les termes d’ordre 2 en §,. Dans notre exemple,
on obtient :

, 3(uF 4 8y) — 4y + Uy
/K [(c(uk) + () ( — 1) w(w)] dv
+ [ 06H + P8+ sute)] ot [ [ +d RN 6 +6) - Tu] do
- /K (r(@®) + ' (uF)50) w() dv + (h(u¥) + B (u¥)6,) w(a) ds

OKNI'y

11 suffit alors de garder ou d’envoyer & gauche tout ce qui dépend de 9, et d’envoyer du coté droit
tout le reste c.-a-d. le résidu. Bien entendu, on néglige tous les termes d’ordre 2 en §,,. On obtient
ainsi un probleme de la forme :

Ayt (O, w) = —Rx (w)

ou R,x(w) est défini exactement comme a la section précédente et :

_ 3k 3k k
o (Buyw) = /K{ch(u)auw(x)+2mc(u)u 50 w(@)| dvt

/K {p(uk) Suw(x) 4 p' (u®) u* 6, w(zx) + q(u*)(V, - Vw) + ¢ (u®) 6, (Vu> - Vw)} dv

_ /K Y (uF) S () dv — / B (uF)b,w(x) ds

OKNI'y

Plus spécifiquement, la matrice élémentaire correspondante s’écrit :
A — / {3C(uk)¢K¢K + iuk  (uF) uF ¢K¢K] dv
“J K [2At ot 2At st
+ [ [P U+ @) (VO V) 4 PN o W )of (Tu - U)o

- [ Pty eldo - /8 Wl ds

Ny

3 o ~ 3 ~
= @(mg(ukaﬁ(u’“,uk))+af§(u’€)+af§(uk)— KWk — 5 (b
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otl on a introduit de nouvelles matrices élémentaires M (u*,v*), A(u*), F(u*) et S(u*) provenant
de la linéarisation et définies par :

(o) = [ ) ol @l @) do
i) = [ () vf @l @)+ @) Vi (@) Vil @) do
) = [ @ @)

= * _ 1(, % I(m Kw s
By = [ W @)l @)

ou u* et v* sont des fonctions supposées connues. Cette notation a deux arguments de la matrice
MX sera utile lors de ses différentes utilisations. Notons que FX(u*) et S&(u*) sont bien des
matrices et non des vecteurs contrairement & F¥(u*) et S¥(u*). Notons de plus que la matrice
AK (u*) est non symétrique. Le résidu élémentaire, que ’on cherche a annuler, est bien entendu le
méme que pour la méthode des points fixes de la section précédente.

Une fois la résolution complétée, on met & jour u*t! = u* + §, et on recommence le processus
jusqu’a ce que la norme de §, soit plus petite que la tolérance prescrite. A convergence, on pose
Up+1 = uFt1 et on passe au pas de temps suivant.

On constate alors que la seule différence entre la méthode des points fixes et celle de Newton
est 'expression de la forme bilinéaire a,x(d,,w). Le résidu est bien stir le méme. Par contre, la
convergence de la méthode de Newton est généralement plus rapide (d’ordre 2) comme on I'a vu
au chapitre 8.

Notons enfin que le schéma d’Euler explicite s’obtient de maniere semblable. Il en serait de
méme pour les schémas BDF d’ordre plus élevé qui nécessitent les valeurs de uy,, ty—1, Uy_2, etc.

9.4 Le theta-schéma

Comme nous allons le constater, le theta-schéma, dans toute sa généralité, est un peu plus
complexe que les schémas BDF. Comme pour les schémas précédents, on suppose connue la solution
uy, au temps t = t,. Au départ, cette information provient de la condition initiale. Le theta schéma
requiert une étape préliminaire avant de pouvoir passer au temps t,41.

La forme quasi-variationnelle 9.8 s’écrit :

/ (Vi (@) dv = / [—p(tn)tnw () — q1n) Vi - Voo + 7(up) w(z)] do + h(up) w(z) ds
K K OKNI'y (911)

qui, pour u, connu, est un probléme linéaire permettant de calculer explicitement ,. Sous forme
matricielle on peut écrire :

M= (u,) - UK = —AX (u,) - UE + F¥(u,) + S (uy,) (9.12)

n
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qui doit étre assemblé :
M(up) - Up = —A(un) - Un + Fun) + S(up) (9.13)

et résolu. C'est en quelque sorte une projection L? & I’aide d’une matrice masse dépendant de ,,.
Aucune condition aux limites n’est imposée pour ce probléme.
On peut donc dorénavant considérer u,, et u, connus (et leurs vecteurs de valeurs nodales U,
et U,). Comme nous l'avons vu, le theta-schéma consiste a poser :
Up+1 — Up = Atn+1 [Ganﬂ + (1 - 9)Un]

ou encore en multipliant par ¢(u,41) et par une fonction test w(x) et en intégrant sur un élément
K
/K (Unt1) (Upp1—up)w(x) dv = Aty {0 /K |:C(Un+1)l.l,n+1’IU($) dv+(1-10) /K c(un+1)unw(:p)} dv}

De I’équation aux dérivées partielles, on peut expliciter u,41 et on a alors :

/ (Un41)Upt1 w(x) dv :/ c(Un41)up w(x) dv
K K
+At,410 /K (—p(un+1)unr1w(x®) — @(unt1)Vupsr - Vw 4+ 7(up+1) w(x)) dv} (9.14)

ALy 0 / h(tny) w(a) ds] b Aty (1—6) / (st i () dv
OKNI'y K

que nous devrons linéariser avant de pouvoir ’assembler.

9.4.1 Cas linéaire

Il s’agit du cas le plus simple et le plus classique. Dans le probleme type 9.7, les fonctions ¢,
D, ¢, 7 et h dépendent seulement des variables x et ¢ (mais pas de u). Nous noterons maintenant
¢(tn), c(tn), etc. pour bien souligner ce fait. On note également donc M, A, F,, et Sy, les vecteurs
et matrices du systéme qui ne dépendent plus de la solution mais possiblement de la position et du
temps.
~ On suppose encore une fois u,, connu et on souhaite calculer u,1. Au préalable, on doit calculer
Uy, qui est solution de (voir (9.13)) :

M, -U,=—A, -Uy+ F, + 5, (9.15)

Notons que ce probléme est toujours linéaire et ne pose en principe jamais de probléme. Ce calcul
est normalement fait a la fin du pas de temps ¢, au moment ou toutes les matrices et vecteurs
M, A, etc. sont encore disponibles.

Pour le pas de temps suivant, le systéme élémentaire (9.14) devient dans ce cas :

/ c(tns1)Uns1 w(x) dv = / c(tns1)un w(x) dvo
K K
+Atp410 /K (=p(tnt1)un+1w(@) = q(tns1) Vupgr - Vo +7(tnsr) w(z)) dv

Aty 10 / h(tnsr) w() ds] + Abnir(1—0) / (i1 imw(@) dv
OKNI'y K
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ou encore en envoyant a gauche ce qui dépend de uyy1 :

/K c(tnt1)tny1 w(x) dv + Atp16

= / c(tns1)un w(x) dv + Atp10
K

[ bltunr0(@) + a(tria) Vs - V)| do
/K F(bns1) (@) do+ Bt ) w(z) ds] (9.16)

AL (1—6) /K (i1 )itnw (@) dv

OKNI'1

qui est un systeéme linéaire qui, sous forme matricielle, devient :
(M + 08t AL | U = M U+ Aty {0 [B + S5 ]+ (- 0)ME, - U

On retrouve une expression similaire dans Reddy [52] quoique dans un cas particulier. Apres as-
semblage et comme on a ’habitude de travailler en correction, on pose U, +1 = U, + d et on résout
a chaque pas de temps :

[Mpp1 +0At 1 Ap] -0y = At {9 [Frg1+ Snt1 — Ang1 - Up) + (1 = 0) My - Un}

(9.17)
Il en résulte l'algorithme suivant :

1. Pour chaque pas de temps n > 1, Uy, F,, S,, M, et A, étant connus :

a) Résoudre 1'équation 9.15 pour U, (aucune condition aux limites n’est imposée pour ce
probléme) ;

b) Assembler A, 41, M1, Fp1 et Spi1;
c¢) Résoudre I'équation 9.17 pour oy ;
d) Upp1 = Uy + v ;

2. Passer au pas de temps suivant ;

Les matrices du systéme doivent étre assemblées a tous les pas de temps. 1l suffit d’une seule
résolution du systeme 9.17 car il est linéaire.

9.4.2 Cas linéaire ou la matrice masse est constante

Dans le probleme type 9.7, ce cas correspond a la situation ot la fonction ¢ ne dépend que de
mais pas de t ni de u. Par contre, les autres fonctions p g,et r peuvent encore dépendre de x et t.
Les vecteurs et matrices sont notés respectivement M (constante), A,, F,, et S,. Le dernier terme
du systeme 9.17 se simplifie en utilisant I’équation 9.15. On a ainsi :

Myy Upy=M-Upy=M-M"' - (F,+ S, —A,-Uy) =F,+ S, — A, - Uy,
et par conséquent, I’équation 9.17 devient :

[M + 0Atn+1An+1] oy = At,—H_l {9 [Fn+1 + Sn+1 - An+1 . Un} + (1 — 0) [Fn +S,— A, - Un]}
(9.18)
Il en résulte I’'algorithme simplifié suivant :



200 Chapitre 9

1. Assembler la matrice M une fois pour toutes;

2. Pour chaque pas de temps n > 1, Uy, F,,, Sn, M, et A, étant connus :
a) Assembler A, 11, Fy1 et Spiq;
b) Résoudre 1’équation 9.18 pour oy ;
C) Un+1 =U, + 5U§

3. Passer au pas de temps suivant.

Remarque 9.2.

— La matrice M n’est assemblée qu’une seule fois ;
— Dans le cas ou les matrices et vecteurs sont tous constants c.-a-d. ne dépendent pas du temps
et donc de l'indice n, de nouvelles simplifications sont possibles et on trouve :

[M + 0At, 1Al 6y = Atpsi[F+S—A-Up) (9.19)

— Si le pas de temps est constant, on n’assemble la matrice de gauche qu’une fois pour toutes
et elle demeure la méme pour tous les pas de temps. Il en résulte une grande économie de
temps de calcul.

<

9.4.3 Cas général non linéaire

C’est certainement le cas plus difficile et aussi le plus intéressant en pratique. Il faut dans ce cas
linéariser le systeme élémentaire donné a 1’équation (9.14) et il existe plusieurs possibilités. Notons
en premier lieu qu’a un pas de temps donné, Uy, est connu et que ’équation 9.12 est toujours linéaire
et permet de détermines U,,.

Nous procéderons comme pour les schémas BDF en présentant une variante de type points fixes
et une approche par la méthode de Newton. Pour la méthode des points fixes, une possibilité serait
d’itérer, & partir de u® = u,, et d’assembler le systéme élémentaire suivant pour calculer 'itération
uFt1 & partir de u¥ et en évaluant les fonctions ¢, p,... en uF qui est supposé connu. Ici encore
les indices supérieurs réferent a l'itération de points fixes et non au temps. Le systeme élémentaire
s’écrit :

/K c(uF) ) w(z) + Atyy16 /K (p(uk)uk+1w(a:) + q(ug) VuFtL. Vw)} dv
= / c(uF)u, w(x) dv + Aty 1160

k
; /Kr(u Yw(x) dv +

+At,+1(1—0) /K c(uF)imw(x) dv

, h(u®) w(x) ds} (9.20)
OKNI'

Une premiére étape consiste & poser ici encore uFt! = ¥ + 6, (nodalement Uktl = U* + ov)
L’équation (9.20) devient :

[M(uF) + 08t AWh)] -0y = M(u¥) - (Un = U + Atyys (1 - 0)0,) +
(9.21)
Atyyr0 {F(uF) + S(ub) — A@b) - U}
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On itere ainsi jusqu’a ce que la correction 0y soit plus petite que le seuil prescrit. On pose ensuite
uF T =, 41 (ou encore UF! = U, 1). On en arrive & I’algorithme qui suit.

1. On se donne un nombre maximum d’itérations N aunsi qu’un critére d’arrét ¢, pour les
systémes non linéaires;

2. Pour chaque pas de temps n > 1, U, étant connu :

a) Résoudre I'équation 9.12 pour U,, (sauf pour le schéma d’Euler implicite c.-a-d. lorsque
0=1);

b) On pose UY = U, et on y impose les conditions aux limites essentielles au temps t = t,,,1 ;

c) Début de la boucle pour la non-linéarité :

i. Résoudre le systeme linéaire (9.21);
ii. Mettre & jour : UKt = Uk 4+ 6y

iii. Si ||0y|| > €4 et le nombre maximal d’itérations n’est pas atteint, on retourne a 9.21.
d) La solution & ce pas de temps est maintenant connue : Uy, 41 = UF*1;

3. Passer au pas de temps suivant.

Variante de type Newton

On peut aussi recourir a la méthode de Newton dans le cas de problemes fortement non linéaires.
On revient alors a I’équation 9.14 mais cette fois, on linéarise tous les termes. Au début d’un nouveau
pas de temps, on prend u® = u,. On pose ensuite u**!(x) = u*(x) 4 d,(x) et on linéarise tous
les termes non linéaires. On utilisera encore ici les développements de Taylor comme par exemple
c(uF 4 6,) =~ c(u®) + ¢ (uF)oy et p(u¥ + 6,) =~ p(u¥) + p'(u¥)dy, etc.

/ (e(u?) + (uk)éu)(uk—l—csu) (@) dv = / (c(u?) + ¢ (uF)6 ) w() do
K K

#8000 + @8 + (@) — (o) + ¢ @5V F +6) - V) dv}
+Atn+10/K [(r (uk)éu)w(a:) dv + 8K0F1(h(Uk) + W (uF)6,) w(x) ds]
+Atn+1(1—0)/ (c(u) + ¢ (uF)5y )i (@) du

(9.22)
Il reste la tache un peu fastidieuse de séparer les termes dépendant de §,, des autres et de négliger
les termes d’ordre 2. On arrive, apres un certain nombre de réarrangements et de simplifications,
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au systeme élémentaire suivant :
/ (c(uF) Syw(x)) — ¢ (uP)[un — u¥ + Atpy1 (1 — 0)i,)6, w(x) dv
K
+Atw410 [ [p(uF)d, w(@) + g(ub) (T8, - Vw) + p (wF)uk 5, w(@) + ¢ (uF)d, (Vi - V)]
K

A0 |~ / P (uF)8, w(a) dv — / B (uh)S () ds}
K OKNI'y

(9.23)
- /K c(uF) (un — uFyw (@) dv + Aty 10

/K r(uF)w(x) dv +
—Atp+10 [/K p(uF)uf w(z) + q(uf)(Vuk - Vw) dv}

At (1 - 0) /K c(uF ity w() dv

h(uF)w(a) ds}
OKNI'y

qui, une fois assemblé, mene au systéme linéaire suivant a chaque itération :

[M(uF) = Ny = ¥ + Atyy1 (1= 0)itg) + 021 { Au¥) = F(uF) = S(uP) + () }] - 6y

= M(u) - (U = U* 4+ Atyy1 (1= 0)U,) + Aty0 { F(u¥) + S(ub) — A(h) - UF}
(9.24)
ol les différentes matrices sont définies en page 197.

L’algorithme résultant est le méme que pour la méthode des points fixes mais mais avec une
matrice différente qui tient compte de la linéarisation par développement de Taylor. Cette matrice,
appelée matrice tangente, assure une convergence quadratique. Le prix a payer est cependant assez
élévé, a tout le moins dans le cas général. L’expression de la matrice tangente peut paraitre tres
complexe et dans certains cas elle 'est vraiment! Dans beaucoup de cas simples cependant, la
méthode de Newton s’avere tout de méme un choix tres judicieux.

9.5 Résultats numériques

9.5.1 Probléeme thermique

Nous revenons sur un probleme déja rencontré dans le cas stationnaire au chapitre 6 (voir
lexemple 6.8) :

or
Pep V. (K(x)VT)=0

ou K (x) est le tenseur de conductivité thermique. Pour simplifier ce qui suit, on posera simplement
que p = ¢, = 1. Les conditions aux limites et les valeurs de la conductivité thermique sont celles
de la figure 6.13 auquelles on ajoute la condition initiale T'(x,0) = 25°C. On a utilisé un schéma
de Gear implicite et un pas de temps adimensionnel At = 1.

On peut voir a la figure 9.1 ’évolution de la température a partir de la condition initiale a
25°C. La condition aux limites de 100°C fait monter progressivement la température dans tout
le domaine, mais nettement plus rapidement dans la moitié supérieure. On constate en effet qu’a
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Figure 9.1 — Transfert thermique instationnaire
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Figure 9.2 — Transfert thermique instationnaire (suite)
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t = 30, la température est d’environ 80°C dans la moitié supérieure. Par la suite ((Figure 9.2), la
température se stabilise & un état stationnaire calculé précédemment (voir la figure 6.14).

9.5.2 Interactions prédateurs-proies

On s’intéressera ici & un modele décrivant 'interaction entre des populations de zooplancton
(de nature animale) et de phytoplancton (de nature végétale). Ce type de probléme appartient a la
vaste catégorie des interactions entre prédateurs et proies remontant aux travaux de pionniers tels
Lotka [42] et Volterra [61]. Comme nous le verrons, I'interaction est trés complexe et donne lieu &
des comportements difficiles & prévoir sans une simulation tres fine.

Le modele a été introduit par Medvinsky, Petrovskii, Tikhonova, Malchow et Li en 2002
(voir [45]). C’est un exemple classique d’une équation ou plus précisément d’un systéme d’équations
dites de réaction-diffusion. ? En dimension 2, le systéme d’équations représentant 1’évolution du
plancton dans le temps et I'espace (avec des facteurs environnementaux stables et uniformes) est :

ou U
E—V-(VU) = u(l—u)+u+hv
ov

E—V-(Vv) = ku+hv—mv

ou u(x,t) et v(x,t) sont les fonctions représentant respectivement 1’abondance du phytoplancton
et I’abondance du zooplancton, selon le temps ¢ et le vecteur position . Les constantes du modele
sont k=2, m = 0,6 et h = 0,4. Les deux termes de droite (dits de réaction) sont non linéaires et
sont d’une importance capitale pour la prédiction des interactions. Des conditions aux limites de
type Neumann nulles sont prescrites au bord d’un domaine rectangulaire entre les sommets (0, 0)
et (900, 300).

La formulation quasi-variationnelle correspondante est donc, en notant w, et w, les fonctions
tests respectives de u et v :

/utwudv+/ Vu-Vw,dV = /wufu(u,v)dv
Q Q Q

/vtwvdV+/ Vv -Vuw,dV = /wva(u,v)dV
Q Q Q

avec : "
— 1 — —
fu(u,v) u(l —u) o v
(9.25)
U
folu,v) = kvu+h—mv

On suppose connues les solutions aux deux pas de temps précédents soient (uy,, vy,) =~ (u(z,ty), v(z,t,))
et (up—1,vp-1) =~ (u(z,tp—1),v(z, tn—1). On cherche maintenant la solution au pas de temps suivant

2. Nous n’avons pas encore vu comment traiter les systémes d’équations mais cela n’empéche pas de comprendre
la suite.
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(Unt1, Vn+1). Il ’agit d’'un probléme non linéaire et on utilisera une méthode de Newton dont on
notera (uf_,v¥, ) les itérations successives. Il faut donc fournir une approximation de départ de
la solution et il semble assez naturel de prendre (ul 1 00 +1) = (un,vy) qui est la solution au pas
de temps précédent. En posant uﬁﬂ = qu 41+ 0y et vflﬂ = fl 11+ &, pour linéariser le probleme,
I’équation a résoudre devient (par le schéma de Gear) :

30, Wy,
o 2At

Bup 1 — dtin + Upn 1 k k k
= - [/Q oAl wydV + /Q Vib - Vw,dV — /Qwufu (uh oy vhsr) av

Ofu O fu
dv + /Q V6, - Vw,dV — /Q w, (au (ks 0h ) b+ 5% (ub vk %) v

3511 Wy afv k k 8fv k k
AV + /Q V6, - Vw,dV — /Q w, ((% (uhsnsvhin) 0t S0 (w0 6v> v

341 — 400 + Vn K ko ok
=— l/ﬁ SAL w,dV + /Q Vouniq - Vw,dV — /Qwva (unH, Un+1> av

Un pas de temps At = 0,5 a été utilisé. La solution initiale du systéme est une perturbation de
I’état stationnaire :

u(xz,0) = u* —ep(x—y/10 —225) (x —y/10 — 675)
v(x,0) = v*—eg(x—450) —e3(y — 150)

olle; =2x 1077, 69 = 3.0 x 1072 et e3 = 1,2 x 1074, C’est la situation ot tous les organismes
sont concentrés en une bande verticale au centre du domaine. On note (u*,v*) le point d’équilibre
ou coexistent le phytoplancton et le zooplancton. Rappelons que I’état stationnaire est la solution
obtenue en retirant les dérivées temporelles et en negligeant les deux termes de diffusion. On obtient
ainsi le systeme :

n
= u(l—
0 u(l —w)+ e
0 = ku i hv — mu
dont la solution est :
. rh
u pry
1—r (9.26)
vt = (1—u")(h+u")
our = %

Les figures 9.3 et 9.4 illustrent I’évolution spatiotemporelle des deux concentrations. On y dis-
tingue une dynamique tres complexe avec la présence de spirales qui sont observées dans la nature.
On se référera encore a [45] pour une étude et une analyse beaucoup plus détaillées. Ce probleme
d’interactions prédateurs-proies est ce que 'on appelle un systeme dynamique dont ’étude fait
I'objet de toute une littérature (voir par exemple Hirsch, Smale et Devaney [36]).
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Figure 9.3 — Evolution des concentrations de phyto et de zooplancton
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Figure 9.4 — Evolution des concentrations de phyto et de zooplancton (suite)
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9.6 Dérivées temporelles d’ordre 2

La loi de Newton en est un exemple, présente dans nombre d’applications instationnaires re-
quiérent des dérivées temporelles d’ordre 2. C’est le cas notamment en mécanique des solides ot on

fait apparaitre un terme de la forme :
0*u
@) = i)

ou u est le vecteur déplacement.
Nous considérerons ici I’équation aux dérivées partielles suivantes qui, bien qu’elle ne soit pas
le plus générale, est tout-a-fait suffisante pour expliquer le principe :

p(, t)ii(x,t) + (@, )iz, t) + d(@, hu(, t) + plu) = r(@,1)
u(a,t) = g(@,t) sur T
q(m,t)(%(m,t) = h(m,t) sur Iy (9.27)
u(x,to) = uolx)
u(x,ty) = vol)

Pour alléger la présentation, seul le terme p(u) est potentiellement non linéaire mais le cas plus
général serait similaire. La semidiscrétisation du probléme est similaire a celle des dérivées tempo-
relles d’ordre 1. En procédant comme a la section 9.2, on obtient une forme quasi-variationnelle :

/K(p(x tn)ii(x, t)w( c(x, ty)u(x, ty)w(x) + d(z, t)u(z, t,)w(x) + p(uw)w(x)) dv

+
(9.28)
= / (x,t,) w(x) dv+ h(z,t,) w(x) ds

KMy

Sous forme matricielle, on a :
MU(t) + CU(t) + AU(t) + P(u) = F(t) + S(t) (9.29)

ou M, C, A sont des matrices pouvant dépendre du temps et de la solution (cas non linéaire). On
aura reconnu un systeme classique de type masse (M), ressort (A) et amortisseur (C). La fonction
P est une fonction non linéaire quelconque. Les vecteurs F' et S contiennent les contributions du
second membre et des conditions naturelles. Dans ce qui suit, on notera Ul(ty), V(t,) = Ul(ty)
et U (t) les solutions exactes alors que U,, V,, et U, désigneront leurs approximation numériques
correspondantes. Pour compléter le probleme on ajoute des conditions initiales sur U et sa dérivée
U que nous noterons Uy et Uy respectivement.

La discrétisation temporelle la plus utilisée dans ce cas est le schéma de Newmark que nous
allons maintenant décrire. Il s’agit d’un schéma a deux parameétres basé sur les expressions :

Ups1 = Un+ AtU, + At? ((% — 5) i, + 5Un+1)

. : A ) (9.30)
Unit = Un+At((1=9)Up+90011)
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9.6.1 Convergence

Pour étudier la convergence, on considére le cas linéaire (P = 0) du systéme 9.29. On pose
ensuite V' = U de sorte que I'on puisse écrire passer d’une équation d’ordre 2 a un systéme de deux
équations d’ordre 1 :

o

V = MY (F+8—-CV — AU)

Le schéma de Newmark s’écrit dans ce cas :
Upr = Un+AtV, + A2 (5= 8) Uy + 8041 )
Virr = Vat At (1= Un +90011)

ou bien entendu : B ]
MUpy1+ CUpy1 + AUpy1 = Frg1 + St
L’erreur de troncature locale est donc :

U(tn+1)A; U(tn) Ultn) — At ((; _ ﬁ) Ultn) + ﬂU(th))

V(tn+1)At_ Vitn) _ ((1 — ) Ul(ty) + ’}’U<tn+1)>

En utilisant les développements de Taylor appropriés, on montre facilement que :

Tn(At) =

V(tn)(At)? (é + 6) +O(At)?
Tn(At) =

1
V(tn) At (2 - 7) + O(At)?
et on ne peut atteindre 'ordre 2 que pour v = 1/2.

9.6.2 Stabilité

Pour I'analyse de stabilité, on peut revenir & un cas encore plus simple soit le cas homogene
(F = S = 0). Puisque la solution du probléeme général contient la solution du probléme homogene et
une solution particuliére du probléme non homogene, toute oscillation dans la solution du probleme
homogene est indésirable.

On supposera, comme nous 'avons fait a la section 9.1.2, que les matrices M et A sont encore
définies positives. On pourra encore décomposer la matrice la matrice M ~'A sous la forme

M~'A=QTAQ

ou () est une matrice orthogonale et A une matrice diagonale contenant les valeurs propres \;. Une
hypothese de plus est nécessaire pour la matrice d’amortissement C. On supposera en effet (voir
par exemple Bathe [5] et Hughes [40]) que I'on peut écrire :

M0 =QTAQ
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ol Ay est aussi une matrice diagonale dont le iéme terme est 2£;1/\;. Cette hypothese traduit le
fait que I'on suppose 'amortissement de chaque ressort proportionnel a la fréquence de vibration
Vv Ai. En fait, on peut supposer que la matrice C' est de la forme :

C=aM +bA
qui est appelée amortissement de Rayleigh [40]. On montre alors facilement que :
Ao = al 4+ bA

et donc pour chaque ligne on a :
2&'\/ )\i =a-+ b)\i

et le facteur d’amortissement est donc :

VA
g=

On notera que si 'on veut négliger ’amortissement dans ce qui suit, il suffira de poser & = 0.
On peut maintenant décomposer le systeme 9.29 suivant chacun de ses modes et on a :

U+ M 'CU+M1TAU =0

et on pose encore Y = QTU de sorte que U = QY, U = QY et U = QY. En multipliant & gauche
par QT on trouve : ) )
Y+ AY+AY =0

et encore ici un systéme d’équations totalement découplées. On notera g’ la ieme composante du
vecteur Y correspondant et en posant w; = v/A;, on obtient le systeme :

i+ 260" + Wiyt =0

En laissant tomber les indices supérieurs ¢, le schéma de Newmark au temps ¢,,+1 s’écrit dans ce
cas :

Yn+1 = yn + Atv, + At? ((% - B) Un + 5yn+1)
Un+1 = vp +At((1 = 7) Jn + Vin+1)
Un+1 + 2§wvpy1 + WQ?JTL-H =0

La derniere équation évaluée aux temps ¢, et t,,+1 permet d’éliminer g, et 4,41 des seconds membres
des deux premieres et on a ainsi :

barr =yt Do+ A (4 = B) (<2600, — 29a) + B (~26wvn1 — ynin)
Upy1 = vp+ AL ((1 -7) (_25(*}“71 - w2yn) + (_2&*“)71-&-1 - W2yn+1))

que 'on peut réécrire sous forme matricielle :

1+ (At)2Bw?  2(At)?B¢w [ 1= (A5 - Bw? ALl —2ALE —B)éw ] [ yn
Atyw? 1+ 2AtyEw ] - { —At(1 — y)w? 1 —2At1 — v)éw ] { Un }

Yn+1
Un+1
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Ou encore .
g1 | [ 1+ (AD28w?  2(A8)2B6w 17 [ 1= (A0 — B)w? At(1 —2At(L — B)ew 1T un
[ Unt1 ] - [ Atfwa 14+ 2AtvEéw } [ —At(1 — 7)w2 1 —2At1 — v)éw } [ Up,

ou de maniere plus compacte :

Yn+1
Un+1

— Bn—i—l

Yn+1 ] — B { Yn
Un+1

Yo
vp
La possibilité qu’une croissance indue de I'une ou l'autre des deux variables dépendra donc des
valeurs propres de la matrice de droite. Il faut en effet que la matrice B soit convergente (voir [25]) et

donc que ses valeurs propres soient plus petites ou égales a 1 en module. Le polynoéme caractéristique
associé s’écrit :

} qui devient

n

A2 — 2B A+ By =0

ou By = %(Bn + Bg2) est la demi-trace de B et By = By1Bs — B12B21 est son déterminant. On
souhaite que les solutions de I’équation caractéristique (les valeurs propres) soient a l'intérieur du
disque unité c.-a-d.

p(B) <1

Il est assez difficile de déterminer si les valeurs propres vérifient ce critére. On peut y arriver par
un changement de variable. On pose :

qui envoie A situé dans le disque unité en z dans le demi-plan a droite du plan complexe. Notons
que le cercle unité est envoyé sur ’axe imaginaire. Le polynéme caractéristique devient :

22(1 + 2B + BQ) + (2 — 232)Z+ (1 — 2B + Bg) = COZ2 +ciz4+cog=0

et on doit maintenant s’assurer que les valeurs propres sont a partie réelle négative ou nulle. Il suffit
maintenant de se rappeler du critére de Routh-Hurwitz (voir Zienkiewicz et Taylor [65]) qui dit que
ce sera le cas si et seulement si tous les ¢; sont positifs ou nuls.

A laide d'un logiciel de calcul symbolique (Maple par exemple), on trouve que :

L (rae(r-) o8-
o = 1+ 2960 + B2

Q (20 (- §) +4¢)
1+ 296Q + B2
QQ
1+ 29£Q + BO?

Cy =
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ou on a posé = wAt > 0. Ces expressions nous permettent de facilement distinguer deux cas tres
importants :
Cas #1:2,8272%.

On rappelle que tous les parametres At, w, B, v et £ sont des quantités positives ou nulles. On
constate alors que le dénominateur des expressions pour les ¢; est strictement positif et que co > 0.
Sous ces hypothéeses, on constate aisément que ¢; > 0 et co > 0 et on a stabilité inconditionnelle en
ce sens qu’il n’y a aucune contrainte sur le pas de temps. Ainsi, on choisira trés souvent 5 = 0,25
et v=0,5.

Cas#2:72%etﬁ<%.

On a encore ici co > 0 et ¢; > 0. Pour avoir ¢y > 0, il faut que le polynéme de degré 2 en 2 au
numérateur soit supérieur ou égal a 0. Puisque par hypothese, le coefficient dominant 23 — v est
négatif, le polynéme sera positif pour les valeurs de 2 comprises entre ses racines qui sont :

e -H -yt -5+ (3 -8)
- 3-5)

1 et ro =

Er-H+y/e -2+ G -8
G-5)

soit
r < Q=wAt <ry

Puisque r1 < 0, la premiere inéquation ne sert a rien et on limitera le pas de temps pour vérifier :

S0 - HYEO-P+(G-8)
(3 -5
On parle alors de schémas conditionnellement stables. Un choix fréquent est § = 0 et v = 0,5.

Rappelons que w correspond aux racines carrées des valeurs propres de la matrice M 1A et donc
que le critére le plus serré sera :

wAt <

(=D +VEO -2+ G -P)
G- 5)

Notons qu’en absence d’amortissement, la condition devient :

— §
)\max At S

(9.31)

VAmag At < ———— (9.32)

1
Ji-5
9.6.3 Application du schéma de Newmark

MU, 41 + CUpy1 + AUny1 + P(Ups1) = Fogr + Sns1 (9.33)

De la premiere équation 9.30, on tire immédiatement que :

. 1 1 . 1 ..
n = S Ao \Un —Un)— 5A,;Yn — — -1 n .34
i = 5 Unin = U) = 3550 (25 )U (9.34)
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On commence par remplacer dans 9.33 Pexpression de U,41 obtenue de la deuxiéme équation de 9.30
et en regroupant on a :

(M + AtyC)Up i1 + AUp st + P(Unit) = Fusy + S — C (Un + A1 - V)Un)

Il suffit alors d’utiliser 9.34 dans la derniere expression pour obtenir le schéma :

1
(M + AtyC) + A) Unir + P(Uns1) = (M + Aty C) (U, + AtT)

1
( BAL BAL2

+ (21ﬁ - 1) (M + AtyC)U,,

—At(1 —4)CU, — CU,, + Fpy1 + Spia

Dans le cas non linéaire, il faut bien siir linéariser le probleme. Dans notre exemple, seul le terme
P(Uy,41) est supposé non linéaire et nous lui appliquerons une simple méthode de Newton, bien
que l'on puisse aussi utiliser une méthode de points fixes. Soit U* une approximation de Upy1.
A la premicre itération de la méthode de Newton, on prendra U* = U,. On cherche ensuite une
correction &, de sorte que U* + §,, soit une meilleure approximation. En remplagant, on trouve le
systeme :

(M + AtyC) (U, — U* + AtUy)

(M + AtyC) + A + g(U*)> by =

1 1
( BAL2 BAE2
1 .
—AU* — P(U*) + (26 — 1> (M + AtyC)U,

(9.35)
On itere ainsi jusqu’a ce que la norme de la correction ¢, soit inférieure a une valeur préétablie.
L’algorithme complet est le suivant :
— Up et Up étant donnés par les conditions initiales;
— On calcule Uy en résolvant MUy = Fy + Sp — CU@ — AUy — P(Uy);;
— Pour n > 1,
— On résout le systéme (non linéaire) 9.35 pour obtenir U1 ;
— On utilise la relation 9.34 pour obtenir U4 ;
— On utilise la deuxiéme équation de 9.30 pour obtenir Un+1 ;

Exemple 9.3. On va considérer un exemple tres simple qui n’utilise pas la méthode des éléments
finis mais illustre quand méme le schéma de Newmark. En s’inspirant de Xie [62], on considere

d’abord le probléeme :
i + 100u + 100002 = 0

avec les conditions initiales ug = 1,5 et @p = 0. Cette équation différentielle peut étre comparée a
un systeme classique de masse et ressort sans amortissement :

i+ Ek(u)u =0
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ol le coefficient de raideur du ressort varie avec le déplacement u (k(u) = 100 + 1000u?). Puisque
k(u) est croissante, il y a donc augmentation de la raideur du ressort («stiffening spring») avec w.
Dans ce cas tres simple, les matrices sont des scalaires (des matrices 1 par 1) etona M =1, C =0,
A =100 et P(u) = 1000u? de sorte que ‘?9—5 = 3000u?. Cette équation différentielle est un exemple
de systeme conservatif. En effet, en multipliant par % et in intégrant de chaque c6té, on obtient :

1
E= §u2 + 50u? + 250u*

ou E est une constante.

Tel que proposé dans [62], on pose T' = 0,15, At = T//20 et on simule sur un temps de 1007
c.-a~d. 2000 pas de temps. Le schéma de Newmark avec § = 0,25, v = 0,5 a donné les résultats
de la Figure 9.5. La solution de ce probleme est périodique et le plan de phase est une courbe
fermée. On note une légére perte de précision qui se traduit par un épaississement de la courbe
au fil du temps. Le comportement est similaire lorsque 1'on prend 8 = 0 et v = 0,5. Par contre,
pour 8 = 0,3025, v = 0,6, on note un amortissement numérique trés important et une perte de
précision tres conséquente. C’est exactement comme si I’équation différentielle contenait un terme
d’amortissemnt en cu, ce qui n’est pas le cas. On parle donc d’amortissement numérique.

Dans le deuxieéme exemple, on considére I’équation différentielle :

i+ 100tanhu =0

sous les conditions initiales u(0) = 4 et %(0) = 0. En faisant encore ’analogie avec un systéme
masse-ressort, on a cette fois :
100 tanh(u)

k(u
(w) = =
qui vaut 100 en u = 0 et qui est une fonction décroissante. Le coeflicient de raideur du ressort
diminue donc avec le déplacement («softening spring»). On aura ainsi couvert les différents cas
d’espece. En utilisant le méme pas de temps que pour ’exemple précédent, on trouve un compor-

tement similaire du schéma de Newmark comme l'illustre la figure 9.6. 4
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9.7 Exercices

1. Démontrer la relation 9.4.

2. Montrer que pour le schéma d’Euler explicite, la zone de stabilité absolue est le cercle du
plan complexe de centre 1 et de rayon 1.

3. En partant de I’équation 9.4 dans le cas ou A est réel et positif, montrer que le schéma de
Crank-Nicholson peut rendre la suite U,, décroissante mais non monotone.

Suggestion : Dans le cas réel, montrer que la condition de stabilité absolue devient :

< 2—)\At<
24+ MAt

et considérer ce qui se passe lorsque :

2 —MAt

S i
S 2 AAL

<0
et montrer qu’il y aura des oscillations si :
2
At > —
A

4. Démontrer la condition de stabilité générale du theta-schéma 9.6.
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Probléemes de convection-diffusion et
stabilisation SUPG

10.1 Introduction

La méthode de Galerkin que nous avons largement utilisée jusqu’a maintenant n’est pas sans
faille comme nous allons le constater avec 1’équation dite de convection diffusion. Pour combler
cette lacune, nous allons introduire la méthode de Petrov-Galerkin qui, comme nous ’avons brie-
vement vu au chapitre 4, consiste & utiliser des fonctions de pondération différentes des fonctions
d’interpolation. Plus précisément, nous allons introduire la méthode dite «Streamline Upwing Pe-
trov Galerkin» (SUPG). Cette méthode est nécessaire pour combler les déficiences de maillages mal
adaptés a des solutions présentant des variations tres brusques, notamment pres de parois solides
(en présence de couches limites par exemple).

L’équation de conservation de ’énergie, en présence de convection, s’écrit (voir Duvaut [22]) :

pPCp (881; +u- VT) -V . (Kr(x)VT)=0 (10.1)

ou p,c, et K sont respectivement la densité, la chaleur spécifique et le tenseur de conductivité
thermique du matériau (tous supposés constants mais ce n’est nullement obligatoire) alors que u
est un vecteur vitesse qui transporte la chaleur. En pratique, le champ u est aussi une inconnue
du probleme et sera, par exemple, obtenu en résolvant les équations de Navier-Stokes (voir le
chapitre 12). Pour le moment, nous supposerons que w est un champ de vecteurs connu. Les
applications de cette équation sont nombreuses et variées : problemes de refroisissement de pieces
mécaniques ou électroniques, échauffement du bord d’attaque d’une aile d’avion, etc.
La formulation variationnelle de type Galerkin s’écrit :

/Q pep ((Zw +(u- VT)w) + (Kr(2)VT) - Vwdy =0

Cette formulation est bien connue pour pour poser des difficultés numériques lorsque la convection
est importante par rapport a la conduction c.-a-d. lorsque ||ul| est grand par rapport aux KTU du
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tenseur de conductivité thermique. Plus précisément, on pose :

B pcpUL

P, %

ou U, L et K sont respectivement une vitesse, une longueur et un coefficient de conductivité
thermique caractéristiques du probléeme. Typiquement, on aura Krp(x) = KI pour un matériau
isotrope. Pe est un nombre adimensionnel appelé nombre de Péclet. ! Il représente le rapport entre
les transferts de chaleur par convection et par diffusion. Plus le nombre de Péclet est grand, plus
la convection est dominante et, comme nous le constateront, plus la résolution de 1’équation de
conservation de I’énergie 10.1 est délicate a résoudre. C’est ce que nous allons maintenant illustrer
dans un cas unidimensionnel et stationnaire (on retire la dérivée en temps et on divise par pc, que
I’on suppose constant) qui résulte en 1’équation toute simple :

d dr dr
o (kdx> + U = 0 pour z € [0, 1] (10.2)

ou k désigne maintenant la diffusivité thermique (k = K/pcp) est maintenant un scalaire positif
et w une constante que nous supposerons également positive. On considere le domaine [0, 1] et des
conditions aux limites T(0) = 0 et T(1) = 1 de sorte que l'on vérifie facilement que la solution

exacte est : Ik
1—e%"
T(z) = Tk

Le nombre de Peclet se réduit alors & Pe = uL/k = u/k en fixant la longueur caractéristique du
probleme a la taille du domaine.
10.2 Résolution par différences finies

Nous allons faire une bréve incursion en différences finies et considérer un maillage uniforme,
chaque élément étant de longueur h. Dans un premier temps, on utilise les différences centrées
d’ordre 2 (O(h?)) et un maillage comme celui de la figure 10.1 :

2T Tip1 — 2T, + T T Tiy1 — T
Z?(%) = 2 A + O(h?) ainsi que Z—x(gjl) = % + O(h?)
de sorte qu’au noeud x;, on obtient la récurrence :
(s )T+ () T+ (—5+ 5 ) T = 10.
(h+2> 1+(h> +< h+2) +1=0 (10.3)

dont les inconnues T; sont les valeurs de la température aux noeuds.
Il s’agit d’'un systeme tridiagonal qui peut étre résolu tres facilement. Les résultats sont illustrés
a la figure 10.2. A bas nombre de Peclet, tout va bien et les résultats numériques sont acceptables.

1. Jean Claude Eugene Péclet était un physicien frangais, né le 10 février 1793 a Besancon, mort a Paris le 6
décembre 1857.
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Ti—1 T Tit1

Figure 10.1 — Maillage de deux éléments

Par contre, on remarque rapidement que la situation se détériore au fur et & mesure que le nombre de
Peclet augmente. Plus celui-ci est grand, plus la convection est dominante (u devient dominant par
rapport a k) et plus les résultats présentent des oscillations. Le cas extréme est celui du transport
convectif pur ou k = 0. Physiquement, cela signifie que I'information est transportée sans diffusion
par le champ de vitesse u.

Par exemple, la fumée d’une cheminée suit le vent et il en est de méme pour la chaleur qui est
convectée par le champ de vitesse c.-a-d. si w > 0, la chaleur vient de la gauche et inversement si
u < 0.

Devant ces résultats, les spécialistes des différences finies ont eu I'idée d’utiliser une différence
arriere pour le terme convectif si v > 0 (avant dans le cas contraire) :

dT T — T
—(x;)) = ———+0O(h

pour tenir compte du fait que I'information vient principalement de Iamont si u est grand. On
parle alors de différentiation amont («upwinding» en anglais). On obtient la récurrence :

k 2k k
- <h + u) Ty + (h + u) T, - <h> Ty =0 (10.4)

La différence arriere est cependant d’ordre 1 (O(h)) seulement et il y donc une perte de précision.
On obtient alors les résultats de la figure 10.3. Si les oscillations sont disparues a Pe = 100, on note
tout de méme une précision assez faible qui résulte de la perte d’un ordre de précision.

Pour expliquer, au moins partiellement ce qui se passe, on remarque que I’équation 10.4 peut
aussi s’écrire, en réarrangeant les termes

uh\ (Tip1 —2T; + Ti Tiv1 — Tz’—l) B
(k:+ 2)( =t )—l—u( ) =0 (10.5)

et 'on constate que le schéma numérique tend a ajouter (artificiellement) un terme de diffusion
supplémentaire par rapport a 1’équation initiale. On parle alors de diffusion artificielle.
10.3 Résolution par éléments finis (cas unidimensionnel)

Dans cette section, nous montrerons comment obtenir des résultats similaires & ceux obtenus
par différences finies mais cette fois, en passant par la méthode des éléments finis.
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oy

Ti—1 Z; Tit+1

Classique Pondérée vers 'amont (SUPG)

Figure 10.4 — Fonctions de Ritz au noeud x;

10.3.1 Une premiére approche par éléments finis

La formulation variationnelle de notre probléme unidimensionnel s’écrit typiquement pour w €
Hy([0,1])

de sorte que le systeme élémentaire correspondant a la méthode de Galerkin est :

/1 LdThdw | dT;
0

25 dpE K =K duK
/2 kﬂdwl dx—l—/ ALY VI dr = 515 I (21 + sty oI (2F)

U
K dr dz oK dx
ou encore sur ’élément de référence :

ho ).y de dE

L dibs ~ R .
de+uf f;w d = 5 (1) + 55 Bi(+1)

qui, pour des fonctions d’interpolation linéaires devient :

BRI EHEEY

hl —1 1 21 -1 1 51

et on consideére encore le maillage tres simple de la figure 10.1. Une fois la matrice globale assemblée,
la deuxieme équation, correspondant au noeud x;, est exactement ’équation 10.3. Notons que second

membre de I’équation est sﬁi_l + sﬁi qui s’annule. La méthode des éléments finis ne fait pas mieux
que celle des différences finies.

Pour obtenir l'effet de la différentiation amont, une solution consiste a modifier les fonctions de
pondération dans la formulation éléments finis et de déplacer leur poids vers 'amont. La fonction
de Ritz classique linéaire par élément associée au noeud x; est illustrée a la figure 10.4. Considérons
maintenant la fonction «bulle» sur I’élément de référence :

3

be) = (1 - )
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et on modifie les fonctions de pondération en les remplacant par :

B©) = di©-abe) = T e
: : (1+9

Dal€) = () +ab() = 5= +able)

soit les fonctions habituelles, augmentées de la fonction bulle et d’'un parameétre o a déterminer. La
fonction de Ritz du noeud z; est illustrée a la droite de la figure 10.4 et on constate le biais vers
I'amont de la pondération.

Le systeme élémentaire de type Petrov-Galerkin s’écrit :

no)ae ae BTV e v

d¢ = st pi(—1) + sfy Pi(+1)

et on vérifie facilement que le terme de diffusion reste inchangé. Le systéme élémentaire de type
Petrov-Galerkin devient :

k[ 1 —1}+u{—(1—a) (1—04)}:{3;]
-1 1] 2[-(1+a) (I1+0a) 512
et en assemblant sur le maillage de la figure 10.1, on obtient (les variables secondaires s’annulant
toujours) :

kK u 2k ko u
—|-+=-14+a))T;- — 4 au | T; —+-(1-a))Tiy1 =0 10.7
(h+2(+))21+<h+ >z+( LTl )) i+1 (10.7)

On remarque immédiatement qu’en posant a = 0, on retombe sur le schéma de différences
centrées. Si @ = 1, on a le schéma de différences arriéres et donc nous avons réussi, en modifiant
les fonctions de pondération, & obtenir le méme effet. Finalement, en posant :

N K_uh
ek ou Pe =9

Qopt = coth(Pel) — (10.8)
on peut montrer que la solution numérique est exacte aux noeuds du maillage tel qu’illustré a
la figure 10.5. On peut voir le paramétre Pe® comme un nombre de Peclet local & 1’élément (la
longueur de référence étant fixée a h/2). La formule 10.8 ne donne cette performance que pour le
probléme simplifié unidimensionnel 10.2. On la retrouve cependant & peu pres telle quel dans de
nombreux articles en dimension supérieure et pour des équations aux dérivées partielles beaucoup
plus générale. Il faut étre conscient des limitations d’une telle généralisation et on ne doit surtout
pas s’attendre a obtenir des solutions numériques exactes aux noeuds dans le cas général.

10.3.2 Une deuxiéme approche par éléments finis

La modification des fonctions de pondération semble avoir été la clé du succes de I'approche pré-
cédente. On peut arriver a un résultat similaire d’une fagon plus générale qui consiste a modifier la
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09/ —e— Solution numérique
0.8 — Solution exacte
Y

Figure 10.5 — Premier schéma de type SUPG avec « défini par 10.8

formulation variationnelle 10.6 du probléme en lui ajoutant un terme supplémentaire faisant interve-
nir le résidu (fort) de I’équation a résoudre. Cette idée a été introduite par Hughes et Brooks [38, 39]
et toute une littérature s’en est suivie. Dans le cas de notre probléme simplifié, on aurait :

dThdw dTy, dTh dTp\ . _
/kdx — +u wdw+2/ ( ( dm>+udx>wdx_0

La formulation est dite consistante car si T}, est la solution exacte de I’équation différentielle (T' =
Th), le terme supplémentaire s’annule et on peut dire que I’équation différentielle n’est pas modifiée.
On remarque aussi que ce terme est pondérée par une fonction test (modifiée) w et que la stratégie de
modifier les fonctions de base est encore présente. Notons de plus que ’écriture n’est pas arbitraire.
Le terme supplémentaire ne peut pas s’écrire sous la forme :

1 d dTy, dTy,
—— | k— u—- | W dx
/0 ( dz ( dx ) + dx >
car le terme (k%) n’est généralement pas continu a la frontiere des éléments et on ne peut pas

le dériver. Comme nous le verrons, les fonctions de pondération @w ne sont pas non plus continues
a la frontieére des éléments. Au niveau élémentaire, on a :

K

Ty d Kd K dypk K
/. k;”x - Jw] d:c+/ ( (k ZZ;>+ f)w da = sty ¥ (a1 )41z ] (27)

1

Remarquons que le deuxiéme terme de diffusion n’a pas été intégré par parties. Il n’a donc aucune
contribution au second membre faisant apparaitre les variables secondaires. Dans le cas linéaire, ce
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terme s’annule tout simplement (si k est constant). Ce ne sera pas le cas pour une discrétisation
quadratique ou si k est variable et il fera donc intervenir des dérivées secondes.
Il reste & construire les fonctions tests modifiées ;. L’une des formes possibles est :

T d?l)l _ hKa d1/)z _ hKa
¢1_T<udx>_2|u|<udx> et donc 7= ——

et on voit la dépendance des fonctions tests sur la taille de I’élément et sur un parametre o qui,
comme nous le verrons, dépend du nombre de Peclet local.

Dans notre probléeme simplifié, ﬁ n’est rien d’autre que le signe de u. Si on prend des fonctions
tests linéaires, % est constant par élément et on a alors :
dip¥ Lo dpk 1
—_— =0 —— = —=
dx hE dx hE

de sorte qu’en supposant u positif :

. dys T o
o = wtar () oo g

dx 2
~ duE T o
K _ K 2 | _ K _ K@

et on retrouve la situation de la figure 10.6 pour la fonction de Ritz attachée au noeud zx;. Ces
fonctions de Ritz sont nettement pondérées vers 'amont mais sont quant a elles discontinues (avec
un saut de hauteur «), contrairement & la premiére approche que nous avons vue.

Un simple calcul permet de vérifier que I'on obtient exactement le méme systeme élémentaire
qu’a la section précédente et donc la récurrence (10.7) au noeud z;. Par conséquent, si on choisit le
a optimal de I’équation (10.8), la solution numérique sera exacte aux noeuds. En fait, on montre
dans Verdier [60] que 'on obtient essentiellement les mémes résultats avec :

Pour s’en convaincre, il suffit de tracer cette expression de « et celle de ’équation (10.8) en fonction
de PeX pour réaliser que les courbes sont trés semblables. On a alors :

1

4|ul? 144k
(RE)2 T (RE)2

expression qui peut aussi étre utilisée.
Par contre, tout le développement précédent n’a plus de base aussi solide lorsque 1’on prend
une discrétisation quadratique. On peut le constater a la figure 10.7 ou les résultats des deux



228 Chapitre 10

Figure 10.6 — Fonction de Ritz modifiée de type SUPG

discrétisations sont illustrés. Bien que la solution linéaire soit exacte aux noeuds et 'autre pas,
la solution quadratique est quand méme légérement plus précise, que ce soit en norme L? ou H&.
On peut également vérifier que les taux de convergence (en fonction de la taille du maillage) sont
optimaux dans les deux normes et pour les deux discrétisations (O(h**+1) en norme L? et O(h*) en
norme H}, k étant le degré de la discrétisation).

Terminons sur une remarque importante. Il ne faut pas croire que la méthode de Galerkin clas-
sique n’est pas convergente pour les problemes de type convection-diffusion. La figure 10.8 montre
bien qu’en raffinant le maillage, on finit par obtenir des solutions numériques tres satisfaisantes
méme a Pe = 100. Ainsi, avec un maillage de 80 éléments, on a nul besoin d’utiliser la méthode
SUPG. Cette figure illustre aussi le fait que 'approche SUPG ne fait que pallier aux lacunes d’un
maillage trop grossier pour capturer adéquatement une solution. Mentionnons enfin que méme ce
dernier maillage a 80 éléments deviendrait a son tour inadéquat si on augmentait le nombre de
Peclet a 1000 ou 10000. On verra au chapitre 15 comment on peut adapter automatiquement un
maillage pour capturer ce type de solution.

10.4 Méthode SUPG en dimension supérieure

La méme stratégie fonctionne en dimensions 2 et 3, mais bien entendu avec quelques difficultés
supplémentaires. La principale vient de la définition du Peclet local et en particulier la définition
de . En dimension 1, ce ne peut étre que la longueur de I’élément. Mais qu’en est-il en dimension
supérieure et en particulier lorsque les éléments sont étirés (anisotropes) comme nous le verrons au
chapitre 15.

On étudie ’équation de réaction-convection-diffusion dans le cas stationnaire :

cT + u-V7T - V- (K7VT) = 10.9
, (KrVT) f (10.9)
terme de réaction  terme de convection (o116 de diffusion  terme source

ol w est un champ de vitesse (supposé connu) et K est le tenseur d’ordre 2 de diffusion (conduc-
tivité thermique pour 1’équation de la chaleur), qui peut dépendre de T' et C est un coefficient (qui
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Figure 10.8 — Méthode de Galerkin classique avec 20, 40 et 80 éléments (Pe = 100)
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peut dépendre de la position et de T'). Dans le cas isotrope, ce tenseur est un multiple du tenseur
identité (kI). A droite, le terme source f peut aussi dépendre de T
On impose aux bords du domaine des conditions de Dirichlet et de Neumann :

T =T sur I'p
KTVT ‘n = hT sur FN
( )

Lorsque I'on multiplie 1’équation (10.9), ou formulation forte, par des fonctions test w et que
I'on integre le résultat, on obtient la formulation variationnelle ou formulation faible du probleme.
On applique d’abord le théoréme de la divergence au terme de diffusion. Enfin, puisque les fonctions
test s’annulent ou la condition de Dirichlet est imposée, on obtient dans le cas général :

/(CTw+u-VTw+(KTVT)-Vw7fw) dv:/ hr wdv (10.10)
Q o'y
Ces équations montrent de fortes oscillations dans la solution numérique lorsque le terme de

convection est dominant par rapport au terme de diffusion. Plus précisément, on obtient ces os-
cillations lorsque le nombre de Peclet (Pe), défini par le ratio du transfert par convection et du
transfert par diffusion, est grand. Pour une longueur L & définir selon les dimensions du probleme,
on a :

u L

k
C’est pour contrer les oscillations indésirables que la méthode SUPG est utilisée. A 1'origine,

I'idée consistait a appliquer une stabilisation au terme de convection. Ainsi, on utilise plutét des
fonctions tests modifiées w de la forme :

Pe =

W =Tu- - Vw (10.11)

On voit bien I'analogie avec le cas unidimensionnel. On est donc mené a la formulation variationnelle
suivante pour le cas SUPG :

/ (CTw+u-VTw+ (KrVT) - Vw — fw) dv—i—Z/ (CTH+u-VT-V-(KrVT)—f)wdv = hp wdv
Q < JK oT N
(10.12)
On remarque qu’il s’agit de la méme formulation variationnelle que pour Galerkin a laquelle on a
ajouté un terme de stabilisation pondéré par des fonctions tests différentes. Ici encore la formulation
est consistente dans le sens ou la solution exacte du probléeme vérifie la formulation variationnelle.
Sur chaque élément, on définit un nombre de Peclet local par Pe = ||u||/h® /2k, le compor-
tement asymptotique de 7 doit respecter les conditions suivantes pour conserver les propriétés de
stabilité et de convergence :
En dimensions supérieures, il n’existe pas de solution optimale connue pour 7 et plusieurs choix
sont proposés dans la littérature. Nous continuerons d’employer la formule obtenue dans le cas

unidimensionnel : 1

4 ull® | 144 k2
Rzt TR

T
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Il est a noter que ce choix dépend d’une longueur A liée a la taille d’un élément donné. Idéalement,
cette longueur devrait aussi étre liée a la direction du vecteur w. Intuitivement, si u est aligné avec
un aréte de 1’élément, alors h, devrait étre la longueur de cette aréte. Ce choix peut étre fait de
plusieurs fagons pour chaque type d’élément (i.e. triangles, quadrilatéres, tetraedres, etc.). Suivant
Verdier [60], on pose :

o V2
Vi (gt vN)°

ou ny correspond au nombre de noeuds de calcul pour le température sur 1'élément et les N; sont les
fonctions d’interpolation. La définition dépend donc du degré d’interpolation de la discrétisation.
Si ||lu|| = 0) on définiera h, comme étant la longueur du c6té d’un triangle équilatéral (tetraedre
régulier) ayant la méme aire (le méme volume) que 1’élément.

On peut dans un premier temps se convaincre que la définition précédente donne bien une
longueur. Reportons nous, une fois encore, au cas unidimensionnel pour une discrétisation linéaire
(ng = 2). On suppose de plus que u est positif et on a :

hy = V2 V2 V2
\/Z?:l (H%HNOQ \/212:1 (Ni/)2 \/((_};{)2 n (};)2)

et on revient a la longueur de I’élément.

On peut montrer que dans le cas bidimensionnel, I’équation (10.13) donne une longueur pro-
portionnelle & la taille de I’élément et alignée avec le champ de vitesse w. Ainsi, si u est parallele
a l'un des cotés de 1’élément, alors h, sera simplement la longueur de ce coté.

(10.13)

Remarque 10.1. Pour des problémes plus complexes présentant d’autres termes comme dans le
cas instationnaire, il faut s’assurer que la formulation variationnelle soit consistante et donc que
tous les termes soient présents dans le terme de stabilisation. En ce qui concerne 7, on propose la

forme :
1

4 4||u|? 144 k2
\/ @iz TRz T T

qui inclut la contribution du pas de temps. <«

T =

Exemple 10.2. Nous allons considérer un probléeme dit de perturbation singuliere proposé dans [21] :

CT+u-VT -V -(eVT) = f inadomain Q€ R?
(10.14)
T = 0 sur toute la frontierel'p

oll € est un parameétre constant choisi trés petit (¢ = 1076). On parle de perturbation singuliere
précisément en raison de ce petit parametre. L’équation obtenue peut en effet étre pergue comme une
perturbation d’un probléme de transport pur (sans diffusion). Le vecteur vitesse u et le parametre
C sont donnés par :

u=(1-2¢)(-1,-1), C=2(1—¢),
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Figure 10.9 — Perturbation singuliére : maillage et solution SUPG.

La géométrie du probléme est le carré unité [0, 1] x [0, 1] et on prendra :

1 — e /e 1—evle ot
= — — - _ - Yy
f(z,y) el s vl el g vl R
On montre alors que la solution analytique du probléme est :
1—e /e 1—ev/e oty

B e A U pe v

qui s’annule bien sur la frontiere. Cette fonction présente des variations tres brusques sur les fron-
tieres x = 0 et y = 0 ou elle passe subitement de 0 a presque 1. Il s’agit en fait de variations tres
similaires & celles que nous avons vues en dimension 1. Le maillage utilisé et la solution (quadra-
tique) avec SUPG sont présentés a la figure 10.9.

Tout comme en dimension 1, la solution obtenue avec la méthode de Galerkin standard est tout
simplement inutilisable. De violentes oscillations perturbent complétement les isovaleurs (voir la
figure 10.10 & gauche) alors que la méthode SUPG donne des résultats acceptables. ¢

Exemple 10.3. On considére cette fois un probleme de convection pure :

u-VI'=0
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Figure 10.10 — Perturbation singuliere : solution Galerkin et solution SUPG.

(aucune diffusion) dans la géométrie de la figure 10.11. Le champ de vitesse est donné par :

u = (_y7 l‘)

qui donne un mouvement de rotation dans le sens antihoraire. Pour un probléme purement convectif,
il suffit de donner une condition de Dirichlet uniquement sur la partie entrante de la frontiere du
domaine c.-a-d. ol w - < 0. Dans cet exemple, on 'impose seulement sur la frontiere inférieure
(y=0,n=(0,—1) et donc u-n = —x < 0) ainsi que sur la paroi de droite (z =1, n = (1,0) et
u-n = —y < 0).La solution analytique est tout simplement le transport, suivant le champ de vitesse,
de la condition aux limites. Dans notre exemple, on impose T'(z,0) = 1 pour < 1/3 < x < 2/3 et
0 ailleurs alors que sur la paroi de droite, on impose T'(1,y) = 0. La solution analytique est donc
simplement 0 dans tous le domaine sauf dans la région en bleu sur la figure ou 7' = 1. C’est un
cas limite tres difficile (nombre de Peclet infini), bien que la solution du probléeme soit relativement
simple.

Les maillages utilisés sont présentés a la figure 10.12. La solution obtenue par la méthode de
galerkin sur le maillage de base est tout simplement inutilisable. On a peine a reconnaitre la solution
sur la figure 10.13. La solution numérique oscillentre —6.,5 et 7,7 alors qu’elle devrait rester entre
0 et 1. Seule la solution linéaire est illustrée, la quadratique étant encore pire. La méthode SUPG
produit quant a elle les résultats de la figure 10.14. Bien que meilleures que celles obtenues par
la méthode de Galerkin, ces solutions numériques laissent toutefois encore a désirer. De fortes
oscillations sont encore présentes. On note que la solution linéaire est plus diffusive. La solution
quadratique est encore plus oscillatoire et présente des pics indésirables. Enfin, un maillage plus fin
permet d’améliorer les solutions (voir la figure 10.15), bien qu’il reste encore du chemin a faire. On
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verra qu’ici encore, 'adaptation de maillage (voir le chapitre 15) permet de se sortir élégamment
d’impasse. ¢

Exemple 10.4. On considére ici une forme un peu plus générale de I’équation de convection-
diffusion s’écrivant : oT

5 V(KVT)-V(uT)=f
On constate que le terme de convection est sous une forme légerement plus générale. En ce qui
concerne la formulation variationnelle, on peut distinguer ici deux approches essentiellement équi-
valentes mais qui donnent des conditions naturelles différentes.
Premiére approche
C’est celle a laquelle nous sommes habitués. Il suffit pour ce faure de développer le terme de
convection :

VuTl)=T(V-u)+u-VT

Pour un champ de vitesse a divergence nulle, on revient a la formulation habituelle. Sinon, il y a
un terme supplémentaire mais la formulation reste similaire :

/Q(Tw+T(V-u)w+u-VTw+(KTVT)-Vw—fw) dv
+Z/(T+T(v-u)+u-VT—v-(KTVT)—f)wdv
K K

= KV -nwdv
o'y

Notons que la condition naturelle est encore ici KV - n. Notons de plus que ce terme ne fait a
priori pas intervenir la fonction test w puisque le deuxiéme terme de diffusion n’a pas été intégré
par parties. ¢
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Figure 10.13 — Convection pure et méthode de Galerkin : solutions linéaire (haut) et quadratique

(bas).
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Figure 10.14 — Convection pure avec SUPG : solutions linéaire (haut) et quadratique (bas).
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Figure 10.15 — Transport pur avec SUPG : solutions linéaire (haut) et quadratique (bas) sur maillage

plus fin.
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10.5 Exercices

1.

On considere 1'équation de convection-diffusion suivante :
—V - (K(@)VT)+u-VT 4+ c¢(x)T = f(x) dans Q C R"
a(x)T + (K(x)VT) -n = g(x) sur I' = 992

oll on supposera que :

— f(x) est dans L?(Q) et g(x) est dans L?(T');

— ¢(x) est dans L>®(Q) et a(x) est dans L>°(T);

— u est un champ de vecteurs donné & composantes dans W1H>°(Q);

— K est un tenseur symétrique dont les composantes sont C' () et pour laquelle il existe
une constante « telle que :

(K(2)€) - € > al|é]3 V& € R
— 1l existe des constantes C7 et C5 telles que :

c(x) — %V -u > (7 >0 presque partout dans €

a(x) + %u -n > (9 > 0 presque partout sur I’

et I'une au moins des constantes C7 et Cy est strictement positive.

Proposer une formulation variationnelle dans un espace fonctionnel approprié et démon-
trer 'existence et I'unicité de ce probleme. Est-ce que I'on peut ramener ce probléeme a
un probleme d’optimisation ?

Suggestion : Pour la coercivité, on intégrera par parties le terme en u - V7. L’identité
suivante pourrait aussi étre utile :

V- (vw)=(V-v)w+v-Vw

. La discrétisation de problémes unidimensionnels par éléments finis ou par différences finies

mene, dans des cas simples, a des récurrences de la forme :
aTiy1 + 0T+ cTi 1 =0

pour ¢ = 1,2 ---n — 1, auquel on ajoute des conditions aux limites Ty = ag et T, = ;. Si
b? — 4ac > 0, montrer que la solution générale de cette récurrence est :

an—aoXQ) i (aoX{‘—an> i
T — (2 2022 ) 0 T oy
= (s ) o () o

pour X; et X judicieusement choisis.
Suggestion : Trouver X tel que 7; = X soit une solution.

. En vous servant du résultat du numéro précédent, résoudre les récurrences 10.3, 10.4 et 10.7

et comparer graphiquement avec la solution analytique.
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Application aux problemes d’élasticité

Tous les problémes considérés jusqu’a maintenant ne comportaient qu'une seule équation dif-
férentielle ou aux dérivées partielles. Il existe cependant plusieurs applications dans lesquelles on
doit résoudre un systéme d’équations. En fait, les systemes sont de plus en plus la regle plutot que
I’exception.

Nous introduirons ce sujet en discutant des problemes d’élasticité linéaire, qui ont encore une
grande importance pratique. Le probleme consiste a calculer les trois composantes du déplacement
u(x) = (u1(x), ue(x), us(x)) que subit un corps élastique soumis a diverses sollicitations. On obtient
des équations couplées qui ne peuvent étre résolues séparément. Il en est de méme en mécanique
des fluides visqueux incompressibles, ou les inconnues sont le champ de vitesse (u1,u2,us) et la
pression p. Dans ce dernier cas, on a un systéeme de 4 équations pour ces 4 inconnues que nous
étudierons au chapitre suivant.

11.1 Problémes d’élasticité linéaire

On considére un corps fait d’un matériau élastique en dimension 3 (le cas bidimensionnel ne
présentant aucune difficulté particuliére) et soumis a des forces externes (forces par unité de volume

N/m3) :

r(x) = r(x1, 22, x3) = (r1(z1, T2, 23), r2(21, T2, T3), T3 (21, T2, T3))

On souhaite alors déterminer le déplacement u(x) d’un point matériel & = (x1, x9, x3) occasionné
par l'application de ces sollicitations. Pour ce type de problemes, la notation tensorielle est utile,
sinon nécessaire. On retrouvera a ’annexe A quelques rappels sur cette notation et en particulier
sur le théoréeme de la divergence. Introduisant le tenseur (symétrique) des contraintes de Cauchy
o, les équations d’équilibre s’écrivent :

—-V.o=r

241
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Cette derniere équation est en fait un systeme de 3 équations :

Join 0012 30’13)
(61'1 + 8132 + 61'3

1 (561, x2, 1'3)

0oz 0oy Ooag
_(E):cl + 019 + 8373>

ro(x1, T2, 3)

do do do
B ( 13 0023 33>
0901 8.7}2 0$3
On voit immédiatement l'intérét d’introduire la notation tensorielle qui est beaucoup plus com-

pacte. Introduisons maintenant deux tenseurs qui seront fort utiles par la suite. Pour un champ de
déplacement uw donné, on définit le tenseur gradient de déformation par :

— 7"3(!171,1'2,1’3)

[ Qw1 Our O
81:1 8.%‘2 a.rg
6UQ 8’LL2 8’11,2
Vu=| —— — — 11.1
v 8.%'1 8.21?2 (9.1‘3 ( )
Oug  Ous  Oug
L 6.%1 8$2 83?3 i
On définit ensuite le tenseur de déformation comme étant la partie symétrique du tenseur gradient
de déformation :
[ ou 1<6‘U1 %2) 1(%+8u3)'
(91‘1 2 0.292 le 2 8.7,'3 81‘1
Vu+ (VU)T 1 <8u2 8u1> 8u2 1 (8UQ 8u$)
_ _ | L [0u2 guz o (2, 9us 11.2
v(u) 2 2 \ 0z + 0xo Oxo 2 \ Ozs + Oxo ( )
1<<9US+5UI> 1<37~L3+3uz) Ous
L 2 8.7}1 8.7}3 2 81‘2 81’3 81‘3 |

Nous noterons 7;; les différentes composantes du tenseur «(u). Notons de plus que le tenseur de
déformation n’a pas d’unités.

On multiplie maintenant 1’équation d’équilibre par une fonction test vectorielle w = (wy, we, w3)
et on intégre par parties sur le domaine 2. On trouve alors, en utilisant le théoréme A.7 :

/U:dev—/(a-n)-wds:/r-wdv
Q r Q

Puisque le tenseur o est symétrique, il est facile de montrer que o : Vw = o : y(w), de sorte
que la formulation précédente devient :

/QO':’y(w)d’u—/r(a-n)-wds:/gr-wdv
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Il reste a introduire une loi dite de comportement reliant le déplacement u (ou plus précisément
le tenseur y(u)) au tenseur des contraintes de Cauchy o. Pour un matériau dit linéaire élastique,
cette relation prend la forme générale :

o =C:~v(u) ouen termes des composantes 0;; = Cyjps (V())r1 = CijriVki (11.3)

ou on a utilisé la convention de somme sur les indices répétés. La relation 11.3 n’est qu’une gé-
néralisation de la loi de Hooke et C est le tenseur d’élasticité (du quatrieme ordre). On a ainsi
une relation linéaire entre les contraintes et les déformations, ce qui justifie 'appellation matériau
linéaire élastique. Le tenseur d’élasticité C n’est pas tout-a-fait quelconque. On montre en effet qu’il
dérive généralement d’un potentiel ® suivant une expression de la forme :

Coons — 9*®
UM 007

Puisque v;; = 7;; et que 'on peut permuter I'ordre de dérivation, on en tire immédiatement les
propriétés de symétrie de ce tenseur :

Ciiki = Cjiti = Ciji = Cruij (11.4)

Le tenseur C posseéde donc au plus 21 composantes différentes et éventuellement non nulles (au lieu
des 81 composantes d’'un tenseur du quatrieéme ordre quelconque). Il est courant (et parfois utile)
d’exprimer sous forme matricielle I’expression 11.3. Cette relation matricielle est de la forme :

o11 Cii Ci2 Ciz Ciu Ci5 Cig Y11

022 Ciz Co2 Ca3 Coa Co5 Cop Y22

o33 | _ | Ciz Co3 C33 C3a C35 Cse V33 (11.5)
012 Cia Coa C3a Cas Cas Cug 2712 '
023 Cis5 C5 C35 Cas Cs5 Csp 223

713 | Ci6 Cs Cs6 Cas Css Cos | L 2713

Dans cette relation matricielle, il y a au plus 21 coefficients différents, tout comme pour le
tenseur d’élasticité C compte tenu de ses symétries. Pour passer de la formulation matricielle 11.5
a la formulation tensorielle 11.3, il suffit de faire les correspondances suivantes. Par exemple, si
i =7 = 1 dans la relation 11.3, on a :

o11 = Cri vk = Criniyin + Crizave2 + Crissyss + 2Ci112m2 + 2C1123723 + 2C1113713
tandis que la premiere équation du systéme matriciel 11.5 s’écrit :
o11 = Cuimi + Ciavez + Cizyss + 2C1ami2 + 2C15723 + 2C16713
de sorte que :
Ci111 = Ci1, Ci122 = Cia, Cu133 = Ci3, Ci112 = Cua, Ci123 = Ci5, C1113 = Ci6
De méme, en prenant ¢ = j = 2 dans 11.3 et la deuxieme ligne de 11.5, on conclut que :

Co211 = Cr122 = Ci12, Ca22 = Ca2, C2233 = Ca3, Ca212 = Ca4, C2223 = Ca5, C2213 = Cog
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En parcourant chaque ligne du systeme matriciel et I’équation correspondante 11.3, on trouve la
relation matricielle suivante :

o1 Ciinn Cii22 Ciizz Ciiiz Cii2z Ciiis 71

022 Ci122 Co222 Ca2233 Ca212 (2223 (2213 V22

o33 | _ | Cus3 Cozssz Csss3 Cs3z12 Cszaz Cs3i3 V33 (11.6)
012 Ci112 C2212 (3312 Ci212 Ci223 Ci213 2712 ’
023 C1123 Co223 (3323 Ci223 Caz23 (2313 2723

013 Ci113 Co213 C3313 Ci213 C2313 Ci3i3 2713

Tous les autres coefficients du tenseur C sont obtenus par symétrie.

Que ce soit en utilisant la notation matricielle ou tensorielle, la formulation variationnelle devient
alors :

/(C:’y(u)):'7('w)dv—/(cr-n)-wds:/r~'wdv (11.7)
Q r Q

Le probléme étant d’ordre 2, 'espace de base sera H'(£2) ou plus précisément (H'(Q))? puisque
le probleme est tridimensionnel. Ce systéme comporte donc 3 conditions aux limites essentielles a
savoir 'imposition des déplacements u; sur la frontiere ou une partie de celle-ci. Les trois conditions
aux limites naturelles correspondantes portent sur le vecteur t = o - n dit de contraintes normales.
En un point donné de la frontiere, on doit imposer 3 conditions aux limites. Dépendant du probleme,
on impose soit la composante u; du déplacement, soit la composante t; du vecteur des contraintes
normales, mais jamais les deux en méme temps.

Remarque 11.1. Le probleme variationnel 11.7 est équivalent au probléeme de minimisation sui-
vant :

Tw) = it J(w) = inf 5 [ (€5 9w) s y(w) do— [

r-wdv—/t~wds (11.8)
r

ot V est le sous-espace de (H'(£2))? des fonctions w s’annulant 13 ot on impose des conditions
essentielles sur le déplacement uw ou 'une de ses composantes. Le premier terme correspond a
I’énergie élastique de déformation et les deux autres termes correspondent au travail effectué par
la charge imposée. <«

11.2 Matériau linéaire élastique isotrope

Un matériau linéaire est dit isotrope s’il ne possede aucune direction privilégiée ou encore s’il
est macroscopiquement homogene. En un point donné, ses propriétés sont les mémes dans toutes
les directions. C’est le cas de la plupart des métaux par exemple.

Dans le cas isotrope, le tenseur d’élasticité C est défini par :

Cijrt = Mijly + p(Lindy + Iydjk) (11.9)

ot I est le tenseur identité (I;; = 1 si i = j, 0 autrement) *. Les parameétres constants A et p sont

1. On retrouve parfois le deuxieme terme sous la forme 2u ;115 qui est incorrecte car alors le tenseur C n’a plus
les propriétés de symétrie de la relation 11.4.
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les coefficients de Lamé définis par :

Ev
,u:m et )\:(1+1/)(1—2V) (11.10)

ou E est le module d’élasticité (ou module d’Young) et v est le coefficient de Poisson du matériau.
Les unités du module de Young sont des pascals (Pa) tandis que le coefficient de Poisson est
adimensionnel de sorte que les unités de p et A sont aussi des pascals. On trouvera dans le tableau
suivant quelques valeurs de ces coefficients pour différents matériaux, incluant des valeurs du module
de compressibilité £ dont nous nous servirons plus tard.

Valeurs des coefficients pour des matériaux usuels
Matériau | A (GPa) | p (GPa) [ £ (GPa) | v [k (GPa)

Aluminium 60,49 25,93 70 0.35 79
Acier 96,95 76,17 195 0.28 168
Caoutchouc | 0,0018 0.5 2.3
Cuivre 130 0.34 139

La relation contraintes-déformations 11.3 prend alors la forme :
oij = (Mijlp + p(Lie L + TuLik) )y = Mijlavin + plicLioye + plaljeve
Puisque Iyvg = vy = tr(y(w)) =V -u, on a:
0ij = Mr(y(w)) Lij + pLixyrs + Lavi) = Me(y(w) ij + p(vig + 75i)
de sorte que :

o = NV - w)I + 2y(w) = <(1 - Vﬁi - 2y)> (V- u)l + (1E> ~+(w) (11.11)

+v

On peut exprimer la relation 11.11 sous forme matricielle. Il est facile de vérifier que pour un
matériau isotrope, I’expression 11.5 devient :

011 A+ 2u A A 0 0 O Y11
g9292 A A+ 2,u A 0 0 O Y22
o33 | _ A A A+2u 0 0 O Y33
o | = 0 0 0 1 0 0]/ 2700 (11.12)
093 0 0 0 0 u O 27923
013 0 0 0 0 0 1% 2")/13

ol on constate qu’il n’y a que 2 coefficients différents (E et v). Pour un matériau donné, on peut
déterminer expérimentalement ces coeffficients. On vérifie alors facilement que les expressions 11.11
et 11.12 sont équivalentes. Nous utiliserons préférablement la notation tensorielle, bien que la for-
mulation matricielle présente aussi certains avantages.
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Remplacant maintenant dans la formulation variationnelle 11.7, on trouve :

[T )T+ 207(w) s y(w) do— [
Q

(AMV-uw) I +2puy(u)) - n) wds= / r-w dv
r

Q

/Q)\(V~u)(V~w)+2,wy(u):7('w) dv:/ﬂr-wdv%—/rt-'wds (11.13)

qui est la formulation variationnelle du probleme d’élasticité dans le cas d’'un matériau isotrope.
Dans cette derniere expression, nous avons introduit la condition naturelle sur la contrainte normale
aussi appelée traction ou vecteur de traction :

t=0c-n=AV-un+2uy(u) n (11.14)

Pour démontrer I’existence et 1’unicité de la solution du probleme 11.13, nous avons besoin d’un
résultat préliminaire connu sous le nom d’inégalité de Korn.

Lemme 11.2: Inégalité de Korn

Siw e (H%O(Q))g, alors il existe une constante C(£2) telle que :

3
> hu@)|Ba = COllwll g = @) (lwilllo+ lwalfo +lwslia)  (1115)
i,j=1

Démonstration : voir Duvaut-Lions [23].

Théoréme 11.3: Existence et unicité de la solution

Le probléme variationnel 11.13 posséde une solution unique dans V = (H!(£2))3.

Démonstration. Le théoreme de Lax-Milgram nous assure de ’existence et de I'unicité de la solution
si la forme bilinéaire :

a(u, w) = /Q)\(V w)(V - w) + 2uy(w) : y(w) do
est coercive sur V. Or, en utilisant 'inégalité de Korn, on obtient :
a(w,w) = [ MT-w)? +29(w) s y(w) dv = | 2y(w) s v(w) = 200wl

ce qui termine la démonstration. |
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Remarque 11.4. Le probleme variationnel 11.13 est équivalent au probleme de minimisation
suivant :

Tw) = it J(w) = inf o [ NV w) + 2uy(w) s y(w) do - [

r-wdv—/t-wds (11.16)
r

ot V est le sous-espace de (H'(Q2))? des fonction w s’annulant 1a ot on impose des conditions
essentielles sur le déplacement w ou I'une de ses composantes. Le premier terme correspond a
I’énergie élastique de déformation et les deux autres termes correspondent au travail effectué par

la charge imposée. <«

11.3 Matériau linéaire élastique orthotrope

Un matériau est dit orthotrope s’il posséde 2 plans de symétrie de comportement. Beaucoup
de matériaux composites sont orthotropes. Le bois en est aussi un exemple. En raison de ces plans
de symétrie, on peut montrer que la relation contraintes-déformations est de la forme (matricielle)
suivante :

1—vo3v390 V21+131V23 V314121132

011 E2E3S 1E2E35 E2E3S 0 0 0 Y11
022 Aigega  ipgma mpzar 0 0 0 Y22
o || wpge spes G 00 0 || 1)
o12 0 0 0 G 0 0 2712
023 0 0 0 0 Go3 O 2723
o13 0 0 0 0 0 G L2ms

ou :
g_ (1 — 2v01v39113 — V13131 — Vo332 — V12V21)
E1E>E5

A cela s’ajoutent les conditions suivantes, découlant de la symétrie du tenseur :

Vo1 + V313 _ Vi + V3ali3 V31t V2aivs2  Vig+ Vil V32 F Vigl31 V23 F V213
EsyEsS E\E3S EsEsS E\EyS E1E5S E1E,S
(11.18)
Il y a donc 9 coefficients indépendants a déterminer (expérimentalement) pour ce type de matériau.
Les coefficients E; sont les modules d’Young dans chaque direction, les v;; sont les coefficients de
Poisson alors que les G;; sont les modules de cisaillement.

Remarque 11.5. Les questions d’existence et d’unicité de la solution sont plus délicates pour un
matériau anisotrope. Il faut en effet que la matrice symétrique 11.17 soit de plus définie positive.
Il est cependant plus facile de travailler avec la relation inverse de 1’équation 11.17 qui s’écrit :

[ A —ko-—mbog 0 0
Y11 _]?}ﬁ f? B E 0 0 0 o11
Y22 _E _1‘17}2@ fg 0 0 0 0922
Y33 | _ By "B L 933 (11.19)
2712 0 0 0 a; O 0 012
223 0 0 0 0 & 0 023
sl 0 0 0 0 0 L |Llow
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L’inverse d’une matrice symétrique étant symétrique, on a :

V21 Vi2 V31 Vi3 V32 V23

E, FE FEs E E3 FE

relations qui sont équivalentes (et beaucoup plus simples) a celles de I’équation 11.18. Dans un
premier temps, une matrice définie positive doit avoir des coefficients diagonaux positifs c.a-d.
E; > 0 et G > 0. De plus, I'un des criteres pour que cette matrice soit définie positive est que le
déterminant de toutes les sous-matrices principales soit positif. On doit alors imposer que :

1 —v19191 >0, 1 —1vq3v31 >0, 1 —1r93030 >0 (11.20)

et enfin que le déterminant de la sous-matrice principale 3 par 3 soit positif c.-a-d. que S > 0. <«

11.4 Etat plan de contraintes et état plan de déformation

Nous avons présenté le cas général (tridimensionnel) du probléme d’élasticité linéaire pour un
matériau anisotrope. L’avantage est qu’ainsi, on peut aborder tous les cas. Il existe cependant des
situations pour lesquelles, on peut simplifier le probléme & deux dimensions. Il faut pour ce faire,
déterminer une relation contraintes-déformations qui sera éventuellement différente de 1’expres-
sion 11.11. Cette nouvelle relation sera ensuite remplacée dans la formulation variationnelle 11.7.
Nous nous limiterons de plus au cas orthotrope (comprenant le cas isotrope).

11.4.1 Etat plan de déformation

On consideére une section (dans le plan x129) d’un corps élastique (isotrope ou orthotrope) et on
suppose que la longueur du corps dans la direction x3 est grande par rapport aux dimensions de la
section. Un exemple typique de cette situation serait un corps cylindrique (de section quelconque)
et de grande longueur. On supposera de plus que ce cylindre s’appuie a ses 2 extrémités sur des
plans qui préviennent tout déplacement dans la direction xj.

Nous pouvons donc supposer que u; = ui(z1,22) et que ug = us(r1,z2). Nous supposons de
plus que les déformations ne se produisent que dans le plan zjzs c.-a-d. que 13 = v23 = 33 = 0
ou encore :

Gug _ 6u3 . Oug —0
a$1 - 6$2 N a$3 N

ce qui entraine que us = cte et donc que us = 0 puisque le corps est fixé aux deux extrémités.
De I’équation 11.17, on tire que 013 = 093 = 0 mais, par contre, o33 n’est pas nul :

V13 + V1223 Vo3 + V2113
= 11.21
033 E1EyS Y11 + E1 S Y22 ( )

On se retrouve donc avec un probleme purement bidimensionnel & résoudre pour les inconnues en
déplacement uq et uo. La relation contraintes-déformations prend la forme :

o=C:v(u)
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ou encore sous forme matricielle :

1—vo3v39 v21+V31V23
o1 v E—EEBE 1E2VE3VS 0 o
— 12FV32113 —V31113
0929 = VNN T s 0 Y29 (11.22)
012 0 0 Gia 2712

qui, une fois remplacée dans la forme variationnelle 11.7, permet de calculer les déplacements u; et
ug. La contrainte o33 peut ensuite étre récupérée par la relation 11.21.

11.4.2 Etat plan de contraintes

Dans ce cas, on considére une plaque mince (d’épaisseur h) et on suppose que le plan moyen
de cette plaque est dans le plan x125. On suppose que les forces volumiques (si elles existent) sont
symétriques par rapport au plan moyen et que les éventuelles forces de traction (contrainte normale)
au bord de la plaque n’agissent que dans le plan z1x2. Sous ces hypotheéses, on peut affirmer que
les contraintes agissent uniquement dans le plan z;xy c.-a-d. :

013 =093 =033 =0

et que le déplacement u3 est nul en moyenne sur 1’épaisseur de la plaque. On en conclut immeédia-
tement de la relation 11.11 que v13 = 723 = 0. De plus, la troisieme équation de la relation 11.17
nous donne :

0 = 033 = C31711 + C327922 + C33733
d’ou 'on tire que :

1, .
733 = = (C31711 + C327722
i )

De la relation 11.17 on tire successivement :

5 C13C 5 Ci13C
o1l = (Cll - 715’3331> 71+ (C12 — 15’33”) V22
o2 = (C21 - 7C2§£31> Y11 + <C22 — 762(53’36332) Y22
o2 = Cume

Les relations précédentes peuvent étre simplifiées a ’aide des conditions de symétrie 11.20. On
obtient ainsi :

_ Ey vi2Fo

o = (1*11121/21) Y1+ (1*1/121/21) 722
_ vi2Es FEy

022 = (1—V12V21) Y11+ (1—V12V21) 722

o2 = 2G12712
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ou encore, sous forme matricielle :

E vi12 E
011 1—1/1%21 1—1u22u221 0 Y11
022 | = Y22 : 0 Vo2 (11.23)
12

1-viov21 1—vi12v21
012 2712

qui, dans le cas isotrope deviennent :

E vE 0
011 1-12  1-12 11
[ 099 ] = 1Ii,E/2 1_EV2 0 Y22 ] (1124)
012 0 0 G 2712

11.5 Le maillage

Le maillage pour ce type de probléemes n’a rien de particulier. Chaque élément comprendra
des noeuds géométriques et des noeuds de calcul. En chaque noeud de calcul, on associe d = 3
degrés de liberté (2 en dimension 2). Les tables de connectivité des noeuds de calcul connec, de
numérotation des degrés de liberté numer et d’adressage adres sont construites de la maniere
habituelle. Par exemple, pour le probleme bidimensionnel (d = 2) illustré & la figure 11.1, on a
construit un maillage tres simple de 8 éléments. Ce maillage n’est présenté que pour illustrer une
fois de plus les différents tableaux requis. Le probléme sera par la suite résolu sur un maillage
beaucoup plus fin et méme tridimensionnel.

On étudie donc une plaque de longueur L = 2 et de hauteur 1 dont I'extrémité gauche est
encastrée. On choisit une interpolation quadratique et une transformation linéaire vers I’élément de
référence telle qu’illustrée a la figure 6.7. On a ainsi né{ =3, nXf =6, nff =12 (car nous sommes
en dimension 2), nel = 8, nnoeuds = 25 et nddl = 50. Seuls les numéros des éléments et des noeuds
sont indiqués sur la figure 11.1. La table de coordonnées des noeuds est de dimension nnoeuds X d.

Coordonnées des noeuds
Table coor
Noeud || Composante z1 | Composante x5 ||| Noeud || Composante x1 | Composante xo
1 0,00 0,00 16 1,50 0,00
2 0,00 0,25 17 1,50 0,25
3 0,00 0,50 18 1,50 0,50
4 0,00 0,75 19 1,50 0,75
5 0,00 1,00 20 1,50 1,00
6 0,50 0,00 21 2,00 0,00
7 0,50 0,25 22 2,00 0,25
8 0,50 0,50 23 2,00 0,50
9 0,50 0,75 24 2,00 0,75
10 0,50 1,00 25 2,00 1,00
11 1,00 0,00
12 1,00 0,25
13 1,00 0,50
14 1,00 0,75
15 1,00 1,00
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Figure 11.1 — Maillage, numéros d’éléments et numéros noeuds de calcul

La table de connectivité des noeuds est de dimension nel x nf et s’écrit :

Noeuds géométriques et de calcul
Table connec
Noeuds géométriques Autres noeuds
Elément || Noeud #1 | Noeud #2 | Noeud #3 | Noeud #4 | Noeud #5 | Noeud #6
1] 1 11 13 6 12 7
2] 13 3 1 8 2 7
3] 3 13 15 8 14 9
4] 15 5 3 10 4 9
5] 11 21 23 16 22 17
6] 23 13 11 18 12 17
7] 13 23 25 18 24 19
B 25 15 13 20 14 19

La table de numérotation est de dimension nnoeuds x d. Les déplacements des 5 premiers noeuds
étant fixés a 0, on omet de les numéroter dans un premier temps, de sorte qu’ils le seront en dernier.
Les 2 passages donnent :
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Numérotation Numérotation
Table numer Table numer
Noeud || w1 | ug ||| Noeud || w1 | us Noeud || u1 | uo ||| Noeud || w1 | us
1 ? ? 16 21 | 22 1 41 | 42 16 21 | 22
2 ? ? 17 23 | 24 2 43 | 44 17 23 | 24
3 ? ? 18 25 | 26 3 45 | 46 18 25 | 26
4 ? ? 19 27 | 28 4 47 | 48 19 27 | 28
5 ? ? 20 29 | 30 5 49 | 50 20 29 | 30
6 1] 2 21 31 | 32 6 1 2 21 31 | 32
7 3| 4 22 33 34| 7 3| 4 22 33| 34
8 516 23 35 | 36 8 516 23 35 | 36
9 718 24 37 | 38 9 7|8 24 37 | 38
10 9 | 10 25 39 | 40 10 9 |10 25 39 | 40
11 11 | 12 11 11 | 12
12 13 | 14 12 13 | 14
13 15| 16 13 15 | 16
14 17 | 18 14 17 | 18
15 19 | 20 15 19 | 20
Enfin, la table adres est de dimension nel x né( et devient :
Adressage
Table adres
Elément || #1 | #2 | #3 | #4 | #5 | #6 | #7 | #8 | #9 | #10 | #11 | #12
1] 41 | 11 | 15 1 13 3 42 | 12 | 16 2 14 4
12 ] 15 | 45 | 41 43 3 16 | 46 | 42 6 44 4
13 ] 45 | 15 | 19 5 17 7 | 46 | 16 | 20 6 18 8
14| 19 | 49 | 45 9 47 7 20 | 50 | 46 10 48 8
15 ] 11 | 31|35 |21 |33 |23 | 12| 32| 36 22 34 24
16| 35 | 15 | 11 | 25 | 13 | 23 | 36 | 16 | 12 26 14 24
|7 15 | 35 | 39 | 25 | 37 | 27 | 16 | 36 | 40 26 38 28
18] 39 | 19 | 15 | 29 | 17 | 27 | 40 | 20 | 16 30 18 28

Remarquons que pour un élément donné, nous avons numéroté d’abord les degrés de liberté associés
a la premiére composante du déplacement et ensuite ceux associés a la deuxieme composante. Cette
numérotation est parfaitement arbitraire mais une fois ce choix fait, on doit en tenir compte par la
suite et particulierement au moment du calcul du systeme élémentaire.

11.6 Formulation variationnelle élémentaire

Nous nous concentrerons maintenant sur le cas d’un matériau isotrope, plus facile a présenter.
Le cas général anisotrope ne pose aucune difficulté conceptuelle supplémentaire.
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La formulation variationnelle élémentaire s’obtient en intégrant non plus sur le domaine §2 au
complet mais sur I’élément K. On obtient ainsi :

/ AV -u)(V-w) + 2uy(u) : v(w)) dv = / 5w dv + th . wds (11.25)
K K oK

ou cette fois n est le vecteur normal & la frontiere de 1'élément, ¥ est tout simplement la
restriction & I’élément K de la fonction 7(x) et ¥ est la traction définie par I'équation 11.14
exercée a la frontiere de 1’élément.

Remarque 11.6. Dans le cas d’'un matériau anisotrope, la formulation variationnelle élémentaire
s’écrit tout simplement :

/(C:‘y(u)):‘y(w)dv:/rK-wdv—l— th . w ds
K K K

ou C est le tenseur d’élasticité d’ordre 4 associé au matériau considéré (o = C : y(u)). <«

11.7 Construction des fonctions d’interpolation

La construction des fonctions d’interpolation ne pose aucune difficulté supplémentaire dans
le cas des systemes d’équations. Il existe toutefois la possibilité que les différentes variables du
systeme soient discrétisées par des fonctions d’interpolation de degré différent. Ce n’est pas le cas
en élasticité linéaire mais ce le sera au prochain chapitre pour le probleme de Stokes.

Pour obtenir le systéme élémentaire, on pose :

u(x) |k~ UK(:B) = Z a]K\Ilf(a:)
j=1

On remarque la notation quelque peu particuliere. En premier lieu, les fonctions tests \IIJK (x) sont

vectorielles. Si on suppose que 1'on a nX noeuds de calcul et donc nf = dnk degrés de liberté, le

vecteur des inconnues élémentaires devient :

0‘{< [ wf
K I
«
2 ul’2
K :
oy u
— K 1,n
arf?“ 2,1 K
QK42 Ugo Uy
K c ; K
ok = | . =1 . = | U (11.26)
Yonk Ug K
%K x U
ns 41 3,1
QopK 19 U3,2
. X
Oé3n£< L ugzné{ .
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et contient alors tous les degrés de liberté de I’'élément. Tout comme dans la table d’adressage, nous
avons numéroté en premier tous les degrés de liberté associés a la premieére composante du dépla-
cement, ensuite ceux associés a la deuxiéme composante et ainsi de suite. D’autres numérotations
sont bien entendu envisageables.

Si on note ij les nX fonctions d’interpolation attachées aux n

alors les 3nX fonctions tests \IIJK sous la forme :

de sorte que :

K
c

e

—

J

K

K T N -
k (vf, 0, 0)

o2 (W, 0, 0
K :
nFK ( ,,IL(Ka 07 0)

K ‘ K

7;(0 +1 (07 1> 0)
nkK+2 - (0’ iﬁé{a 0)
gli( (07 wiiKa 0)
éﬁzf—l—l (8’ 87 g)
2K +2 (0, ’ 2)
K (O’ 07 wTIfK)
3nkK - ¢ -

On obtient alors le systéme élémentaire de dimension n,; suivant :

ou :

A QK — pK | gK

[ (NI W8 2y (W) (0

/’I‘K-‘I’inU
K

oK

th . Wk ds

S af wl (@) = | S ul (@), 3wl (@), > uf el (@) | = (uf (@),
j=1 i=1

)) dv

noeuds de calcul, on exprime

(11.27)

(@)

(11.28)

Le calcul du systeme élémentaire se divise naturellement en plusieurs blocs (de dimension n.), selon
la forme particuliere des fonctions tests UK et \Ilf( . On peut en effet décomposer le systéme sous
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la forme :
Ay AR AR T UE Fft St
Ay Ay Ay || Uy By S¢
Af ARy A L LUS Ff St
Les matrices AK sont de dimension nX par nX. Par exemple, la matrice AL fait intervenir les

fonctions (1/1K O 0) et (x,0,0) de sorte que :

ovj ol UK gk 1K gk 1 0YK gpk
(A{(l)’bj:/ A T[)J awl +2 1’[}] ad}z } ¢j 8¢1 +1 %Z)J 6¢Z do
K\ Or1 Om Oxy Ory 2 Oxg Oxg 2 Oxs Oz
De méme :
¢K8¢K I gk
K s = J 7 K
Ay = [ ("G G +u( G o)) @ = (4

GwKawK
81‘3 81‘1

(afy = |,

o} oyl K
+,LL ( 8331 81'3 dv = (A?)l)ﬂ/

&
&
[ 5E55
§
§

OUE gk K gk 100K gk
Ay - 1O oult Ouftou  10UF Ul
2 8331 83;1 81‘2 81‘2 2 8333 8333
3¢K8¢K oI oK
Ky & _ J ) — Ky .
(A23)w /K D3 01‘2 M(@xg O3 dv (A32)ﬂ
K K K K oK K oK K
(A5, = /" U Oul |, (L0010 10U ov  Ouf auf Y
K 8:63 8.1:3 2 8%1 8:61 2 8952 8952 8%3 8%3
et enfin :
(F = [ rfelan (s = [ ds
K oK
(FfY = [ rfelan s = [ el ds
K 0K
(Ff = [ ol do, (88 = [ ol ds
K oK

11.8 Passage a 1’élément de référence

Le calcul de tous ces termes est une fois de plus effectué apres le passage a ’élément de référence.
Cela suppose a priori le choix d’un type d’éléments : triangles, quadrilatéres, tétraedres, etc. Le
choix du type d’éléments détermine, comme au chapitre 6 une transformation 7% vérifiant :

K K -1/, K
T"(&) = ; 1(%’ ) =&

K ou inversement (T)
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pour chacun des nX noeuds géométriques de I’élément. On transforme les dérivées partielles de la

maniere habituelle a ’aide de la relation 6.6. On obtient ainsi par exemple :

;i
¢

Oy _ 0y prc | 99

= B, B
a1 ¢ 877 12T 13

Rappelons que la matrice BX et la matrice jacobienne DTX sont reliées par 1’équation BX =
(DTHK)~t. Le systéme élémentaire devient alors :

B d ;i O; i i
(A{(I)Z] = /IA( ()‘+2/'L) ( aﬁ]Bll—F wJBlg 5@.ng> (adg Bll+ 817/')] B12+ a,(é- B13>

O ) o oy O, O,
+ u<¢ﬂB§§+ %BZQ—I— %Bg>< ¢B§§+ ¢322+ 1/’323)

¢ on ¢ o€ an ¢

oY, 0 0, 0 0 0
+ p ((,;’?B;i + ;;B?{g + (ngPg) ( 81?331 a% Bi5 + 61? 1333)] JE dv

(11.29)
et des expressions similaires pour les autres coefficients. Malgré 'aspect rébarbatif de ces expres-
sions, il faut se rappeler que toutes les dérivées partielles ne sont évaluées qu'une seule fois (aux
points d’intégration). C’est Iavantage de la technique du passage a ’élément de référence. Les

coefficients Bilj( dépendent de 1’élément mais ne représentent pas un effort de calcul considérable.

11.9 Evaluation du systéme élémentaire

Ici encore, l'intégration numérique sera le plus souvent utilisée. La diversité des expressions a
intégrer de méme que leur complexité rendent trés important le choix de la formule de quadrature.
Dans la mesure du possible on choisira le nombre de points d’intégrations de sorte que le systéeme
élémentaire soit intégré exactement. Malheureusement ce n’est pas toujours possible. Il faut aussi
s’attendre a ce que cette étape soit plus coliteuse qu’auparavant en raison du nombre plus élévé
d’intégrales a évaluer et du plus grand nombre de points d’intégration nécessaires pour les évaluer
convenablement.

Supposons par exemple que 'on choisisse une interpolation quadratique sur des tétraedres et
une transformation géométrique linéaire (illustrée a la figure 6.6) vers 1’élément de référence. Les
fonctions d’interpolation 1[11(5) sont quadratiques et le jacobien J¥ est constant par élément. Si on
regarde expression 11.29, on constate que puisque les coefficients Bg sont également constants
par élément et que les dérivées partielles des fonctions d’interpolation sont linéaires, I'intégrand est
de degré maximun 2. La table C.3 nous indique alors qu'une formule de Hammer a 4 points serait
suffisante pour évaluer la matrice élémentaire.

Une nouvelle analyse est nécessaire pour choisir la formule de quadrature pour le terme de droite
qui dépend d’une fonction 7.
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11.10 Assemblage et imposition des conditions aux limites

On assemble le systeéme global exactement comme dans les chapitres précédents. Les systémes
élémentaires sont de taille plus imposantes mais la technique reste la méme. Le systéme linéaire
global résultant pourra, surtout dans le cas tridimensionnel, devenir impressionnant et méme dans
certains cas, prohibitif en raison de ’espace-mémoire nécessaire.

Pour imposer les conditions aux limites, on applique la technique déja connue en se rapportant
aux équations 5.20 et 5.21.

11.11 Résolution du systeme global

On se retrouve encore avec un systeme de la forme 5.19. Ici encore, la seule différence réside
dans la taille des systémes linéaires obtenus. Si pour la majorité des problemes bidimensionnels, on
peut utiliser une décomposition LU avec un stockage bien avisé de la matrice, ce n’est plus le cas
en dimension 3. On doit alors avoir recours aux méthodes itératives de résolution qui favorisent un
stockage plus efficace de la matrice. Les méthodes itératives sont cependant encore peu utilisée en
pratique malgré des avantages indéniables.

Une analyse similaire a celle menant a ’équation 6.17 nous permettrait de montrer qu’en chaque
noeud ¢ de la frontiere ou une condition de Dirichlet est imposée sur le vecteur u, il y a un vecteur
de réaction nodale qui vaut :

/ tgbi ds
Ie

ou ¢; est la fonction de Ritz au noeud i. C’est le vecteur de réaction nodale a ce noeud. Ces quantités
sont inconnues et se retrouvent dans le vecteur ST. C’est d’ailleurs des problemes d’élasticité que
la terminologie réaction nodale tire son origine.

11.12 Visualisation des résultats

La visualisation d’une solution numérique n’est pas du tout une mince tache, particuliéerement
dans le cas tridimensionnel. On a recours a des logiciels spécialisés comme VU [47].

11.13 Applications

11.13.1 Essai en cisaillement

Nous considérerons le probleme d’une poutre fixée a son extrémité gauche. On impose un ci-
saillement sur la face droite de la tige c’est-a-dire o - n = (0, —0¢,0). On a construit le maillage
tridimensionnel de la figure 11.2 consistant en 1332 éléments tétraédriques quadratiques pour un
total de 3663 degrés de liberté. On remarque immédiatement que pour un probleme tridimensionnel,
le nombre de degrés de liberté augmente tres rapidement.

La figure 11.2 montre également clairement la déformation due au cisaillement imposé (E =
1000, 4 = 0,3 et 0p = 1). On y a déformé la géométrie d’'une quantité proportionnelle au déplacement
calculé (uy,ua,us).
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Figure 11.2 — Maillage et déformation en cisaillement

11.13.2 Plaque trouée en élongation

On considere la plaque trouée illustrée a la figure 11.3 que l'on va étirer dans chaque direction.
Les dimensions de la plaque sont les suivantes : —5 < x < 5 et —2 < y < 2 et le trou est de
rayon 1 et centré en (0 , 0). On fait ’hypotheése de déformation plane. Sur le c6té gauche de la
plaque (z = —5) , on impose un déplacement de la forme w = (=1 , 0) tandis que de l'autre
coté (r = 5), on impose u = (1, 0). Ce déplacement est sans doute excessif pour un probléme
en petites déformations mais il nous permettra quand méme d’illlustrer ce qui peut se produire.
Aucune traction (o -n = 0) n’est imposée sur les parois supérieures et inférieures, de méme que
sur la paroi du trou (le cercle).

Pour effectuer les simulations nous avons utilisé un élément triangulaire quadratique illustré a
la figure 6.3. Pour fixer les idées, on a posé E = 1. De maniere a bien illustrer la faiblesse de la
formulation en déplacement seulement (par rapport a la formulation mixte que nous verrons au
chapitre 13), nous présentons a la figure 11.4 et les déplacements correspondants pour trois valeurs
de v soit 0,3,0,4 et 0,499. Sur la figure, nous avons simplement ajouté le déplacement calculé a
chaque noeud du maillage. On peut ainsi bien visualiser la déformation. Le dernier cas est donc
prés de la limite incompressible (v = 0,5). On ne voit rien de particulier méme pour v = 0,4999.

Par contre, si on regarde la contrainte o1 a la figure 11.5, on constate que les résultats présentent
des oscillations de plus en plus fortes lorsque ’on s’approche de v = 0,5. On voit en fait une évolution
brusque des valeurs maximales de 011 pour v = 0,4999. Le cas ultime (v = 0,49999999) est & son
tour présenté a la figure 11.6. Les valeurs maximales des contraines sont passées a ’ordre de la
centaine alors que ’on s’attend & ce qu’elles soient de I’ordre de I'unité. Nous avons justement illustré
les mémes contraintes en limitant 1’échelle maximale & 'unité, ce qui fait ressortir les oscillations
qui ne sont pas physiques mais de nature purement numériques. On verra au chapitre 13 qu’une
méthode mixte appropriée, similaire a celles vus pour le probleme de Stokes, permet de contourner
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u=(—1,0) oc-n=20 u = (1,0)

(*5a *2)

o-n=>0

Figure 11.3 — Plaque trouée : géométrie et conditions aux limites

avantageusement cette difficulté et d’éliminer complétement ces oscillations parasites.

Notons enfin que la déformation calculée est certainement non physique. Pour un probléme en
élasticité linéaire, la déformation du domaine de calcul devrait étre minime, ce qui est loin d’étre
le cas ici. Rappelons que nous avons négligé cette déformation dans notre formulation du probléme
puisque la formulation variationnelle est définie sur le domaine non déformé 2. Ce ne sera plus le
cas au chapitre 14 ou les déformations seront plus importantes et ne pourront pas étre négligées.
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Figure 11.4 — Maillages initial et déformés pour v = 0,3, v = 0,4 et v = 0,4999
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Signma
7.3922-01
0.65949

0.54957
0.43966
~0,32974
0.21983

0.10991

-3021e-02

Sigrma
8.222e-01
0.73523

061269
0.49015
=0.36762
024508

0.12254

-3557e-02

Sigmal
4.154e+400

2,569
0.98407
=.0,60087
= 2.1858

-3.7707
-5.3557

-6.941e+00

Figure 11.5 — Contraintes 011 pour v = 0,3, v = 0,4 et v = 0,4999
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sigma
1.2992+02
52.81
D
Z.52.81
-105.62
-158.43

-211.24
-2.398e+02

Sigma (1,1)
1.000e+00

0.85714
0.71429
~0.57143
~0.42857
0.28571

0.14286

0.000e+00

Figure 11.6 — Contrainte 011 pour v = 0,499 999 99
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11.14 Exercices

1. Montrer que tr(y(u)) =V - u.
2. Montrer que si Cjjp = Mijly + p(Ligly + Iiljy), alors

C:~v(u) =V -u)l+2uy(u)

3. Pour un probléme d’élasticité linéaire en formulation mixte, la condition naturelle est o - n
ou :
21
o = 2p(w) — (V- w)I —pI
Si on suppose maintenant que nous avons une paroi verticale pour un probléme bidimen-
sionnel, donner I’expression de la condition naturelle o - n sur cette paroi.
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Chapitre 12

Probleme de Stokes

12.1 Introduction

Le probleme de « Stokes » est au coeur de la simulation numérique en mécanique des fluides.
Une bonne compréhension des difficultés reliées a sa discrétisation par la méthode des éléments
finis ouvre la voie a toute une panoplie d’applications. Cela va des écoulements de fluides fortement
visqueux avec des applications notamment & la mise en forme des polymeres, aux fluides peu
visqueux que nous modéliserons a ’aide des équations de Navier-Stokes pour étudier des applications
en hydraulique par exemple.

Introduisons en premier lieu un peu de notation. On note o le tenseur de contraintes de Cauchy
que 'on peut par la suite écrire comme une somme de différentes contributions :

o=-pl+T1

ou p est la pression et T est le tenseur des extra-contraintes. L’équation d’équilibre s’écrit encore
ici :
—-V.o=r

ou r est un vecteur de forces volumiques supposé connu. En tout point du domaine de calcul, nous
chercherons & déterminer le champ de vitesse u = (u1,u2,u3) de méme que la pression p. Nous
nous intéressons en particulier au cas des fluides incompressibles pour lesquels la conservation de
la masse impose que :

V-u=0

Pour fermer le systéme, il reste a établir une relation entre le tenseur des extra-contraintes 7 et le
champ de vitesse u ou plus précisément le tenseur de taux de déformation 4 (u). Cette relation,
dite loi de comportement, dépend de la nature du fluide considéré. Le premier cas (et aussi le plus
simple) concerne les fluides dits newtoniens pour lesquels la loi de comportement s’écrit :

™ = 20y(u) (12.1)

ou 7 est la viscosité du fluide que l'on suppose constante. On note 4 (u) le tenseur de taux de

265
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déformation défini par :

[ ou 1(0U1+3uz) 1(%+6’us)‘
Ox 2\ Oy ox 2\ 0z ox
Sy = | L (v, Om Ouy L (Ouz 3%)
¥(w) = 2(8$+8y> oy 2(8z+8y
1((‘9U3+8U1) 1<6’W>+3U2) Ouz
L 2\ Oz 0z 2\ Oy 0z 0z i

Notons la différence entre le tenseur de taux de déformation 4 (u) (portant sur un champ de vitesses)
et le tenseur de déformation «(u) du chapitre précédent qui portait sur un champ de déplacement.
Le tenseur de déformation n’a pas d’unités tandis que celles du tenseur de taux de déformation
sont des s~1. L’écriture des 2 tenseurs est cependant identique.

Les fluides newtoniens sont donc caractérisés par une viscosité constante, ce qui convient dans
certaines applications mais pas du tout dans d’autres. On vérifie en effet facilement que la viscosité
de bon nombre de fluides n’est pas constante mais varie avec le cisaillement (et la température).
Plus précisément, plus un fluide est cisaillé (par exemple entre 2 plaques en mouvement 'une par
rapport & lautre), plus la viscosité diminue. On doit également ajouter une forte dépendance de
la viscosité en fonction de la température. Les automobilistes savent bien que I’huile & moteur est
beaucoup plus visqueuse lorsque le moteur est froid que lorsqu’il est chaud. Dans un premier temps,
nous ne nous intéresserons qu’au cas ou la viscosité est constante. Nous reviendrons sur un cas plus
général a la section 12.8.

12.2 Le probleme continu

La simulation numérique des procédés de mise en forme des matériaux nous amene a étudier de
maniere approfondie les méthodes d’éléments finis pour le probléme de Stokes qui régit I’écoulement
des fluides a forte viscosité. C’est bien siir le cas des polymeres. Rappelons la forme générale des
équations de conservation de la quantité de mouvement et de la masse :

—V-(r—=pI) = r

(12.2)
V-u =0
De la relation 12.1, on a :
-V @2ny(u) —pI) = 7
(12.3)
V-u =0

auquelles il faut ajouter des conditions aux limites appropriées. La résolution par la méthode des
éléments finis nécessite I'obtention d’une formulation variationnelle du probléme. On multiplie ces
deux équations respectivement par des fonctions test w € V et ¢ € Q ou V et @ sont des espaces
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fonctionnels appropriés qu’il n’est pas nécessaire de spécifier pour le moment. On intégre ensuite
par parties sur le domaine 2 de frontiere I' et on obtient ainsi Vw € V et Vg € Q :

/(277")/(u) A (w) — pV - w) do — /r-wdv+/((—pI+277"y(u))-n)~'wdF
¢ : g (12.4)

/qV~udv = 0
Q

Un coup d’oeil au terme de bord fait ressortir deux types de conditions aux limites. De facon
naturelle, c’est-a-dire par intégration par parties, on a fait apparaitre sur la frontiere I' ’expression
(=pI +2n%(u))-m = o -n =t qui devient ainsi la condition naturelle du probléeme. On reconnait
le vecteur de traction déja rencontré, bien que son interprétation et ses unités soient différentes. Le
terme o - n représente en fait le vecteur de traction ou plus simplement la traction (force par unité
de surface). L’imposition de la traction est en dualité avec la condition essentielle qui porte sur les
composantes de u. Les conditions aux limites que ’on peut imposer sont donc :

— toutes les composantes de vitesse : u = ug pour ug donné;

— toutes les composantes de la contrainte normale : o - n =t pour ¢ donné;

— des conditions mixtes comme par exemple : u; = u! de méme que les deuxiéme et troisiéme
composantes de la contrainte normale (o -n)y = tg et (o n)s = t3;

— toute autre combinaison des composantes de vitesse u; et des composantes de la contrainte
normale (o - n);, pourvu que 7 soit différent de j.

Comme toujours, on n’impose jamais une condition essentielle (u;) et une condition naturelle (;)
sur une méme partie de la frontiere. Notons enfin qu’il n’y a pas de condition essentielle sur la
pression p. On ne peut imposer une pression (ou un gradient de pression) que par le biais de la
condition naturelle.

Sur la partie I'g de la frontiere I" ou le champ de vitesse w (ou l'une de ses composantes u;)
est connu, on a une condition essentielle et la fonction test w (ou sa composante w;) s’annule sur
cette partie de la frontiere. Par contre, sur le complément I'y de I'g, on doit connaitre la condition
naturelle (o - n) et les fonctions test w ne doivent pas toutes s’y annuler. On obtient ainsi :

/(QW'V(U):’V(W)—pV‘w) dv = /7"de+ t-wdl' YVweV
Q Q T
' (12.5)

/QqV~udv =0 Vg e Q

Nous supposerons par la suite des conditions essentielles homogenes (u = w = 0) partout sur
la frontiere I', le cas inhomogene ne posant aucune difficulté supplémentaire puisqu’il est possible
d’effectuer un relevement de la condition essentielle. Il en résulte un probléme plus simple mais
dont la généralité nous permettra d’aborder facilement les cas plus complexes. Par exemple, le cas
des fluides viscoplastiques se traite de maniére similaire, bien que dans ce cas, le probléme soit non
linéaire. Le probléme consiste donc & trouver u € Vet p € @ (V et Q seront précisés plus loin) tels
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que :
/QW’V(U)i’V(w)dU—/pV'wdv = /r-wdv Yw eV
Q Q 9]
(12.6)
/qV‘udv = 0 Vg e Q
Q

On a introduit un signe négatif dans la deuxieme équation pour des raisons de symétrie. On introduit
maintenant les formes bilinéaires a et b définies respectivement sur V x V et V x @ de sorte qu’on
peut écrire :

{ a(u,w) + b(w,p) = (r,w) YweV
(12.7)

b(u, q) =0 Vg €Q

12.2.1 Cadre fonctionnel

L’analyse numérique du systéme 12.6 (ou 12.7) est relativement complexe. Tout d’abord, les
espaces fonctionnels sont V = (H}(2))¢ (d étant la dimension d’espace) et Q = L?(Q2), 'ensemble
des fonctions de carré sommable. La forme bilinéaire b définit implicitement deux applications
linéaires. La premiere, que nous noterons B, est définie sur V & valeur dans @’, le dual de Q :

B:'V — @
w — Bw

En effet, il suffit de poser :
<Bw,q>:b(w,q):—/ gV -wdv VYgeQ
Q

et on vérifie facilement (voir les exercices de fin de chapitre) qu’il s’agit bien d’une forme linéaire
continue sur ). On peut aussi définir le noyau de B (noté ker B) par :

kerB = {weV|Bw =0}

= {weV|<Bw,g>=bw,q) =0 Vqge@}

~ {we @)

—/qV-wdv:O quQ}
Q

= {w e (HY )V -w = 0}
Remarque 12.1. Si u € (H}(Q))?, on remarque que V - u € L%(Q) et que la deuxiéme équation
du systeme 12.6 est parfaitement équivalente a imposer V-u = 0. <«

On peut définir une deuxiéme application linéaire, cette fois de @ & valeur dans V', dual de V,
que nous noterons B et qui est définie par :

BT: @ — V'
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Comme précédemment, on pose :

<w,BTq>=b(w,q) = —/ gV-wdv YweV
Q
Il est alors évident que :

< Bw,¢>=<w,BTqg> YweV,VgeQ

De méme, on pose :

ker BT = {qu BTq:()}

= {qu <w,Blq¢>=bw,q) =0 V'wEV}

- {qu —/qu-deZO Y € (H&(Q))d}
En intégrant par parties (puisque les fonctions de (H3(2))? s’annulent au bord), on a :
ker BT = {¢ € Q| /QVq-w dv=0 Yw e (H} ()
ce qui entraine que V¢ = 0 et donc que ker BT est constitué des fonctions constantes sur 2.

12.2.2 Existence et unicité

Les théoremes qui suivent, et que nous ne démontrerons pas, sont d’une grande importance
théorique.

Théoréme 12.2: Existence et unicité du probléme continu

Sous les conditions suivantes :

— Les formes bilinéaires a et b sont continues respectivement sur V x Vet V x Q ;
— La forme bilinéaire a est coercive sur ker B c.-a-d. :

a(w,w) > a||wl} VYw € kerB (12.8)
— 1I existe une constante positive 3 telle que la forme bilinéaire b vérifie :

. b(w, q)
inf sup ——————————
1€Quev || ¢llo | wllv

> (12.9)

alors la solution (u,p) du probléme de Stokes 12.6 (ou 12.7) est unique dans V x Q/ker BT

Démonstration. Voir Brezzi-Fortin [11]. [ |
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La condition de coercivité 12.8 découle encore une fois de I'inégalité de Korn 11.15. La forme bili-
néaire a est méme coercive sur tout 'espace V' et pas seulement sur le noyau. On peut aussi montrer
que I'inégalité 12.9 est bien vérifiée. On remarque cependant que la pression n’est déterminée qu’a
une fonction de ker B” prés c’est-a-dire & une constante pres, d’out la notation Q / ker BT Pour s’en
convaincre, il suffit de revenir au probléme initial 12.2 et de remarquer qu’on peut remplacer p par
p + ¢ sans rien changer. Ceci n’est par contre vrai que dans le cas de conditions essentielles (sur
u) imposées partout sur la frontiere. En effet, si on impose une condition naturelle, la pression p
apparaissant explicitement dans o - n, elle n’est plus déterminée a une constante pres.

12.3 Le probleme discret

La discrétisation par éléments finis du probléeme de Stokes suit les étapes habituelles. On ap-
proxime (u,p) par des fonctions (up,pr) € Vi X Q. Les sous-espaces Vj, de V et @ de @ sont
de dimension finie et seront déterminés plus précisément plus loin. Le probleme discrétisé s’écrit
alors :

a(up, wp) + b(wp,pr) = (r,wn) Vw, € Vy
(12.10)
b(un, qn) =0 Vagn € Q,

La condition d’incompressibilité discrétisée s’écrit maintenant :

—/qhv-whdvzo Yaqn € Qp
Q

et n’est pas équivalente a V - w;, = 0. Pour que ’on puisse conclure que V - wy, = 0, il faudrait
que qp, parcourt tout I'espace @ et pas seulement un sous-espace (. Comme dans le cas continu,
on peut définir :

ker By, = {wy, € V},

—/Qth"whd’U:O thEQh}

De méme, si on pose :

ker B = {qn, € Qu

—/th"whd’U:O V’thVh}
Q

on peut construire, pour certains choix d’espaces V3, et @y, des fonctions de ker B,:f qui ne sont pas
constantes sur ) et qui peuvent altérer la solution numérique (voir les exercices de fin de chapitre).
C’est le cas par exemple des pressions dites en damier (« checkerboard pressure » en anglais) que
I'on retrouve dans certains cas. Il en résulte que le choix des espaces V}, et Q, est assez délicat.

Les résultats qui suivent, que nous ne démontrerons pas, ont une grande importance théorique
et pratique. Nous nous efforcerons d’illustrer ces résultats et d’en approfondir la compréhension au
moyen de quelques exemples simples.

Théoreme 12.3: Existence et unicité du probléme discret

Sous les conditions suivantes :
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— la forme bilinéaire a est coercive sur ker By, :
a(wp,wp) > o || wy ||} Yw), € ker By,

— la forme bilinéaire b vérifie :

inf sup b(wn, gn)

> B, 12.11
W€Qn whevy, || an o |l wn |lv ( )

alors la solution (wup, pp) du probléme de Stokes discret 12.10 est unique dans Vj, x Qp,/ker B

Démonstration. Voir Brezzi-Fortin [11]. [

Ici encore, on peut montrer que les 2 conditions sont bien vérifiées et ce, quel que soit le choix
des espaces de discrétisation Vj, et Qp. La condition 12.11 est en fait équivalente a affirmer que
I'image de By, est fermée, ce qui est toujours le cas en dimension finie. Il est aussi primordial que
kerB;‘LF C kerBT car autrement, la pression ne sera plus déterminée & une constante pres et risque
d’étre perturbée par la présence des éléments supplémentaires contenus dans le noyau de B,q;.

Un autre probleme provient de la constante (; présente dans la condition 12.11 et qui peut
dépendre de h. Cette constante se retrouve, comme nous le verrons a la prochaine section, dans la
borne d’erreur de sorte que ’on peut perdre la convergence de la solution discréte vers la solution
continue. Pour éviter ce probléme, on doit montrer que

inf  sup bwnan) 5 50 (12.12)

W €Qn wyevy, || an lo.0ll wh |10

ou la constante [y est cette fois indépendante de h. C’est la condition de Brezzi-Babiiska dite parfois
condition inf-sup.

Théoréeme 12.4: Convergence

Sous les hypotheses d’existence et d’unicité des solutions (u,p) et (up,pp) des problémes de
Stokes continu et discret et si la condition de Brezzi-Babuiska 12.12 est vérifiée, alors :

lu—willva+ Il p—onloa< C| inf lu—wnlla+ wf lp—alog] (1213)
wp eV ar€Qn

Démonstration. Voir Brezzi-Fortin [11]. [

Remarque 12.5. La constante C apparaissant dans le théoréme précédent dépend entre autres
choses de 1/a et de 1/5p d’ou I'importance que cette derniére constante ne dépende pas de h. Cest
pourquoi, bien que la condition 12.11 soit toujours vérifiée, on n’a pas toujours convergence vers la
solution exacte et le théoreme 12.13 n’est valide que si la condition inf-sup 12.12 est vraie pour 5y
indépendant de h. <«
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Théoréme 12.6: Ordre de convergence

Sous les mémes hypotheses qu’au théoreme précédent et si de plus le sous-espace V} contient
les polynémes de degré k et le sous-espace @, contient les polynémes de degré (k — 1), alors :

lw—n lla + 1| p = pi llog< CA* (| w llksr + 1l lleo) (12.14)

Démonstration. Voir Brezzi-Fortin [11]. [ |

Remarque 12.7. 1l est important de remarquer qu’il ne suffit pas de prendre des polynémes de
degré k pour la vitesse et de degré k — 1 pour la pression pour avoir une discrétisation convergente,
comme cela est parfois présenté dans la littérature. La condition Brezzi-Babuska 12.12 doit aussi
étre vérifiée. <«

Remarque 12.8. La transformation géométrique F'X de 1’élément de référence K vers K joue un
réle important pour déterminer si un espace V; contient ou non les polynomes de degré k. ... <«

12.4 Formulation point-selle (facultative)

Cette section présente comment on peut interpréter le systeme de Stokes comme un probléme de
point-selle. La lecture de cette section est facultative mais permettra au lecteur une compréhension
encore plus profonde et ouvre la porte a la théorie des points-selles et aux algorithmes qui s’y
rattachent.

Une autre facon d’aborder le probleme de Stokes consiste a travailler directement dans le noyau
de B c’est-a-dire avec les fonctions a divergence nulle. Revenant au systéme 12.3, on multiplie par
une fonction w € ker B et on integre par parties. Le probleme de Stokes peut maintenant s’écrire :

& Trouver u € ker B tel que :

a(u,w) = (r,w) Yw €kerB (12.15)

Classiquement (voir le théoréme 3.5), ce probléme est équivalent & :

1
S et~ )
Le théoreme de Lax-Milgram assure ’existence et 'unicité de la solution w sous I’hypothese ha-
bituelle de coercivité de la forme bilinéaire a sur ker B (et non sur tout l’espace V). Par contre,
démontrer I'existence et 'unicité de la pression p est plus délicat. Nous y reviendrons plus loin.
On peut de toute évidence pénaliser la contrainte d’incompressibilité et il en résulte un probleme
de point-selle du lagrangien £ défini par :

£(w,q) = Sa(w,w) +bw,q) — (r,w)
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En dérivant (au sens de Gateaux et de I’équation 8.10) par rapport a chacune des variables, on
obtient aisément la formulation variationnelle 12.6. En effet, on caractérise le point-selle (u,p) par
les 2 relations :

oL d
oL

d
afp(u,p)-q dA(ﬁ(uerAq) hrco = 0

qui ne sont rien d’autre que la formulation 12.6. Le probleme de Stokes est donc parfaitement
équivalent a la recherche d’un point-selle :

inf sup L(w,
weV qeg ( q)

On peut aussi introduire le lagrangien augmenté noté L, et qui est défini par :
r
L. (w,q) = L(w,q) + i(V cw, V- w)

La valeur du parametre r sera souvent prise trés grande de maniére & forcer la condition d’incom-
pressibilité. Le point-selle du lagrangien augmenté est caractérisé par :

a(u,w) +b(w,p) +r(V-u,V-w) = (r,w) YweV
(12.16)
b(u, q) =0 VgeQ

et puisqu’au point-selle (u,p), on a V - u = 0, la formulation variationnelle pénalisée 12.16 est
équivalente au probleme de Stokes 12.7.

12.5 Formulation variationnelle élémentaire

Nous suivrons une démarche similaire a celle du chapitre 11. On déduit facilement la formulation
variationnelle élémentaire :

/Q;nf )dv—/pV-'wdv = /TK-wdv+/ t5 . wds
K K oK

/qV-udv = 0
K

Les approximations des vitesses et de la pression pouvant étre de degrés différents, on pose :

(12.17)

u(z) [k~ up () k= u” ZQK‘I’K p(®) [k= pr(x) k= p" Zp] i

Le vecteur o€ est défini au chapitre 11 & ’équation 11.26. Les n% fonctions de base (vectorielles) en
vitesse \I'K et les n}, fonctions de base en pression peuvent étre de nature différente. Par exemple,
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les \IIK pourront étre quadratiques et les @ZJ{){] linéaires sur un élément. Il en résulte que le nombre
de degres de liberté pourra varier d’un noeud de calcul a 'autre et que les composantes de la
vitesse et la pression pourront étre évaluées en des noeuds de calcul différents. Le choix particulier
des espaces de discrétisation sera précisé plus loin.

On peut de plus décomposer le systeme sous la forme :

Al AR Al (BOT T US P St
Afy AR AR (BT LU | | B S5
Al Al Al (BT || UK | T RS T SE
B BE BE 0 PE 0 0

Les matrices A{j{ sont de dimension ng par n¢, ot n¢ est le nombre de noeuds de calcul en vitesse.

On aura souvent n%, = dn¥ ot d est la dimension d’espace (d = 2 ou 3). Les matrices BX sont
quant & elles de dimension nf, par n¥% et sont donc rectangulaires dans le cas général.

On définit les fonctions de base en vitesse comme au chapitre 11 par ’équation 11.27. Les
fonctions de base en pression sont obtenues de la maniére habituelle. Les différentes matrices élé-
mentaires prennent la forme :

vl oyl 100l oyl 1 0pk; oy,
K P u,?
(A11)sg /1<2M< Oor Oz +2 6y 8y +2 Bz 82 dv

De méme :

s OUi;
(A{(z)ij = /K'u<8:1:j8y) dv = (Ag)

oL oy,
(A{g)ij = /K'u<8xjaz dU:(Aé{l)ji

18@!) 8@0 w 8¢ 181[1 O,
Ky .
(422)i /1(2 (2 c%c 8:6 * 8y 8y +2 82 0z ) dv

O O
(A%)i; = /K“<ay]az> dv = (A%);i
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(A%%)i; =

1aw 81/1 181/1 81& w Oy,
/}(2 (2 (%U 63; +2 8y 83/ s az 8z>dv

(BfY)ij = /Zl)p,j 09:

wﬂj—/%;g

oK.
Ky  — _ K ZFugi
(B3 )’L] /}{ wphj Iz dv

et enfin :

(O = [ rllide, 9 = [ dulds
(O = [ bl (55 = [ dulds

(R0 = [ riolodo, (850 = [ ol ds
K ’ oK '

Il va de soi que ces intégrales sont évaluées sur 1’élément de référence par le changement de
variables approprié.

12.6 Choix des éléments

Nous présentons dans cette section des espaces discrets vérifiant la condition inf-sup. Les ap-
proximations en vitesse et pression vérifiant cette condition sont dites compatibles . Il existe plusieurs
choix possibles et nous les classerons en deux catégories suivant que la discrétisation en pression
est continue ou non. En effet, la pression p étant dans L?(£2), il n’est nullement nécessaire que sa
discrétisation soit continue a la frontiére des éléments.

12.6.1 Pression continue

La présentation la plus simple est graphique. On trouvera donc dans les figures qui suivent
des exemples de discrétisations compatibles ainsi que leur ordre de convergence. On retrouvera des
éléments triangulaires et quadrangulaires en dimension 2, de méme que des éléments tétraédriques
et hexaédriques en dimension 3.

Le premier élément compatible, illustré aux figures 12.1 et 12.2, est I’élément Mini décrit dans
Arnold-Brezzi-Fortin [2]. La discrétisation de la pression est linéaire tandis que la vitesse est linéaire
mais enrichie d’un noeud de calcul au centre de 1’élément. Chaque élément contient donc 8 degrés de
liberté en vitesse et 3 en pression dans le cas bidimensionnel (respectivement 15 et 4 en dimension
3). Cet élément est tres utilisé, particulierement en dimension 3 (voir la figure 12.2) en raison de son
faible nombre de degrés de liberté. Cet élément converge a I'ordre 1 car 'espace de discrétisation
en vitesse contient les polynémes de degré 1 mais certainement pas ceux de degré 2.
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Vitesse Pression

Figure 12.1 — Elément Mini (O(h))

Vitesse Pression

Figure 12.2 — Elément Mini en dimension 3 (O(h))

Notons toutefois qu’il s’agit d’un élément peu précis. Il est en quelque sorte minimal en ce sens
qu’il ne contient que tout juste ce qu’il faut pour étre compatible.

Le deuxieme élément illustré est celui de Taylor-Hood souvent appelé P, — P; en raison de
I'approximation quadratique des composantes de vitesse et de I’approximation P; de la pression
(voir les figures 12.3 et 12.4. Les noeuds de calcul sont situés aux sommets (vitesses et pression) et
aux milieux des arétes (vitesses seulement). Cet élément converge & l'ordre 2 (O(h?)) en vertu du
théoreme 12.14 car "'approximation en vitesse contient les polynémes de degré 2 et I’approximation
en pression contient ceux d’ordre 1. Des équivalents quadrangulaires et hexaédriques, également
d’ordre 2, sont illustrés aux figures 12.5 et 12.6.

Remarque 12.9. Dans le cas d’éléments a pression continue, il est parfois nécessaire d’imposer
une condition supplémentaire sur le maillage pour avoir I’existence et 'unicité de la solution. On
devra par exemple supposer qu’aucun élément n’a deux cotés sur la frontiere du domaine (voir les
exercices de fin de chapitre). <

12.6.2 Pression discontinue

Un des éléments les plus utilisés est le Q1 — Qg ou les vitesses sont bilinéaires et la pression
constante par élément. Cet élément est illustré a la figure 12.7 en dimension 2 et a la figure 12.8 en
dimension 3. Malheureusement, cet élément est incompatible et nous en verrons les conséquences
dans les exemples numériques.
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Vitesse Pression

JANVAN

Figure 12.3 — Elément de Taylor-Hood Py — P (

Vitesse Pression

-

Figure 12.4 — Elément P, — P; en dimension 3(

Vitesse Pression

Figure 12.5 — Elément Qo — Q1 (O(h?))
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Vitesse Pression
[ ]
o [ ]
[ ] o [ ]
° ° °
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]

Figure 12.6 — Elément Qy — Q; en dimension 3 (O(h?))

Vitesse Pression

Figure 12.7 — Elément incompatible & pression discontinue Q — Qo

Vitesse Pression

Figure 12.8 — Elément incompatible Q; — Qo en dimension 3

Chapitre 12
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Vitesse Pression

JANRVAN

Figure 12.9 — Elément & pression discontinue Py — Py (O(h))

Vitesse Pression
Figure 12.10 — Elément & pression discontinue de Crouzeix-Raviart Py — P; (O(h?))
Vitesse Pression
) . ) .

Figure 12.11 — Elément & pression discontinue Qy — Py (O(h?))
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Le premier élément compatible de la catégorie des éléments a pression discontinue est le P, — Py
présenté a la figure 12.9. Comme son nom l'indique, les composantes de vitesses sont quadratiques
tandis que la pression est constante par élément. Le théoréme 12.14 assure une convergence linéaire
seulement car I'approximation en pression ne contient que les polynémes de degré 0. Il s’agit en
fait d’un élément assez pauvre qui n’est pas beaucoup utilisé. C’est cependant I'un des plus simples
vérifiant la condition inf-sup. Notons cependant que cet élément n’est valide qu’en dimension 2. En
dimension 3, il faut mettre des degrés de liberté en vitesse sur le milieu des faces (nul besoin d’en
mettre sur les arétes) pour obtenir un élément compatible similaire.

L’élément de cette catégorie le plus connu est 1’élément dit de Crouzeix et Raviart illustré a la
figure 12.10 dans le cas bidimensionnel. En dimension 2, on approche les composantes de la vitesse
par des polynomes de degré 2 mais enrichi d’une fonction bulle de degré 3 associée a un noeud de
calcul situé au centre de I’élément. Il y a donc 14 degrés de liberté en vitesse. La pression contient 3
degrés de liberté tous situé par exemple au barycentre de 1’élément. Souvent, ces degrés de liberté
sont associés a la pression et aux deux composantes du gradient de pression au barycentre. C’est
ce que nous avons illustré par le symbole & & la figure 12.10.

En dimension 3, on ajoute aussi des fonctions bulles de degré 3 au centre de chaque face ainsi
qu’une fonction bulle de degré 4 au barycentre de 1’élément. On obtient ainsi 45 degrés de liberté
en vitesse répartis sur 15 noeuds de calcul et 4 en pression (la pression et les 3 composantes du
gradient au barycentre). Notons aussi les conséquences sur I'intégration numérique de la présence
de ces fonctions bulles qui sont de degré élevé.

La pression est linéaire mais discontinue d’un élément a l'autre. C’est pourquoi nous avons
illustré les noeuds de calcul en pression a l'intérieur de 1’élément. Il en résulte que le nombre de
degrés de liberté en pression est plus important que dans le cas d’une pression continue.

Notons enfin qu’il existe une technique, dite de condensation, qui permet d’éliminer localement
les degrés de liberté en vitesse au barycentre de 1’élément ainsi que le gradient de la pression, tout
en conservant I'ordre de convergence de 1’élément de Crouzeix et Raviart. En dimension 2, cette
procédure réduit le systéme assemblé de 4 x Nel équations (6 x Nel en dimension 3). On trouvera
les détails dans Fortin et Fortin [28].

12.7 Reésultats numériques : cas newtonien

12.7.1 L’écoulement de Poiseuille

Pour illustrer certains concepts que nous venons de présenter, il est utile de considérer un
exemple trés simple. Il s’agit de I’écoulement dit de Poiseuille dont la géométrie est illustrée a
la figure 12.12. Ce probleme décrit ’écoulement d’un fluide newtonien dans un canal dont les
parois sont des plaques paralleles. Le fluide se déplace de gauche a droite dans une géométrie
bidimensionnelle rectangulaire de longueur L (1 < z; < L) et de hauteur H (0 < z2 < H) (les
effets tridimensionnels sont négligés). On impose en entrée (en z; = 0) un profil parabolique :

w = o (@a(H = 22)) = (12.18)

UQZO
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U1:U2:0

up = Uy (0-m); =0

’U,2=0 UQZO

U1='LL2:0

Figure 12.12 — Ecoulement de Poiseuille (géométrie et conditions aux limites)

Dans 'expression de uq, @) désigne le débit imposé. On vérifie en effet que :

H
/0 111(332) dl’g = Q

On impose en sortie (en x; = L) que le profil soit entierement développé c.-a-d. uz = 0 et que la
premiere composante de la condition naturelle soit nulle (o - n); = p = 0. Sur les parois du canal
(en 2 = 0 et z9 = H), une condition d’adhérence u; = up = 0 doit étre imposée car un fluide
visqueux adhere aux parois solides. La solution analytique de ce probléme est tout simplement le
déplacement de la condition aux limites imposée en entrée 12.18 dans tout le domaine. Quant a la
pression, elle varie linéairement en fonction de z; et s’écrit :

p=- (126’2377) (x1—L) (12.19)

Il suffit pour s’en convaincre de remplacer les relations 12.18 et 12.19 dans le systeme 12.3.

Nous avons résolu ce probléme avec les conditions suivantes : H =1, L =5, n=1et Q = 1.
Dans ces conditions, la vitesse maximale (en x5 — 1/2) sera 3/2 alors que la pression devrait varier
entre 60 en entrée et 0 en sortie. Les maillages de base, rectangulaire et triangulaire, sont illustré
a la figure 12.13.

Pour le premier cas test, on considere I’'élément ()1 — Py qui, comme nous ’avons vu, ne vérifie
pas la condition inf-sup. Dans un premier temps, nous avons résolu sur le maillage rectangulaire
de la figure 12.13. et obtenu des résultats en apparence tres acceptables (voir les deux premieres
images de la figure 12.14). Nous avons alors modifié ce maillage régulier en déplagant légeérement
un seul noeud. Les deux dernieres images de la figure 12.14 montre un résultat typique de solution
avec 1’élément Q1 — Qo (figure 12.7). On remarque que le champ de vitesses est acceptable mais la
pression présente de fortes oscillations qui sont typiques d’un élément ne vérifiant pas la condition
inf-sup. Au lieu d’obtenir une pression linéaire dans la direction de I’écoulement, on obtient des
oscillations dues a la présence d’éléments parasites (en forme de damiers) dans l'espace ker B} .

Au contraire, I’élément Mini (figure 12.1) donne d’excellents résultats comme on peut le voir
a la figure 12.15. La pression devrait varier entre 0 et 60 et on constate une légere erreur. Enfin,
I’élément d’ordre 2 P, — P; (figure 12.3) donne exactement le bon résultat, a la fois pour les vitesses
et la pression (voir les deux derniéres images de la figure 12.15). En fait, pour ce dernier élément,
un maillage de deux éléments suffirait & donner la solution exacte.
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Figure 12.13 — Ecoulement de Poiseuille : maillages rectangulaire et triangulaire

Notons enfin que :

o3 o3
o = —pl +2ny(u) = 0 0
60N 12Qn
ﬁ(H — 2332) H3 ( 1 — L)
et que sur la paroi supérieure (zg = H), onan = (0,1) et :
12Qn 6Qn Qn
D7 I A N
g - -n = ey
6CQn 12Qn 12Qn
ﬁ(—H) 73 (v1 — L) 1 ?@1 )

dont les deux composantes sont négatives. Le fluide exerce en effet une poussée sur la paroi en
s’écoulant. La traction o -n est donc la force (par unité d’aire) exercée par la paroi supérieure pour

maintenir le fluide dans le canal.
De manieére générale, la traction t = o - n est la force par unité d’aire exercée par le milieu

externe (celui vers lequel pointe le vecteur n) sur le fluide.
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U Magnitude
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L |
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Maillage initial de quadrangles

e
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Mmumwmum)w

P

-3.180e+03 -1609 0 1609 3.258e+03
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Maillage perturbé en un seul noeud

Figure 12.14 — Ecoulement de Poiseuille pour I'élément Q1 — Qo : maillages initial et perturbé
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Elément P, — P,

Figure 12.15 — Ecoulement de Poiseuille pour ’élément Mini et Py — Py
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12.8 Probléme de Stokes non linéaire

La vaste majorité des fluides n’entre pas dans la catégorie des fluides newtoniens, c’est-a-dire
des fluides a viscosité constante. On peut observer en laboratoire divers types de comportement,
notamment en élongation ou en cisaillement. La viscosité de plusieurs fluides varie en fonction du
cisaillement. On se doit alors de modéliser ce comportement et d’essayer de reproduire le plus fidele-
ment possible les données rhéologiques de viscosité en fonction du taux de déformation. Les fluides
dont la viscosité dépend du cisaillement sont dits viscoplastiques et les modeles correspondants ont
la forme générale suivante :

7 =2n(1¥(w)]) ¥(u)

ou |4 (u)| désigne le second invariant du tenseur 4(u) défini par :

| A () P=29(w) : y(u) = 2(5 ()i (¥ (w))i;

La viscosité n est donc une fonction de |%(u)| par Uintermédiaire de lois de comportement telle la
loi puissance :

n=mo|(u) "7 (12.20)

ou n est I'indice de pseudoplasticité et 1y est la consistance. Cette loi est principalement utilisée
pour décrire la viscoplasticité des métaux a chaud. On remarque cependant que la viscosité du
polymere tend vers 'infini en cisaillement faible, ce qui est peu représentatif du comportement réel.

Une autre loi de comportement importante et plus réaliste est la loi de Carreau-Yasuda qui
nous écrirons sous la forme :

n—1

(W) = oo + (M0 = 7oo) (co + A™ [ () [T) (12.21)

Dans le modeéle original la constante ¢g est tout simplement 1. Cette écriture nous permet cependant
de voir la loi de puissance comme un cas particulier obtenu en posant 17, = 0, co = 0, A =1 et
m = 1.

Le modele de Carreau-Yasuda permet de prendre en compte la présence d’un plateau newtonien
a faible taux de cisaillement. Dans ce dernier cas, 19 désigne toujours la consistance, A est un temps
de relaxation et m et n des indices de pseudoplasticité. En particulier, si m = 2 on retrouve le
modele classique de Carreau.

Nous présentons maintenant la formulation variationnelle dans le cas des fluides viscoplastiques.
Nous supposons donc que la viscosité du polymere est donnée par la loi de Carreau-Yasuda sous la
forme 12.21. La formulation variationnelle élémentaire du probleme de Stokes devient dans ce cas :

/2n(u)"y(u):7(w)dv - /pV-wdv = /TK-de+ th . wds
K K K oK

/qV~udv =0
K

De toute évidence, le probléme est maintenant non linéaire et on peut appliquer les techniques
vues au chapitre 8 et notamment la méthode de Newton. Bien entendu, on suppose connues la
fonction 7% de méme que la traction .
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Partant d’une solution approximative (ug,po), on cherche une correction (d,,6,) de sorte que
(ug + 0y, po + Jp) soit une solution du probléme non linéaire ou du moins une meilleure approxi-
mation. Remplacant u et p par ug + d, et pg + 9, on trouve :

[ 2ntuo+ 8.4+ 8,) s (w) dv = [ (o +6,)V wdo =
K K

/TK-de+ tX . wds
K oK

/ gV - (ug+9d,)dv =0
K

ou encore :

/K 2n(uo + 64)y(uo + 64) : ¥(w) dv — /K 6V -wdv =

/pOV-wdv+/rK~wdv+ th . wds
K K oK

/qV'éudv:—/ qV - ug dv
K K

Il reste alors un dernier terme a linéariser. Pour ce faire on utilise la relation 8.9 et la dérivée de
Gateaux 8.10. On obtient ainsi le probléme linéarisé :

auo(éuvw) - /I(5pvw dv = 7/I(R((u0ap0)vw) dv

/qV~6udv = —/qV~u0dv
K K

ou la forme bilinéaire a,, et le résidu R((uo,po), w) sont définis par :

Gy (@w) = [ n(un) (8. (w) du+

[ Ko ()™ e+ XN (o) ™) (uo) : 5(8.) (o) : 4(w))) do

R((up,po),w) = /K277<U0)"Y(u0) sy (w) dv — /KpOV cw dv —/ & w dv

K
—/ t5 . wds
oK

ot on a posé Ko = 4(ny — Neo)(n — H)A™

(12.22)

12.8.1 Reésultats numériques : cas viscoplastique
Ecoulement de Poiseuille

On consideére encore un écoulement de Poiseuille mais cette fois avec une loi puissance 12.20
pour laquelle la viscosité diminue avec le cisaillement. Ce cisaillement se produisant principalement
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aux parois solides, la viscosité y est plus faible qu’au centre du canal. On remarque a la figure 12.16
la différence de comportement entre les cas newtoniens (n = 1) et les cas non newtoniens n = 0,7
et n = 0,4. Le profil de vitesse en sortie s’aplatit lorsque n diminue et on le voit encore mieux
a la figure 12.17 qui montre une coupe du profil de vitesse u; en sortie sur 'axe x1 = L. On y
voit clairement Paplatissement du profil et on remarque également que la surface sous la courbe (le
débit) reste la méme.

Le comportement de la pression est bien caractéristique d’un fluide viscoplastique (voir la fi-
gure 12.18). Pour un débit donné, la perte de charge c.-a-d. la différence de pression entre 'entrée
et la sortie du canal diminue fortement avec n. En effet, puisque la viscosité diminue avec n, il
faut pousser moins fort pour assurer un méme débit. Cette propriété est fort appréciée dans bon
nombre de procédés de mise en forme des polymeres comme 'extrusion (voir Agassant [1]).

Ecoulement dans une filiére d’extrusion

On considere dans ce probleme une filiere d’extrusion utilisée pour la production de poutre en I
constituée d’un mélange de polymere et de fibre de bois. La section initiale est de forme circulaire et
prend graduellement la forme en I désirée. Le probleme a été adimensionnalisé de sorte que le rayon
de la section circulaire de la filiere soit 1. La longueur de la filiere est d’environ 5,7 suivant ’axe
des z. Le mélange bois-plastique est réputé viscoplastique avec les valeurs suivantes des parametres
du modele de Carreau : g =1, A = 0,1588, m =2 et n = 0.3.

La valeur de n étant assez loin du cas newtonien (n = 1), la résolution du probléme a nécessité
plusieurs étapes. Nous avons d’abord résolu en prenant n = 1 pour obtenir une solution de départ
du probléme non linéaire. par la suite, nous avons résolu avec n = 0,8, n = 0,5 et n = 0,3, toujours
en prenant la solution précédente comme point de départ de la nouvelle résolution. On a utilisé
un élément P, — P c.-a-d. quadratique en vitesse et linéaire en pression (voir la figure 12.4). Les
conditions aux limites sont les suivantes :

u = (0, 0, gzgg (1- T(1+”)/”)> ot 7= (22+y*)'? sur la section circulaire d’entrée
v = (0,0,0) sur les parois
o-n = (0,0,0) sur la section de sortie

Le profil de vitesse en entrée correspond a un écoulement de Poiseuille dans un tube de section
circulaire pour un fluide en loi de puissance. Ce profil est 1égérement inexact pour le modeéle de
Carreau.

Le maillage est illustré a la figure 12.19 de méme que la pression et le module de vitesse a la
sortie de la filiere. En ce qui concerne la pression, on remarque qu’elle est a peu pres constante dans
la partie circulaire de la filiere. On observe ensuite une chute rapide jusqu’en sortie ou la pression
s’annule en raison de la condition aux limites. Le module de vitesse est évidemment nul sur les
parois de la filiere. En sortie, on peut facilement voir I'accélération provoquée par la forme en I de
la filiere. En effet, I’écoulement est favorisé dans les parties plus larges.
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U Magnitude
5.400e-010.72 0.96 1.2 1.500e+00
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U Magnitude
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M“““‘\““""‘\“‘M
U Magnitude
0.000e+00 0.38 0.75

1.13  1.500e+00
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Figure 12.16 — Ecoulement de Poiseuille : loi puissance avec n =1, n = 0,7 et n = 0,4
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Figure 12.19 — Maillage, perte de charge et module de vitesse en sortie de filiere
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12.9 Les équations de Navier-Stokes

Les fluides viscoplastiques sont généralement trés visqueux, leur viscosité étant souvent de
Pordre de 10° Pa - s. A lautre extrémité du spectre, on trouve les fluides peu visqueux comme ’eau
et lair. Il va de soi que ces fluides particuliers sont aussi d’une grande importance en hydraulique
et en aéronautique, bien que dans ce dernier cas, il faut tenir compte de la compressibilité.

Dans ce dernier cas, les équations d’équilibre sont modifiées de la maniére suivante :

V- @)+ Vp = pr—p (G + @ V)

(12.23)
V-u =0

Le deuxieme terme de droite en est un d’inertie, qui est négligé dans le cas ou la viscosité est grande
(et ou par le fait méme le terme visqueux est dominant). Notons de plus la forme spécifique du
terme source pr ou r désigne une force par unité de masse (dont les unités sont des N/kg). Nous
négligerons dans un premier temps la dérivée en temps pour ne considérer que le cas stationnaire.
Méme si la viscosité est constante, ce systéme est non linéaire.

On retrouve souvent les équations de Navier-Stokes sous forme adimensionnelle. Pour ce faire,
on choisit une longueur Lg, une vitesse Uy, une pression py et une force massique rg, dites de
référence et qui dépendent de la géométrie et des conditions du probleme. On introduit ensuite les
variables adimensionnelles & = x /Lo, & = u/Uy, p = p/ Py et 7 = r /Ry et en faisant ce changement
de variables, on obtient les équations adimensionnelles :

[~
Il
i

— 3V (23(@) + Vp+ (a- V)
(12.24)

V-u =0
ou on a introduit le nombre adimensionnel dit de Reynolds qui est défini par :

_ UoLop
n

Re

et ou on a choisi Py = pUg et Ry = Py/(pLo) comme pression et force massique de référence. Les
variables identifiées par le symbole ~ sont adimensionnelles (n’ont pas d’unités). Dans ce qui suit,
nous laisserons tomber ce symbole pour éviter d’alourdir la notation.

On peut, ici encore, appliquer la méthode de Newton, bien qu’il existe d’autres possibilités. Il
n’y a dans ce cas qu’'un terme a linéariser. Par les techniques que nous avons vues, on obtient ainsi
le probléeme linéarisé :

aw(Guw) = [ GV wds = — [ R((uo.po)w) do

/qV-dudv = —/qV-uodv
K K



292 Chapitre 12

ou la forme bilinéaire a,, et le résidu R((uo,po), w) sont définis par :

tp@uw) = [ (A6 3w) + (0 V)8 w (8, V)uo) - w) do
R((up,po),w) = /K %ﬁ(uo) cY(w) + (up - Vug) - w dv — /KpOV cw dv — /K’I‘K cw dv
= o th - w ds

(12.25)
Différentes variantes de la méthode des points fixes sont également envisageables.

12.9.1 Reésultats numériques : cas Navier-Stokes
Ecoulement autour d’un cylindre : cas stationnaire

On considere ’écoulement d’un fluide autour d’un cylindre circulaire de diametre 1 et centré
en (0, 0). Pour éviter une influence indue des conditions aux limites, on fera le calcul dans une
géométrie assez vaste du plan x — z c.-a-d. —10 < z < 25 et —10 < z < 10. On suppose donc que
le cylindre est de longueur infinie dans la direction de I'axe des y et on néglige ainsi les variations
dans cette direction de sorte que u, = 0 dans tout le domaine de calcul. Les dimensions de ce
domaine sont volontairement choisies tres grandes car les conditions aux limites sont mal connues
en aval du cylindre. Par contre, sur la section d’entrée (z = —10) on imposera un profil de vitesse
uniforme u = (1, 0) de méme que sur les frontieres (fictives) supérieures et inférieures. On suppose
que ces deux frontieres sont suffisamment éloignées pour que le profil uniforme ne soit pas perturbé.
Enfin, on imposera une condition naturelle nulle en sortie o - n = (0, 0). Cette derniére condition
est encore ici douteuse, spécialement dans le cas instationnaire. Les conditions aux limites sont
présentées a la figure 12.20. Le maillage de 14700 éléments de Taylor-Hood (P — P;) est présenté
a la figure 12.21.

Pour bien cerner I'influence du nombre de Reynolds sur la solution, on retrace les lignes de
courant immédiatement au voisinage du cylindre. C’est ce qui est illustré a la figure 12.22 ou
on peut constater les différences entre les solutions a Re = 1, 45 et 100. On constate que loin du
cylindre, les lignes de courant sont peu perturbées, ce qui justifie a posteriorile choix des conditions
aux limites.

Ecoulement autour d’un cylindre : cas instationnaire

Lorsque le nombre de Reynolds atteint environ Re = 45, I’écoulement devient instationnaire et
il se développe a l'arriere du cylindre une instabilité connue sous le nom d’allée de von Karman.
Ce phénomene est trés fréquemment rencontré dans la nature et c’est ce qui fait par exemple
louvoyer un drapeau dans le vent, le mat au bout duquel flotte le drapeau faisant office de cylindre.
Le passage d’un écoulement stationnaire a un écoulement instationnaire correspond a ce que les
mathématiciens appellent une bifurcation de Hopf.

Nous présentons maintenant des résultats obtenus pour un nombre de Reynolds de 100, nombre
bien au-dela du nombre critique. Nous avons utilisé une différence arriere implicite d’ordre 2 pour
la dérivée en temps ainsi qu’un pas de temps de 0,1.
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u = (1,0)

(25,10)

u=(1,0) Ou:(0,0) oc-n=0

(—10, —10) ——y

Figure 12.20 — Ecoulement autour d’un cylindre : géométrie et conditions aux limites

La figure 12.23 donne les détails de ’écoulement derriere le cylindre sur pres d’'un période. En
effet, on peut vérifier que 1’écoulement est bien périodique de période 5,9, en accord notamment
avec Engleman et Jamnia [24]. Puisque At = 0,1, une soixantaine de pas de temps couvre donc
une période d’oscillations. Il est & noter qu’au départ, un grand nombre de pas de temps sont
nécessaires pour éliminer les effets transitoires et pour que 1’écoulement périodique s’établisse de
maniére définitive.

On trouvera un certain nombre d’exemples de modélisation d’écoulements instationnaires dans
Fortin et al. [27]. On y observera des bifurcations de Hopf ainsi que ce qu’il est convenu d’appeler
des cascades de dédoublements de périodes, correspondant & de nouvelles bifurcations.

On peut conclure cette sous-section en élaborant sur le calcul de quantités fort utiles en ingénie-
rie. Un solide placé dans un écoulement subit une force F'. Si la direction principale de I’écoulement
est dans le plan z —y, les deux coefficients F, et Iy, sont dits de trainée alors que F est la portance.
On pense bien entendu & un avion mais c’est aussi le cas pour une voiture. Dans notre exemple,
l’objet sera le cylindre mais le calcul serait similaire pour un objet de forme quelconque. On les
définit, pour un probléme bidimensionnel :

F:(Fm,Fy,Fz):/ o-nds= | tds

. e

ou I'. est la frontiere du cylindre, o est toujours le tenseur des contraintes de Cauchy et t =
(tz,ty,t:) = o-n est le vecteur de traction au bord. Bien entendu, pour un probléme bidimensionnel,
I'une des composantes serait nulle.

Remarque 12.10. La procédure qui suit est générale et s’applique a toute courbe fermée (surface
en 3D), pas seulement un cylindre. Il faudra toutefois faire attention au signe. Puisque la normale
n est orientée vers 'extérieur de la région occupée par le fluide (en l'occurrence lintérieur du
cylindre), la traction o - n est la force par unité de surface exercée sur le fluide par le cylindre et
on cherche précisément 'inverse. «
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Il serait tentant d’expliciter o et d’évaluer 'intégrale de bord en calculant :
/ (—pI + 20 (u)) - n ds (12.26)
Ie

mais on perdrait ainsi beaucoup de précision principalement en raison des dérivées de u dans +(u)
qui convergent moins rapidement. C’est un point que nous avons déja abordé aux chapitres 5 et 6.

Pour évaluer ces quantités, il est préférable de recourir aux réactions nodales. Une analyse
similaire a celle menant & I’équation (6.17) (& partir de (6.16)) nous permettrait en effet de montrer
que :

- 'TLK i\ L S .
R=3 [ (0-n5)o@)ad (12.27)

KETi

ou 7T; est 'ensemble de tous les éléments dont I'un des sommets est le numéro i et ou ¢; est la
fonction de Ritz en vitesse au noeud i. On inteégre donc sur toutes les arétes de ces éléments. Les
arétes internes au domaine sont ainsi parcourues deux fois en sens inverses et s’annulent. Il ne reste
donc que les arétes sur la frontiére (sur I'objet ou on calcule F'). On aura alors :

R - / (o n)¢; ds = (R., R, R.)
e

(ces vecteurs se retrouvent dans le vecteur ST & I’assemblage). Si on somme sur tous les noeuds de
calcul du cylindre :

ZRi:Z/FC(U-n)qbids:/Fc(a-n)quids:/ (0-n)ds=F

i€l’e icle 1€lc ¢

et on obtient précisément la force recherchée car, ici encore, la somme des ¢; (ou si 'on préfere la
somme des 1) sur chaque coté d’élément vaut 1. Il suffit simplement d’additionner les réactions
nodales et le colit est essentiellement nul. Mais le plus important est que ’on peut montrer que le
résultat obtenu est beaucoup plus précis qu’en évaluant (12.26).

On peut du méme coup calculer un moment de force M sur le cylindre par rapport & un point
de coordonnées (xg, Yo, 20). Ainsi, on rappelle que :

M = (M.rvMvaZ>:/ (x_‘r()’y_y()az_z())XtdS

— (/c(y —yo)t: — (2 — 20)ty ds, /Fc(z — 20)ty — (x — o)t ds, /C(x —x0)ty — (¥ — yo)ts ds>

Le calcul de ces intégrales se fait bien entendu élément par élément. On constate toutefois que 1'on
peut interpoler x, y et z sur la frontiere a ’aide des fonctions d’interpolation ¢; et que :

T = Z z;¢; de méme que y = Z Yyid; et z = Z Zi;

i€l 1€le i€l
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ou (z;,y;, z;) sont les noeuds de calcul en vitesse. Ainsi, par exemple, le moment M, recherché est
alors :

M. o= [ @ w0ty — (- polta ds

= sz/ tygi)ids—azo/ tyds—i-yi/ txqbids—yo/ ty ds
T. T, T Te

i€l

= Z CBz/F typi ds — xoF, + yz/F tz i ds — yo Pl

1€lc

= Y (wi—z0)R, — (yi —yo) R,
ieT.

et on obtient encore ici un résultat d’une grande précision a cott négligeable.

Remarque 12.11. Dans ce dernier résultat, la somme porte sur tous les noeuds de calcul en vitesse
situés sur le cylindre. Pour un élément quadratique standard tel que celui utilisé ici, cela inclut les
milieux d’aréte. Toutefois, si on utilise une base hiérarchique pour décrire cet élément quadratique
(voir la figure 5.8), la somme des ¢; (ou des zﬁlK si on se restreint & un c6té d’un élément K) n’est
plus 1 sur les c6tés. Si on note toujours wiK les fonctions d’interpolation quadratiques standards
de la figure 5.7 et 1;1[( les fonctions d’interpolation hiérarchiques de la figure 5.8, on constate que
1/1?{( = 1[1?{( , que wf( = zﬁf( - %1[1?{( ainsi que wg‘ = 155( — %zﬁf . On peut donc récupérer les réactions
nodales standards R’ & partir des réactions nodales hiérarchiques correspondantes R' en corrigeant
sur chaque aréte par les relations :

R-R R=R - RFaR-F R

ce qui signifie, en vertu de la définition (12.27), que la réaction nodale & un sommet sera corrigée
autant de fois qu’il y a d’arétes connectées & ce sommet. Une fois ces transformations faites, on
peut calculer les vecteurs F' et M comme auparavant. <
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Figure 12.21 — Maillage pour ’écoulement autour d’un cylindre
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Figure 12.22 — Cas stationnaire : lignes de courant a Re = 1,45 et 100
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Figure 12.23 — Cas instationnaire : lignes de courant & Re = 100 sur approximativement une période
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12.10 Exercices

1. Montrer que 'opérateur B défini par la relation :
< Bw,q >= b(w, q)

est bien linéaire et continu sur V.

2. On va démontrer que pour le probleme de Stokes, une discrétisation linéaire par éléments en
vitesse et en pression (P; — Py) ne vérifie pas la condition de Brezzi ou plus précisément que
le noyau de 'opérateur Bg contient des pressions parasites. On considere encore le maillage
de la figure 6.16 ainsi que 3 nombres a, b et c tels que a+ b+ c = 0 c.-a-d. de moyenne nulle.

a) Reproduire le maillage de la figure 6.16 et assigner a chaque noeud du maillage 'une des
valeurs a, b ou ¢ de sorte que la moyenne des valeurs nodales dans tous les éléments soit
nulle.

b) On considére maintenant la fonction linéaire par élément pp,(x) prenant les valeurs no-
dales obtenues en (a). Montrer a 'aide d’une quadrature de Hammer & un point que si
les valeurs nodales sont de moyenne nulle dans un élément, alors :

/ph(az) dv=0 VK
K

¢) Montrer alors que si les composantes du vecteur vitesse sont linéaires par élément, alors
la fonction py, construite précédemment est dans le noyau de 'opérateur B;{ c.-a~d.

b(whaph) = /Qphv . ’thd’U =0 th (S Vh

3. En partant des équations de Navier-Stokes dimensionnelles 12.23, obtenir la forme adimen-
sionnelle 12.24 en choisissant en particulier Py = pUZ et Ry = Py/(pLg) comme pression et
force massique de référence.
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Chapitre 13

Formulations mixtes en élasticité
linéaire

Au chapitre 11, nous avons rencontré ce qu’il est convenu d’appeler une formulation déplacement
du probleme d’élasticité linéaire isotrope en ce sens que la seule inconnue du probleme est le vecteur
déplacement u. Nous avons vu au chapitre 12 une formulation mixte du probléeme de Stokes (en
vitesse et pression) et constaté I'importance de choisir des approximations consistantes en vitesse et
pression. Nous revenons dans ce chapitre sur les problémes d’élasticité linéaire, mais en formulation
mixte (en déplacement et pression). De telles formulations mixtes deviennent nécessaires lorsque le
coefficient de Poisson v approche 0,5 et que le matériau devient incompressible. Le systeme obtenu
est alors tres proche du systeme de Stokes. Nous mettrons également en évidence la faiblesse de la
formulation déplacement dans ce cas.

13.1 Cas isotrope
Rappelons les équations d’équilibre :
—-V.o=r
et l'expression du tenseur des contraintes dans le cas isotrope :
o =\V - -u)l+2uy(u) (13.1)

ou I est le tenseur identité et y(u) est le tenseur de déformation défini & la relation 11.2. Notons
que ceci est un cas particulier de la relation :

déf.

o=C:vy(u) = Ciju(y(w)k = Cijuvk

ol on a posé v;; = (y(u));; et ol on a utilisé la convention de somme sur les indices répétés. C' est
le tenseur d’élasticité (du quatriéme ordre). Dans le cas isotrope, le tenseur d’élasticité est défini
par la relation 11.9 que nous rappelons :

Cijir = MijIny + p(Lip Ly + Luljy) (13.2)

301
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Rappelons que A et p sont les coefficients de Lamé (voir la relation 11.10). On introduit également
le coefficient de compressibilité & (« bulk modulus » en anglais) défini par :

E
k=——7-—
3(1—2v)
et on vérifie facilement que :
3A+2 2
k= (BA+2p) ou encore A —k = — & (13.3)
3 3
On définit la pression par :
_ tr(o)
P==3

Puisque la trace de o est :
tr(o) = tr(MV - uw)I + 2uy(u)) = MV - w)tr(I) + 2p tr(y(w)) = BA+2u)(V - u) = 3k(V - u)

on en conclut que :

p=—k(V-u)

Il est alors courant (voir les références Bathe [5] ainsi que Zienkiewicz et Taylor [64] par exemple)
de décomposer le tenseur des contraintes o en une partie de trace nulle que ’on appelle le déviateur
de o (notée 7) et une partie dite sphérique faisant intervenir la pression. Selon Bathe [5], on pose
alors :

t 2
r=0-— r(?)U)I =0 — k(V-u)I = 2uy(u) — ?“(v )l
Par construction, on a tr(7) = 0 et de plus :
t
G'ZT—I—ir(U)I:T—pI
ou encore : )
o = 2uy(u) — ?H(V )l — pI (13.4)

ou on a utilisé les relations 13.1 et 13.3. L’équation d’équilibre devient alors un systeme de 2
équations faisant intervenir le déplacement u et la pression p :

2
-V. 2u7(u)—?u(v-u)I—pI = r
L v _—
k? -

Nous devrons donc obtenir des discrétisations par éléments finis de cette formulation mixte. Mul-
tipliant la premiere équation par une fonction test w et la seconde par ¢ et apres intégration par
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parties, on trouve :

/Q(QM'Y(U)3’Y(’w)—23M(V'u)(V.'w)> dv — /va.wdv — /Qr'wciva/F(cr-n)-wdF

—/qV-udv - 1/quU =0
Q k Jo
(13.5)

La condition essentielle est, comme pour le probléeme de Stokes, I'imposition du déplacement u (ou
de I'une de ses composantes u;) et la condition naturelle consiste & imposer o - n (ou de 1'une de
ses composantes (o - n);)).

L’analyse numérique du systeme 13.5 ressemble beaucoup a celle du probléeme de Stokes. En
fait, lorsque le coefficient de Poisson s’approche de 0,5, le coefficient de compressibilité k tend vers
I’infini, ce qui annule le deuxiéme terme de la deuxiéme équation du systéme. On retombe alors sur
le probleme de Stokes a la différence prés du terme :

2p
?/Q(V-u)(v-w)dv

C’est donc dans le cas ou v ~ 0,5 que les méthodes mixtes pour 1’élasticité linéaire prennent toute
leur importance et se distinguent avantageusement des formulations en déplacement seulement.

Nous ne referons pas toute l'analyse de cette méthode mixte puisqu’elle est tout-a-fait similaire
a celle du probléme de Stokes. Il y a toutefois de petites différences qu’il faut souligner. Le probléme
d’élasticité linéaire mixte pour un matériau isotrope s’écrit :

{ a(u,w) +b(w,p) = (r,w) YweV
(13.6)
b(u,q) —clpg) = 0 VgeQ

o a(ww) = [ (2 r(w) - TV w(Vw) do

b(w,q) = —/QqV"wdv

1
clp,q) = E/qud”

Remarque 13.1. On montre facilement que :

atww) = [ (23w i vw) - V- w)(Vw)) do

ce qui entraine que a(w,w) est une quantité qui est toujours positive. <«
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Remarque 13.2. On peut obtenir une formulation mixte des problemes d’élasticité a partir de la
relation 13.4 en posant simplement p = —AV - u. On obtient alors une forme plus simple que 1'on
rencontre fréquemment (voir Brezzi et Fortin [11] par exemple) :

=V Q2uy(u)—pI) = r

—§+V~u = 0

Il faut cependant noter que la variable p n’est plus la partie sphérique du tenseur des contraintes
et qu’elle est différente de p. <«

Théoréme 13.3: Existence et unicité du probléme continu

Sous les conditions suivantes :
— la forme bilinéaire a vérifie a(w,w) > 0 Yw € V et est coercive sur ker B :

alw,w) > a || w ||%Q Vw € ker B (13.7)

— la forme bilinéaire ¢ est symétrique et telle que : ¢(q,q) > 0Vqg € Q;
— il existe une constante positive [ telle que la forme bilinéaire b vérifie :

b(w, q)
0.0 llwlhe

> (13.8)

inf sup
9€Q weV || q |

alors la solution (u,p) du probléeme d’élasticité linéaire isotrope 13.6 est unique dans V' x Q.
Démonstration : Voir Brezzi-Fortin [11].

Remarque 13.4. Contrairement au probleme de Stokes, la forme bilinéaire a n’est coercive que
sur ker B. La condition inf-sup est par contre la méme. La présence de la forme bilinéaire ¢ permet
d’assurer I'unicité de la pression p. <«

13.2 Cas anisotrope

Le cas général des matériaux anisotropes est plus difficile mais est tout de méme d’une grande
importance. De nombreux matériaux ne sont pas isotropes. Le bois, par exemple est un matériau
orthotrope et ses propriétés ne sont de toute évidence pas les mémes dans toutes les directions.

L’analyse qui suit couvre tous les cas, y compris bien siir les matériaux isotropes. Nous suivrons
Papproche de Bathe et Sussman [57] qui nous meénera a la description des matériaux dit semi-
déformables. Le point de départ est encore ici la relation contraintes-déformations que ’on suppose
sous sa forme la plus générale, soit :

o=C:v(u) =Cijum
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Remarque 13.5. Le tenseur d’élasticité d’ordre 4 C n’est pas tout-a-fait quelconque. On montre
en effet que ce tenseur dérive généralement d’un potentiel ® suivant une expression de la forme :

9*®
Cijbl = 55—
07i50Vki
Puisque v;; = v;i, on en conclut immédiatement les propriétés de symétrie de ce tenseur :
Cijkt = Cjirt = Cijik = Chuij

Le tenseur C posseéde donc au plus 21 composantes différentes et éventuellement non nulles. <«

Nous souhaitons en arriver a une décomposition similaire a celle de la relation 13.4 pour les
matériaux isotropes. Pour ce faire, on pose :

o=C:y(u)=(C-C):~vu)—pl=7—pI (13.9)

ot I et C sont les tenseurs respectivement d’ordre 2 et 4 définis par les relations ! :

5 CaaijCobki = 3Caaij
ikl = —>—— €t i = 5

Caabb Caabb

Pour que o soit toujours égal a C' : y(u), la pression doit vérifier :

pf = —C :~vy(u) ou encore piij = —éijkl’Ykl

qui peut encore s’écrire :

3Caaij CaaijCobii

p = - Ykl
Caabb Caabb

ce qui entraine que :

CaakiVki
3

_ _Caabb <gcaakl) o = — (Caabb> j— X ’Y(U)
9 Caabb 9
A Taide de ces derniéres expressions, on constate aisément que la relation 13.9 n’est quun réar-

rangement du tenseur o permettant d’introduire la pression. Plusieurs remarques s’imposent des
maintenant.

ce qui devient enfin :

Remarque 13.6.

1. Coapp = 22:1 2221 Cuabp €St un scalaire et non un tenseur.

1. Rappelons que l'on utilise ici la notation d’Einstein sur les indices répétés.
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2. Puisque

T=(C—-C):v(u) ouencore 7;; = (Cijrr — Cijr) Vi
on a alors :
: CaaiiCaaki
tr(T) =7 = (Cz’z’kl - Ciikl) Vit = <Ciikl - aaé“”) Vit =0
aabb
et le tenseur 7 est de trace nulle.

<

Remarque 13.7. Dans le cas isotrope, la relation contraintes-déformations prend la forme de
I’équation 11.9 et on a :

1. La constante C,qpp, devient :
Caabb = AIaaIbb + H(Q-[ablab) =9\ + 6/14

2. Le tenseur I est égal au tenseur I. En effet :

[ 3Caaij _ Maalij +2plailaj _ 3ALij +2pulij
Y Coant 3\ +2u 3\ +2u *

3. La pression devient :

 Caakivwr . (Maadky + 2pdapdar) Vi
b= "3 =" 3

B3Nk 4 20ty (BA + 2p)tr(y(u))

3 3
= —kV-u
<

Le systeme mixte dans le cas anisotrope peut maintenant s’écrire :
-Vv. [(C’—C’):’y(u)—pﬂ = r

Y (T A(w) ~ 0

Caabb

qui est une généralisation de la forme variationnelle 13.6. Multipliant ces 2 équations par des
fonctions tests w et g et intégrant par parties, on trouve la formulation variationnelle :

/Q[(C—é):’)’(u)}:’Y(W)dv — /ij:’y(w)dy = /QT-'LUdv

- [ @:tuqde - o [mdr =0

Caabb
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et on retrouve encore la forme 13.6, mais cette fois avec les formes bilinéaires suivantes :

a(u,w) = /Q (€~ &) y(w)] : v(w) dv

bw,q) = = [ (T :v(w)gdo
c(p,q) = Caibb /Q pq dv

Remarque 13.8. Selon Bathe et Sussman [57], ce sont les matériaux pour lesquels la constante :

9
Caabb

tend vers l'infini qui requierent ’emploi de méthodes mixtes. <«

13.3 Résultats numériques

13.3.1 Plaque trouée en élongation

Nous avons déja vu ce probleme au chapitre 11 (voir la figure 11.3) et nous ’avons résolu par
une méthode en déplacements seulement. Cette formulation avait alors montré ses faiblesses dans le
cas ou v approchait 0,5 c.-a-d. dans le cas d’'un matériau quasi-incompressible. Nous reprenons cette
fois la résolution mais avec une méthode mixte. Nous utiliserons un élément triangulaire a 6 noeuds
(quadratique) pour la vitesse et un élément & 3 noeuds (linéaire) pour la pression. C’est I’élément
de Taylor-Hood utilisé en mécanique des fluides pour le probléeme de Stokes (voir la figure 12.3).

Les figures 13.1 a 13.2 reprennent celles du chapitre 11 en ajoutant au passage la pression
(absente en formulation déplacements).

Contrairement a la formulation en déplacements seulement, la formulation mixte donne d’ex-
cellents résultats, méme pour v = 0,499 999 99 comme on peut le constater a la figure 13.4
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Figure 13.1 — Maillages initial et déformés pour v = 0,3, v = 0,4 et v = 0,4999
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sigma (1,1)
7.318e-01

0.62317
0.51459

Z0.406

~0,29742
0.18884
0.080255

-2.833e-02

sigma (1,1)
8.076e-01
0.7193

0.59942
=0.47954
Z0.35065
0.23977
0.11988

-3,155e-02

sigma (1,1)
9.401e-01
0.83771

0.69809
~0.55847
041886
0.27924
0.13962

-3.720e-02

Figure 13.2 — Contrainte o1; pour v = 0,3, v = 0,4 et v = 0,4999
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_p

1.201e-01
0.057597
-0.0049036
-0.067404
-0.1299
-0.1924
-0.2549
-3.174e-01

=]
1.446e-01
0.074595
0
-0.074595
-0.14919
-0.22379
-0.29838
-3.776e-01

P
1.834e-01
0.093496
0
-0.093496
-0.18699
-0.28049
-0.37398
-4,710e-01

Figure 13.3 — Champs de pression pour v = 0,3, v = 0,4 et v = 0,4999

Chapitre 13
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sigma (1,1)

2.403e-01
0.83787
0.69822
0.55858
0.41893
0.27929
0.13964
-3.721e-02
P

1.835e-01

0.09352

0

-0.09352

-0.18704

-0.28056

-0.37408

-4.711e-01

Figure 13.4 — Contrainte 011 et pression pour v = 0,499 999 99
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13.4 Exercices
1. La définition du tenseur des contraintes en élasticité linéaire du chapitre 11 nous donne :
o =2uy(u) + A(V-u)l
Poser p = —A(V - u) et obtenir une nouvelle formulation mixte du probleme d’élasticité

linéaire (légerement différente du systeme 13.6). Discuter de l'existence et de I'unicité de la
solution.
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Matériaux en grandes déformations

14.1 Introduction

Nous avons vu jusqu’a maintenant plusieurs applications de la méthode des éléments finis qui
se caractérisaient toutes par un domaine de calcul fixe (noté Q). En y regardant cependant de plus
pres, on découvre que ce n’était pas tout-a-fait le cas. En effet, les problemes en élasticité linéaire
rencontrés aux chapitres 11 et 13 entrainent une déformation du domaine €2. Cette déformation était
supposée faible de sorte que, dans les formulations variationnelles, toutes les intégrales portaient
quand méme sur le domaine non déformé (2. Dans le cas des problémes dits en grandes déformations,
cette simplification n’est plus possible. Ces déformations entrainent des non-linéarités géométriques
importantes. La normale a la géométrie n’est plus constante mais varie en fonction de la déformation.
Par exemple, un pneu qui s’aplatit au contact de la route subit une déformation significative par
rapport a sa forme circulaire initiale et on ne peut négliger ’évolution du domaine en fonction de
la charge imposée. C’est I'objet de ce chapitre.

Le probleme consiste & calculer la déformation d’un corps de forme initiale Q° lorsqu’il est
soumis a des déplacements et des contraintes externes. Nous ne considérerons pour le moment que
les matériaux hyperélastiques. Au préalable, il nous faut introduire plusieurs concepts nouveaux
qui nous permettrons d’aborder les formulations variationnelles en grandes déformations.

14.2 Déformations et tenseurs associés

Nous noterons QY le domaine initial et X = (X1, X2, Xg)T un point matériel de ce domaine.
Au fil du temps, le domaine Q0 se déplace et se déforme et le domaine ainsi déformé sera noté
(la notation indiquant la dépendance par rapport au temps). Le point correspondant a X dans
cette nouvelle configuration sera noté x(X,t) = (z1(X,t), z2(X,t),23(X,t))". L’indice supérieur
T dénote la transposée de sorte que les points et vecteurs sont représentés par des matrices colonnes
3 par 1. La particule initialement située en X dans la configuration initiale Q° sera donc située
en x dans la configuration Qf au temps t. Le point matériel X a donc subit un déplacement

313
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Figure 14.1 — Description cinématique

u(X,t) =x(X,t) — X, que 'on peut exprimer sous la forme :

[ xl(X,t) ] X1 (X,t) ]
(X, t) | = | X up(X,t) (14.1)
z3(X,1) X3 uz(X,1)

Des éléments de longueur dX, de surface dA ou de volume dV dans la configuration initiale Q°
seront transformés respectivement en dx, da et dv dans la configuration déformée Q2. La clé de ces
transformations est le tenseur gradient de déformation défini par :

[ 8%1 8331 8%1 1 i 8X1 8X1 8X1 T
0X1 0Xo 0X3 Odx1 Oxg Oxs
81‘2 8332 81‘2 . -1 8X2 8X2 8X2
F = dont I’ t F~" = 14.2
(9X1 8X2 an on Hverse es 8:1;1 8$2 8333, ( )
8$3 (91’3 81‘3 an 6X3 an

6X1 6X2 an i 81‘1 8:E2 81‘3

Nous supposons que le tenseur gradient de déformation est toujours inversible et nous notons J
son déterminant et Fj; ses composantes. En pratique, on calculera le déplacement u de sorte qu’il
convient d’utiliser la relation 14.1 et d’exprimer le tenseur gradient de déformation en fonction du
tenseur gradient des déplacements :

F=1+Vxu (14.3)

L’indice inférieur dans le symbole V x indique que les dérivées sont prises par rapport aux variables
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X; c.-a-d. dans la configuration initiale. On a ainsi :

8u2-
(Vaxu)is = ¢
dont la partie symétrique :
Vxu+ Viu
IOERE

est le tenseur de déformation que nous avons rencontré dans le cas des petites déformations (voir
le chapitre 11). Par dérivation en chaine, on a :

6ui . 8’&1 an
a’E]’ N an al‘j
de sorte que :
Vu=Vxu-F~! ouencore Vxu=Vu-F (14.4)

Il en résulte que le tenseur de déformation ~y(u) peut s’écrire :
~(u) = % (Vut Viu) = % (Vxu-F'+ FT-Viu) (14.5)
En multipliant la relation (14.3) de chaque cdté par F~! on a de plus que :
Fl=1-Vu (14.6)
Le tenseur F permet de suivre ’évolution de la déformation de la géométrie initiale. Ainsi, un

élément de longueur dX = (dX1,dXo,dX3)" de la géométrie initiale sera transformé en un élément
de longueur dx = (dw1,drs, drs) " sur la géométrie déformée. De plus, puisque :

0x;
on a immédiatement que :
de =F-dX

La longueur dl de I’élément dX sera modifiée pour devenir :
(d)? = de-de = (F-dX)-(F-dX)=dX - (F'-F-dX)=dX-(C-dX) = (C-dX)-dX

par définition de la transposée d’un tenseur (voir 'annexe D pour quelques rappels sur les tenseurs)
et ot on a introduit le tenseur de Cauchy-Green C = F'-F qui jouera un role important par la
suite. ! Notons au passage que ce tenseur est symétrique, contrairement au tenseur gradient de
déformation F'.

1. Le symbole «-» désigne le produit contracté de deux tenseurs ou le produit d’un tenseur et d’un vecteur.
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De méme, si on considére maintenant deux éléments de longueur dX ! et dX? (non colinéaires),
on peut définir un élément de surface dA = dX' A dX? (A étant le produit vectoriel). On a ainsi :

dX' AdX?

dA =dX'NdX? = - - || dX' A dX? ||= NdA
| dX* ANdX? ||

en rappelant que le produit vectoriel donne un vecteur orthogonal & d X' et dX? et que le module
du produit vectoriel n’est autre que l'aire du parallélogramme engendré par ces deux vecteurs. On
remarquera de plus la différence entre 1’élément d’aire orienté dA (un vecteur) et son aire dA (un

scalaire).

Lemme 14.1: Changement de volume

Un élément de volume dV de la configuration initiale sera transformé en un élément de volume
dv de la configuration déformée suivant la formule classique de changement de variables :

dv = dét (F) dV = J dV ou encore dx'-(dz? Adx®) = JdX'-(dX? A dX?) (14.7)

Démonstration. Un élément de volume de la configuration initiale sera de la forme d X LaXx?ndX?)
ou dX!' = dX'E', dX? = dX?E? et dX? = dX3E?, les E' étant les vecteurs unitaires illustrés a

la Figure 14.1. On a alors que da’ = F-dX* = 8%?1' dX* de sorte que :

ox ox ox
1 2 3y _ 1v27v3
dx”-(dz* N dx’) = 8X1.<8X2 A 8X3> dX dX*“dX
et le produit mixte a droite n’est rien d’autre que le déterminant de la transformation. |

De méme, un élément d’aire orientée dA = NdA et sa normale IN sur la géométrie initiale (non
déformée) seront transformés respectivement en da = nda et n sur la géométrie actuelle (déformée)
selon la formule de Nanson que nous allons démontrer.

Lemme 14.2: Formule de Nanson

Un élément d’aire orientée se transforme suivant la relation :

da=J(X)F~" -dA ou encore nda=J(X)F~"-NdA (14.8)

Démonstration. Puisque dv = JdV, on a :
dr-da = JdX -dA
et puisque dex = F-dX
(F-dX)-da = JdX-dA ou encore dX-(F'-da)=JdX -dA
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pour tout vecteur dX. On a ainsi :
F'.da = JdA

d’ou le résultat. [ |

Lemme 14.3: Formule de Piola

L’opérateur de divergence se transforme d’une géométrie a ’autre suivant les relations :
1) Pour un vecteur w :

-W
Vw=-—"——ouW=JF"! w (14.9)
2) Pour un tenseur T :

V-T=-—""20o0Ty=JT FT (14.10)

Démonstration. Le résultat découle de la formule de Nanson et du théoréme de la divergence. On
a en effet :

V-wdy = w-nda= | w-(JF~"-N)dA= J(F*I-w)-NdA:/ W - NdA
Qt It o ro ro

W
— / Vy -WdV = Ve W o,
Q0 Qt J

et on obtient le résultat car Q¢ est quelconque. La démonstration est identique pour les tenseurs. W

Lemme 14.4: Jacobien surfacique et évolution de la normale

Le rapport des aires entre des éléments de surface déformée et non déformée da/dA est appelé
le jacobien surfacique que I'on note Js et qui s’écrit :

d J
Jy =2 — J|F~T.N|| = JJ(C™'N).N = (14.11)

dA (F-FT-n)n

De plus, la normale a la configuration déformée n évolue a partir de la normale a la configu-
ration initiale IN suivant la formule :
dA J

n = JF—T-N% = J—(F‘T-N) (14.12)
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Démonstration. De la formule de Nanson 14.8, on a nda = JF~-NdA de sorte qu’en prenant la
norme de chaque coté, on a d’une part :

da = J||F_T-N||dA ou encore j—j = JHF—T.NH

et d’autre part :
|F-".N|?=(F "-N).(F ""N)=(F'F T.N).N=(C'."N)-N

d’out :
d J
= J\/(C71-N)-N et par un calcul similaire —j =
d (F-FT.n)n

da
dA

Lemme 14.5: Evolution de la masse volumique

Puisqu’il n’y a aucune perte de masse au cours de la déformation du corps, la masse volumique
p évolue suivant la formule :

podV =pdv=pJdV ouencore p= p—; (14.13)

de sorte que si dét F' = J = 1, la masse volumique reste constante.

Théoréme 14.6: de transport de Reynolds

Soit O un domaine se déplacant dans le temps & une vitesse v et f une fonction réguliere. On
a alors
of

d of
— f(x,t) dv = —+ V- dv = - dv+ : .
i (z,t) dv Ny V- (fv)dv /t ; dv ) fv-nds (14.14)

Démonstration. La difficulté provient du domaine d’intégration qui varie dans le temps. On contourne
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cette difficulté en se ramenant sur le domaine de référence Q9 qui lui est constant.
d/ Fa, ) dv = d/ Fa,t)J dV = / 4wty J(X 1) dv
dt Jot ’ dt Jqo ’ ~ Joo dt ’ ’

d d
_ e rlsa
/QOJdtf(m, )+ 12T AV

_ /on(aﬁw-aw)wimv

ot ' ox ot

of .
/O (875 +U.Vf> J+ fJV - v dV (voir le lemme D.19)
Q

_ /QO (%:—i—v-(fv)) Jdv

/Qt (%{%—V-(fv)) dv

et la derniere égalité de 14.14 provient du théoréme de la divergence A.1. |

14.3 Tenseurs de Green-Lagrange et Piola-Kirchhoff

Les lois de comportement du matériau reliant les contraintes aux déformations sont d’une grande
complexité. Nous introduirons dans ce qui suit les tenseurs de Green-Lagrange et de Piola-Kirchhoff
apparaissant dans ces lois de comportement. Nous discutons d’abord d’un résultat de décomposition
des tenseurs d’ordre 2.

Théoréme 14.7: Décomposition polaire

Tout tenseur peut s’écrire comme le produit d’un tenseur de rotation R orthogonal (RTR =
RR'" = I) et d’un tenseur d’élongation U (symétrique et défini positif) ou, dans l'ordre
inverse, d’'un tenseur d’élongation symétrique et défini positif V' et d’un tenseur de rotation
R. En particulier, le tenseur de déformation F peut étre factorisé sous la forme :

F=RU=V-R

Démonstration. Puisque F est inversible, le tenseur F'' -F est symétrique et défini positif de sorte
qu’il peut étre diagonalisé. On a donc :

FT.F=Q A*Q' (14.15)



320 Chapitre 14

ol @ est un tenseur orthogonal (Q"-Q = Q-Q" = I), A est un tenseur diagonal contenant la
racine carrée des valeurs propres de F'-F (puisqu’elles sont toutes strictement positives). On pose
maintenant :

U=QAQ" don U’=(QAQNHQAQ)=QA Q" =F"-F=C

Le tenseur U est de toute évidence symétrique et défini positif et est en quelque sorte la racine
carrée de F'T-F. Posant maintenant R = F-U !, on constate que ce nouveau tenseur est orthogonal.
En effet :

RT_R _ U*T.(FT_F).Ufl — (Q*T.Afl_Qfl).(Q.AQ_QT)(QfT_Afl.Qfl) — U*T.UQ_Ufl -7

puisque U est symétrique. Suivant ces définitions, on a bien F = R-U et en définissant le tenseur
symétrique V.= R-U-R", on a bien V-R = R-U = F. De plus,

V=RUR =RQAQ"R"=(R-Q)A(RQ)T

ce qui permet de conclure que U et V' possedent les mémes valeurs propres mais que les vecteurs
propres de V' sont obtenus en effectuant une rotation des vecteurs propres de U. [

Définition 14.8: Tenseur de Green-Lagrange

Le tenseur de déformation de Green-Lagrange, noté E, est défini par :
1 1
E = §(C—I):§(U2—I)

et le tenseur de Green-Lagrange est donc insensible aux rotations puisqu’il ne dépend pas de
R (contrairement au tenseur de déformation F').

On peut de plus exprimer le tenseur de Green-Lagrange en fonction des composantes du dépla-
cement. En effet, on a en vertu de la relation 14.3 :

1 1
E= (F'F-1=g(I+Vyu (I+Vxu)-I)
et on obtient immédiatement 1’expression :
1 1
E = B (VXu—l—V)T(u—FV)T(u‘VXu) :7X(u)+§V}u'VXU (14.16)

Remarque 14.9. Lorsque les déformations sont petites, on peut négliger les termes d’ordre 2 dans
le tenseur de Green-Lagrange de sorte que :

E ~ % (qu+ V)T(u) =vx(u)

C’est cette expression qui a été utilisée en élasticité linéaire. D’autre part, I'expression 14.16 est
bien une égalité, en ce sens qu’aucun terme n’a été négligé. <«
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Le tenseur le plus important est sans doute le tenseur des contraintes o, qui agit sur la configu-
ration déformée QF. C’est donc ce tenseur que nous essaierons d’évaluer. Il est cependant difficile de
le manipuler directement puisque la géométrie varie constamment. Il est donc souvent préférable
de revenir sur la configuration initiale Q° et y définir des tenseurs de passage, qui nous permettrons
éventuellement de calculer o.

Définition 14.10: Tenseur de Cauchy

Si df désigne un élément de force agissant sur un élément de surface da de normale n de ),
le tenseur de Cauchy o est celui qui vérifie :

df = o-n da ou encore il (14.17)
a

Définition 14.11: Premier tenseur de Piola-Kirchhoff

Si df désigne un élément de force agissant sur un élément de surface da de normale n de QF,
alors on définit le premier tenseur de Piola-Kirchhoff IT par la relation :

df =TII-N dA (14.18)
que 'on peut aussi écrire :
YN
dA

de sorte que le premier tenseur de Piola-Kirchhoff exprime une force sur la configuration
actuelle par unité d’aire non déformée.

Définition 14.12: Deuxiéme tenseur de Piola-Kirchhoff

Sidf = o-nda désigne un élément de force agissant sur un élément de surface da de normale
n de Qf. A df, on associe un élément de force fictif (voir [5]) df, = F~! - df agissant sur
’élément d’aire non déformée dA. On définit alors sur la configuration initiale Q°, le deuxiéme
tenseur de Piola-Kirchhoff S comme le tenseur vérifiant :

S NdA = df, (14.19)

Il s’agit donc d’une force sur la configuration initiale par unité d’aire non déformée.

Une comparaison des relations 14.17 et 14.19 montrent bien la similarité des roles de o sur Qf et
de S sur Q0.
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Lemme 14.13

Les premier et deuxieme tenseurs de Piola-Kirchhoff IT et S sont reliés par la relation :

II=F-S (14.20)

Démonstration. On a d’une part :
df =II-N dA

et d’autre part :
df =F-dfy=F-S-NdA

En soustrayant les deux derniéres expressions, on trouve le résultat puisque NdA est arbitraire. W

I nous faut également relier entre eux le tenseur des contraintes o sur la géométrie actuelle QF,
au deuxiéme tenseur de Piola-Kirchhoff. C’est 'objet du prochain résultat.

Lemme 14.14

Le passage entre le tenseur de contraintes o et le deuxiéme tenseur de Piola-Kirchhoff s’effectue
a travers la relation :

1
o= jF-S-FT ouencore S=JF l.o.F" (14.21)

Démonstration. Par définition du deuxiéme tenseur de Piola-Kirchhoff, on a d’une part :
df =F-df,=F-S-(NdA)
et d’autre part, par la formule de Nanson, on a :
df =omda=o-(J F~ (N dA))
Soustrayant ces deux dernieres relations, on trouve :
(Jo—-F—T - F-S) (N dA) =0

d’ou le résultat puisqu’ici encore NdA est arbitraire. |

Lemme 14.15
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Le tenseur de Cauchy et le premier tenseur de Piola-Kirchhoff sont liés par les relations :

1
o= jl_I-FT ou encore II=Jo-F~' (14.22)

Démonstration : immédiate

14.4 Matériaux hyperélastiques

Les matériaux hyperélastiques couvrent une vaste gamme d’applications notamment dans le
domaine du pneumatique. Nous allons procéder dans un cadre assez général et nous verrons, dans un
premier temps, les modeles de base (Saint-Venant-Kirchhoff, néo-hookéen) et nous nous attarderons
par la suite aux matériaux hyperélastiques incompressibles.

Pour un matériau hyperélastique, le deuxiéme tenseur de Piola-Kirchhoff découle d’un potentiel
d’énergie ¥ de déformation comme suit :

ov ov

S=28 = %C

ot C est le tenseur de Cauchy-Green. Le potentiel ¥ dépend donc de C (et donc de E) et nous
I'exprimerons en fonction de ses invariants (ou de ceux de E) :

L = tr(C):Ckk
L = j(I}-u(C-C)=}(I}-C:C)
I; = dét C=dét FT.F=J?

On remarque que C: C = I? — 2[5 est aussi un invariant. On supposera donc une relation de la
forme :

U =U(I,1s,13)

Le potentiel élastique exprimé ainsi est indépendant de la base utilisée. Le tenseur de Piola-Kirchhoff
devient donc :

[0Vl 9Vl OVl

_(6\1/6[1 av OIy aq/a13> 2(++>
= ~“\onac T oL aC " aL;0C

9L OE T 9L, 0E | oI, 0E

relation qui fait intervenir les dérivées des invariants dont on trouve les expressions a I’équation D.17
de I'annexe D. On a ainsi :

2L ov o
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Modéle de Saint-Venant-Kirchhoff

Le modeéle de Saint-Venant-Kirchhoff est la généralisation aux grandes déformations du modele
utilisé en élasticité linéaire (petites déformations). Le potentiel d’énergie prend la forme (voir par
exemple Bonet et Wood [10]) :

1
U= 5A(trE)2 +u(E:E)

de sorte que :

oV

Au moment de la linéarisation par la méthode de Newton, nous aurons besoin du tenseur d’élasticité

d’ordre 4 :
AV )

OEOE ~ OE
On a alors en utilisant les dérivées secondes des invariants (voir I’équation D.18) :

C=

08 . . (0u(E)
PRVLE

5E :5E> I-|—2,ua—E:6E =ANXIT:0p)l +2uZ:6p =N RI+2uT):0E

OFE
Le tenseur d’ordre 4 C a donc pour composantes :

Ll + Iy,
Cijta = Alijlia + 211 (’“ S f’“)

2

résultat que nous avons déja obtenu au chapitre 11 et qui montre bien que le modéle de Saint-

Venant-Kirchhoff est une généralisation du modele d’élasticité linéaire 2.

Modéle néo-hookéen

Un autre modele hyperélastique est le modele néo-hookéen pour lequel le potentiel est de la
forme (voir [10]) :

U=

RS

A
(I1 =3)+ Z(InJ)? — uln J =
2

N =

pY
(= 3) + S(nL)? - %11113

de sorte que :

oc ~“\20C " 4I; oC 2I;0C

_ H Aln(Zs) -1_ K —1” ( . oIz _ —1)
= 2[2I—|—< 1 C 2C puisque 80—[3C

A
= pI-C™H+ 5 (In L)Cc!

2. Voir ’annexe D pour la définition du tenseur Z d’ordre 4.
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et :
C:d¢ = 2—:0¢

B oCc—t A 0In(I3) _ oct
= 2{—# oC 5c+2[( aC 50)0 1—|—ln(13)< a9C 50)]}

1
I3

= 2uJ:0c+ A K IgC_l:JC> c! —|—1n(13).7:50}

= 2uJ:0c+ A (C’_l :5(;) Cl+A\In(I3)T 8¢

= [(AIn(s) = 2T + A @ €70
(voir annexe D pour la définition du tenseur J d’ordre 4).

Remarque 14.16. Si on considere le cas des petites déformations, on peut considérer le domaine
comme constant et il n’y a plus de différences entre la variable X sur la géométrie initiale et la
variable  de la géométrie déformée (Vx = V), ces deux géométries étant confondues. On peut
aussi négliger les termes d’ordre 2 du tenseur de Cauchy-Green et on a :

C=(FT-F) = (I+ V)" -(I+Vu) ~ I +2(u)

de sorte que :
I =tr(C) ~tr(I +2v(u)) =3+2V-u

De ’équation 14.6 pour F~! :
Cl=F 'F T=I-Vu)-I-Vu)" ~T-2y(u)

De méme :

J=dét F~1+V-u dot p=—k(J—1)~—k(V-u)

et on a ainsi, toujours en négligeant les termes d’ordre 2, le modéle néo-hookéan compressible
devient :
S = puI-CH+3(Inl;)C™

12

T = T 2y () + 22(1n ) (1 — 2y(ar)

1

2py(u) + AIn (1 + V- u) (I — 2v(u))

1

2py(u) + M (V= 505 ) (T = 29(w))

12

2uy(u) + AV -u)l
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De plus, pour le tenseur des contraintes, on a :

1
— _F.S-FT
7 T

12

(1rey ) (T V) ary(a) 4 AT -)D) (1 4+ V)T

1

1=V -u+---) T+ Vu) 2uy(uw) + XNV -uw)I) (I+Vu)'
~ 2uy(u) + AV -u)l

en négligeant, encore une fois, les termes d’ordre 2. On montre ainsi que dans le cas des petites
déformations, o ~ S qui correspond au modele utilisé au chapitre 11. <«

Modele d’Ogden

Le modele d’Ogden se distingue des modeles précédents en ce sens que le potentiel est exprimé,
non pas en fonction des invariants de C' mais directement en fonction de ses valeurs propres (notées
L;). 11 est alors approprié d’exprimer le tenseur de Piola-Kirchhoff dans la base de ses vecteurs
propres (notés IN;). On a en effet :

N am am am

U=>" Zﬂ <L12 + Ly + Lg% — 3) (14.24)
m=1 "

Les parameétres p,, et a,, dépendent du matériau et N = 3 dans le modele de base le plus utilisé.

Remarque 14.17. 1l existe des variantes de ce modele. Celui présenté ici est similaire a celui
présenté dans Bonet et Wood [10] de méme que dans Sussman et Bathe [57]. Le modeéle utilisé dans
le logiciel Abaqus [] est de la forme :

et en comparant avec (14.24), on constate qu'’il suffit de poser o, = B et pm = 2vp,/Bm pour
revenir au modele initial. <«

Il n’est donc plus possible, du moins pas facilement, de dériver le potentiel par rapport aux
invariants. On commence donc par les exprimer en fonction des valeurs propres. On rappelle que :

L = tI‘(C) = L1+ Lo+ Lg
L = §([}-u(C-C) = $I}— L3+ L3+L3})=LiLy+Li1Ls+ LoL3 (14.25)

Is = dét C = L1123
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On note immédiatement que pour ¢ =1,2,3 :

8[1 6[2 @13 I3
—1 — I, — L et 3
oL, = oL, ‘T %Y an, T I,

(14.26)

Puisque C' est un tenseur défini positif, il existe une base de vecteurs propres orthonormaux que
nous noterons IV;. Rappelons que l'on peut toujours écrire un tenseur d’ordre 2 dans cette base.
Par exemple, on a :

3 3 3
1
I= N,; ® N, C = L;N; ® N, c = —N,; ® N;
Le tenseur de Piola-Kirchhoff (14.23) peut donc s’écrire :
ov ov ov
S = I+ LI-C)+ —I3C
<011 Ton, MmO gt >
= 22( \I/I—L)+8\I'I3>N®N
B ol ! oI5 L
3
ov oL, 0¥ ol 0V 8];3,)
= 2 — — — N,® N,
2 (811 oL, " oL oL oL oL)
3
ov ov
= 226LN®N ZSMN ®N; ol S = 257

i=1 i=1

ol nous nous sommes servis des équations (14.26). Nous avons ainsi exprimé le tenseur S dans sa
base de vecteurs propres.

On peut faire de méme pour le tenseur d’élasticité d’ordre 4. On procédera ici encore, un peu
différemment de ce que nous avons déja fait. L’astuce est de voir que le tenseur S dépend bien
entendu de C et donc S = S(C). En dérivant par rapport au temps, on trouve :

. oS .
S=—:C
oC
et il suffit donc d’exprimer S en fonction de C pour obtenir le tenseur d’élasticité. Au préalable,
notons que pour tout tenseur d’ordre 2 écrit sous la forme T' = Z?:l T:IN; ® N;ona:

3
T=> [TuNz Q@ N; +Ti; (Nz ® N; +N; ®N1)}
i=1
On exprime ensuite les vecteurs N; dans la base des vecteurs propres :

3
NZ:ZVVUN] ou Wl]:NlNJ
j=1
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et puisque N;-N; = d;;, on a Ni “N;+N;- Nj = 0 de sorte que la matrice W est anti-symétrique
(Wii =0 et W;; = —=Wj;). On a donc :

. 3
r- Y
=1

3
T;iN; ® N; + Ty (ZWiij®Ni+MjNi®Nj>:|

JF
3 3 3
= Y TiNi®@Ni+ Y > TiWij(N; ® N;+ N; ® N;)
i=1 =1 jAi

L’expression précédente étant générale, on a en particulier :

3 3 3
S:ZSiiNi®Ni+ZZSiiWij(Ni®Nj+Nj®Ni) (14.27)
i=1 i=1 jAi

ou :

Sy = 287\? et Su = 2£ (
dt

3 2
o0
L) = arant

et il nous reste a évaluer la dérivée des valeurs propres par rapport au temps. En appliquant le
développement précédent au tenseur C, on a :

3 3 3
C =) LiN®N+>_ > LiW;(N;@N;+N;®oN;) ZL N:®N; +Z Z (Li—L;)W;i;(N;®N;)
1=1 1=1 j#i 1=1 j#i

en utilisant Pantisymétrie de la matrice W et le simple fait que >33, Z#z g = 3 Z?# Aj;.

On a ainsi Cj; = L; et CZ] = Wi;(L; — L;j) (et donc la symétrie de C) de sorte que W;; = T I
(]

En revenant au tenseur de Piola-Kirchhoff :

3 3
G
2;18L8LCJJN®N+;§5zz<L_L>(N ON;+N;©N;)  (1428)

Rappelant maintenant que C’Z] = (N; ® Nj) : C et C'JZ = (N; ®N;): C, par symétrie de C
on peut aussi écrire :

. 1 .
Czjzﬁ(Nl(X)N]—i-N]@Nz)C

et on a :
) 3. 920 . 13,3 S, .
S = 2 Z 78LjaLiNiijj :C+ 522 A Lj(Nijij + Nijji + Njiij + Njizi) : C
ij=1 i=1 j#i

ou on a noté :
Nij=N;® N; ® N, ® N



Matériaux en grandes déformations 329

On remarque que les N ijki sont des tenseurs d’ordre 4 et non les composantes du tenseur N d’ordre
4 que I'on noterait Njji;. On a ainsi :

3 42
0°v
= 428L8L iijj ZZL_L Nijij + Nijji + Njiig + N jiji)

i=1 j#i
On note aussi une indétermination lorsque deux valeurs propres sont égales (L; = Lj) que nous

devrons lever. Pour simplifier I’écriture, on divise les sommations en parties (i = 7, ¢ < j et i > j)
et on peut alors écrire :

- zwmn Dy P Vs 4228L o

=1 j5>1 =1 j5<1t
Sii
+ZZ L L (Nigij + Nijji + Njiij + Njiji) + ZZ o1, (Nijij + Nijji + Njiij + Njiji)
i=1 j>1 o i=1 5<1
Puisque cette fois Z 1 ZJ < Aij = ?:1 Z?>Z~ Aj;, on a la simplification suivante :
= 42 aL2 ZZZZ+4ZZaL aL N“j] +N]]22)
= 1SJ>’ (14.29)
"’ZZ > ]j N@m + Nijji + Njiij + Njiji)

i=1 j>i Li

qui est une somme de tenseurs d’ordre 4 possédant la propriété de symétrie majeure.
L’indétermination n’est toujours pas levée lorsque deux valeurs propres sont égales. L’isotropie

nous donne alors S;; = Sj; et il faut alors passer a la limite :
0 o)
) Sii — Sj; 5 1 agi - 8T\I; 0% 9%
im — = im —+ " - _ 77

ou on a simplement appliqué la regle de I’'Hospital et dérivé au numérateur et au dénominateur par
rapport a L;. On retrouve un résultat similaire dans Bonet et Wood [10] mais ot le tenseur C a
perdu la propriété de symétrie majeure.

L’expression pour le tenseur d’élasticité est complexe. On note toutefois que dans le modele de
base, les dérivées mixtes % sont nulles et on a alors :

a%p —
_428L2 zm+zz I, —L Nijii + Nijji + Njiij + Njizi)

=1 j5>1

mais il faut garder a Iesprit que cette derniére expression est un cas particulier.
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14.4.1 Le cas quasi-incompressible

Lors de I’étude des problemes d’élasticité linéaire en petites déformations des chapitres 11
et 13, nous avons pu constater que la limite incompressible pose des problémes numériques qui
ont été surmontés par ’emploi de méthodes mixtes judicieusement choisies. C’est encore le cas en
grandes déformations. Les matériaux incompressibles (ou quasi incompressibles) ont la particularité
de se déformer tout en préservant le volume. Cela se traduit par la condition dét F = 1 si le
matériau est parfaitement incompressible, ou plus généralement par dét F ~ 1 dans le cas dit
quasi-incompressible. Pour les petites déformations, cette condition est équivalente a V - u ~ 0,
expression que nous connaissons bien. Il semble donc naturel lorsque I'on étudie de tels matériaux
de découpler les déformations volumiques des autres déformations dites isochoriques (a volumes
constants). Une fagon d’y arriver est d’introduire un nouveau tenseur de déformation :

F = (aét F)"V3F = J7\3F
dont le déterminant est de toute évidence 1. On obtient de cette maniére une décomposition du

tenseur de déformation F = JY/3F en une partie volumique et une partie isochorique. On obtient
également une décomposition du tenseur de Cauchy-Green :

C= 2B = 2B¢ = [é/?’fj’ ou encore C = 1.3_1/30

On a de plus que dét C = 1. Notons également que les valeurs propres de C , notées L; sont liées
a celles de C (notées F'L;) par la relation :

Li=J2PL =1L, (14.30)

dont nous aurons besoin pour le modele d’Ogden incompressible.
Les deux premiers invariants de C' sont :

Ji = tr(C) = NLI;Y% = J3(Ly+ Ly + Ly)
Jo= §(B-C:C) = LI = JB(LiLy+ LiLs + LoLg))

mais aussi de J puisque J3 = dét C = 1. Dans la formulation quasi-incompressible, on exprime
le potentiel en fonction des invariants de C' et on ajoute ce qui peut étre vu comme un terme de
pénalisation pour 'incompressibilité qui ne dépendra que de J c.-a-d.

A

U =Vo(C)+U(J) = Vo(J1,J2) + U(J)

On a alors (toujours en se servant des dérivées premieres et secondes des invariants données aux
équations (D.14),(D.17) et (D.18)) :

L0 9V dU S 9% dU
S=277=277 +20om =25z + - JC (14.31)
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Par la suite, on obtient tout aussi facilement le tenseur d’élasticité d’ordre 4 :
0%V dU 0?J d’U (0J _ 0J
C = 470 44= 20 4 4” (2 g2
ocz " taiac: T har (80 @ ac)

2 2
% U ergctvoq+ 2 e oo

_ 49%
ac? 7 ag 42

Dans les modeles que nous verrons plus loin, le potentiel d’énergie sera plus précisément de la
forme :

U(J) = %k(J —1)2 (14.32)

ou k est le module de compressibilité. Plus k est grand, plus on force ainsi I'incompressibilité. On

a donc :
A

S = 2~ +kJ(J-1C!
50 TR 1)
(14.33)
AT -1 -1 2 -1 -1
C = 4802 +kJ(J-1)(C T @C  +2J)+Jk(C " C™)
Modéle de Mooney-Rivlin quasi-incompressible
Pour le modele dit de Mooney-Rivlin 3, le potentiel ¥ peut alors s’écrire :
1
U= ei(1 = 3) +ea( S = 3) + k(] - 1)2
de sorte qu’a partir de I’équation (14.33), on a :
ovyoJ; 0¥ 8J2) 1 ( 0.Jy 8J2> 1
S=2——%+——F—=% kJ(J—-1)C™" =2 — — kJ(J—-1)C
<8J1 o¢ " a5 ac) TH D “oc T 0 ) TR

Si on souhaite 1'expliciter, on utilise les dérivées des invariants de 1’équation (D.19) et le tenseur de
Piola-Kirchhoff pour le modéle de Mooney-Rivlin s’écrit donc :

ol 13 1 4/33[3> (512 —2/3 2 5/3313) 1
= 2 —1 — =01 — 2 —1 — =151 — k -1
o cl(ac3 sils Tag ) Pl \geh T T ghh e ) HRI - 1C

_ 1 _ 2
= 20,11 (I - 3110—1) + 20,0152 (111 —-C - 3120—1) +kJ(J-1)C

= S +kJJ-1)C!

3. Le britano-américain Ronald Samuel Rivlin (1915—2005) était mathématicien, physicien, rhéologue et surtout,
spécialiste des caoutchoucs. Melvin Mooney (1893-1968) était un rhéologue américain, concepteur de nombreux
équipements spécialement utilisés pour le caoutchouc.
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Le tenseur C s’écrit quant a lui, toujours en partant de (14.33) :

C=4 01@ + cz@ +EJ(J-D(CreCc +20)+ T k(C o C™Y
oC? oC?

que l'on peut directement évaluer a partir des dérivées secondes des invariants (voir (D.18)).

Le cas quasi-incompressible est donc généralement traité en formulation déplacement seulement
par opposition au cas véritablement incompressible qui, comme nous allons maintenant le voir, est
traité en formulation mixte en introduisant une variable supplémentaire, la pression.

14.4.2 Le cas incompressible

Pour le cas incompressible, on procede comme au chapitre 13 et on définit la pression par
I’expression :

p= —ltr(a) = —itr(F-S~FT) = —itr(S-C)

3 3J 3J
en vertu des propriétés de la trace d’un produit D.5. Or, en multipliant a droite par C l'expres-
sion (14.31), on constate que les scalaires %I;f et %—‘Ij; n’ont qu’'un effet multiplicatif sur la trace des

tenseurs %-C et %-C on vérifie facilement (voir les exercices de fin de chapitre) a I'aide des

expressions D.19 que :

o1 (0] _ _ . dU
tr (800) = tr (8CC> =0, de sorte que tr (S -C) = SJE

et par la suite :

1 dU
=—tr(SC)=——
p=—378C) =77
Le tenseur de Piola-Kirchhoff s’écrit donc :
S=2——=+———=)—-pJC " =8 —pJC " =85 —2p— 14.34
<8J1 oc " aonac) P P Poc (14.34)
Par conséquent, le tenseur d’élasticité s’écrit (voir (D.18)) :
oS’ 0%J oS’
C=2-" —dp—=2— —Jp(C'e@C ' +2 14.35
ac ~ Poc? = “ac P (ctewc+27) (14.35)

Dans les développements qui suivent, on aura besoin des dérivées des invariants (calculées a
l’annexe D) pour obtenir les tenseurs de Piola-Kirchhoff et d’élasticité.

Modele de Mooney-Rivlin incompressible

Pour le modele dit de Mooney-Rivlin4, le potentiel ¥ peut alors s’écrire :

1
V= ci(J1 = 3) + ea(Jo = 3) + Sk(J — 1)2

4. Le britano-américain Ronald Samuel Rivlin (1915—2005) était mathématicien, physicien, rhéologue et surtout,
spécialiste des caoutchoucs. Melvin Mooney (1893-1968) était un rhéologue américain, concepteur de nombreux
équipements spécialement utilisés pour le caoutchouc.
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On note la forme particuliere de U(J) qui nous donne la pression soit p = —% = —k(J-1). A

partir de I’équation (14.34), on a :
8J1 8J2 —1
S=2(c-= —= | —pJC
(Cl ac ac) b
Si on souhaite I'expliciter, on utilise les dérivées des invariants de I’équation (D.19) et le tenseur de
Piola-Kirchhoff pour le modele de Mooney-Rivlin s’écrit donc :
oI

—~1/3 —2/3 —
S = 2¢ (I / —711]3 ) + 2ca (86,13 / _51213 > —pJC !

_ _ 2
= 20,153 (I - :1)’[101) + 200052 (111 -C- 31201) —pJC

= 8§ —pJjCc!
Le tenseur C s’écrit quant a lui, cette fois en partant de (14.35) :

que l'on peut directement évaluer a partir des dérivées des invariants (voir (D.18)).

Modele néo-hookéen incompressible

Le modele néo-hookéen est un cas particulier du modele de Mooney-Rivlin obtenu en posant
1= 2c1 et co =0 de sorte que :

_ 1
S = ul;? (I - 31101> —pJC!
Remarque 14.18. Le tenseur de Cauchy peut alors s’écrire :

1 1 I
a:}]F-S-FT:JF~(S’—pJC‘1)'FT:JF~S’~FT—pI:,uJ_5/3<B—;I)—pI

ou B est le tenseur de Finger (B = F - FT). De plus, en utilisant les mémes approximations qu’a
la page 325, on retrouve le modele élastique linéaire dans le cas des petites déformations. En effet,
on a:

1r.s. F' ~ puJ 531 +vVu)- (I— %(3+2V~u)(1— 2’7(u)> (I +Vu)'

12

W1+ V)3 (I + V) (i(v )+ 27(u)> I+ V)T

1

M<1—§v-u+-~-) ~ (—g(V~u)I+27(u))

~ 2(u) - (VW)
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qui est bien le modele linéaire présenté a I’équation (13.4). <

Modeéle d’Ogden incompressible

Pour la version incompressible de ce modele, ici encore, I'idée fondamentale est de reformuler

le modele de la section 14.4 a partir non plus des valeurs propres de C' mais bien de celles de C.
On obtient immédiatement :

U = Wo+ k(] —1)?
N 7 A Qm ~Qm ~Qm 1
= ) = [<L12 +Ly? 4+ Lg? —3)} + —k(J — 1)
= 2
N I oam oam am oam 1
= Y a—m KLI2 + Ly? + Lg? ) (L1LoL3)~ 76 ) — 3] + k(I - 1)?

=1

3

Les parametres u,, et a,, sont les mémes qu’a la section 14.4. Notons que pour u; = 2cy,
pa = —2co, u3 = 0, a; = 2, ag = —2 et ag = 0, on retrouve le modele de Mooney-Rivlin de la
section 14.4.2.

On rappelle que J; = Ilf?:l/g et Jp = 12152/3 de sorte que des relations 14.26 :

8J1 _1/3 Il 8J2 _2/3 2[2)
OL; I3 (1 3Li> et OL; I3 (I 1—L 3L; (14.36)

Comme précédemment, on exprime les tenseurs I, C et C~! dans la base des vecteurs propres
(directions principales). Le tenseur de Piola-Kirchhoff (14.34) peut donc s’écrire :

0 13, 1, . 0¥ _2/3< 2 1)] B
S = V3 r-Zrc il LI-C-ZnCc )| —piC
L‘)Jl s (I—3ghC)+ 0. ! 32 p

0¥ -1/3 16 8\110 _2/3( 2[2) 1
= 2 I ——— | N;®N;+2 L —L; N, N; —pJC
; [8J1 3 ( 3L1) N Z ! 3L; @ b

- QZWON ® N; —pJC™!

= S —piCc™!

ol nous nous sommes servis des équations (14.36). Nous avons ainsi exprimé le tenseur S dans sa

base de vecteurs propres. Pour expliciter davantage, on doit développer les dérivées partielles %—\IL’S
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ou :

N am am am am
Uy = Y, Z—m KLIQ + Ly? + Ly? )(LngLg)_o‘?)}
— m
mﬁl ) - o o
-y A {J—é’” <L12 4 Ly° + Ly )3}
m=1 ¥m
N . o
= > a—m[\ym—:&] on W, =J 3 (Lﬁ +L2 +L3 )
m=1 T

en rappelant que :
Lj=J"3L; et que J = (dét C)2 = \/(L1LL3)

On montre facilement que :

aJ 1 LiLoLy  J
OL;  2yL\LoLs L; 2L,
et alors :
U0 L i OV,
IL; = am OL;
ou : 5T 57
m [677°% _oam g am am am _am Oy, @m_q
= |—-——J L.? L2 L.? J —L.?
oL {3 gaLi(1+2+5>+321
Q 1 _om am am am . om
— QZ {_BJ 3 <L12 +Ly? + Ly? >+ng}
Qm, 1 »Qm
= —— L2
2L,[ gom T ]
On a ainsi : Ny
AL :U’m|: 1 Aam}
= —— L.2
aL; 2 57, |"g¥mt L

L’expression complete du tenseur de Piola-Kirchoff est finalement donnée par

—223%1\7 ®N; = ZZ“’”[ m+L2}Ni®Ni (14.37)

zlmll

Pour obtenir le tenseur d’élasticité, on procede exactement comme a la section 14.4. On trouve
ainsi :

R LA 82\110
- Z 8[/2 NZZZZ+4;§0L 8L 'L'ij"’ijii)
3 Sl Sl
+ ZZ = ” sz + Nijji + Njiij + Njiji) = Jp (Cil ©C™'+ 23)
=1 j5>1

(14.38)
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ov
ou SZ/Z = aLO i \IJO g

distingueras deux cas. Premierement, si ¢ = j, alors :

OLi _ 53 0 _ _ 2L
7{] /3 Y4 L J 2/3 _ 7(] 2/3 _c
oL, 37 oLt 3 3L
Le deuxiéme cas correspond a i # j. On a alors immédiatement que :

OL; 3 oL, Lj = 3 L; 3L,

Commengons par :

82\:[/() . @82Wm
8L? — Om 8L?
Mais :
0*W,, 9 [am [ 1 . am
— = —=V,, + L2
8L12 OL; <2Li { 3 b })
am (1 J1 A am 1 10V, oam
= — -V, — L.? — | —= —
2(3[3 ’]+Li<36Li+2’
o 1 ov,, Lam (o,
= —5 |- (Vy — L; L |— -1
2L3[3< aLZ«)*l <3 )]
De méme :
0*v,, 0 m 1 A Qm
_ . Iz
OL;0L; oL, (2L,~[ gim D

_ Qpy _1 6\Ifm aﬂiaTm_l 8[:,
2L; \ 30L; 2 " 9L,

_ o ((10Wn apjopor-lL
2L, \ 3oL, 2 31

B fo'in 8‘11m+a7mﬁ57m
T 6L\ aL; T 2 L

On a ainsi toutes les éléments nécessaires a I'implémentation de ce modele.

5. Remerciements & M. Rioux pour le développement de cette partie.

Chapitre 14

. Au préalable, évaluons les BT On
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14.5 Formulations variationnelles

Nous avons en main tous les outils pour obtenir la formulation variationnelle ou plus préci-
sément les formulations variationnelles. Nous considérerons en effet différentes formulations dites
en déplacements ou encore mixtes. Nous écrirons également ces formulations sur les géométries
déformée et non déformée.

L’équation d’équilibre sur la configuration déformée QF s’écrit :

—-V-o = r dansQt

On multiplie ensuite par une fonction test w et on intégre pour obtenir ¢ :

/ O':dev—/ (a-n)~wda:/ rw dv
Qt It Qt

Les conditions aux limites sont également plus complexes en grandes déformations. Comme aupa-
ravant, si on impose des conditions de Dirichlet sur le déplacement u sur une partie de la frontiere
'Yy, alors les fonctions tests w s’y annulent. On peut aussi imposer des conditions de type Neu-
mann sur une partie I'y de la frontiére de méme que des conditions de contact frottant ou non sur
une autre partie I'c. On parlera de contact lorsque le domaine 2! rencontre un obstacle rigide ou
lui-méme déformable. Nous considérerons les quatre cas suivants :

1. Condition de Dirichlet en déplacement : u = g sur I'},. Les fonctions tests w s’annule-
ront alors sur I';;. On peut aussi bien sfir imposer une condition aux limites sur une des
composantes de u seulement.

2. Condition de Neumann : o - n = h sur I'y,. Ici encore, on peut n’imposer qu'une seule des
composantes.

3. Pression suiveuse : o - n = Pn sur ', Il s’agit 1a d’une condition fréquemment utilisée en
pratique et qui nécessitera un traitement particulier. On remarque la présence de la normale
a la géométrie déformée qui varie dans le temps, d’ou le nom de pression suiveuse. Nous y
reviendrons plus loin.

4. Condition de contact frottant ou non sur I';,. Un corps en déformation est susceptible d’entrer
en contact avec un autre corps, lui-méme déformable ou non et de s’y frotter. Les applications
sont fort nombreuses mais la physique du probléeme est tres complexe et I'implémentation
de méthodes numériques demande beaucoup de soin. Mentionnons tout de méme quelques
mots & ce sujet. On décompose le tenseur des contraintes et la fonction test suivant leur
composantes normale et tangentielle de la maniére suivante :

oc-n=omn+o; et w=(w- -n)n-+w

La formulation variationnelle devient :

/ o:Vw dv:/ rw dv+/ h-w da—i—/ Pn-w da+/ (on(w-n)+or-we) da (14.39)
oY oY It T, T,

6. Le symbole «» désigne le produit doublement contracté de deux tenseurs (voir ’annexe D).
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La composante o,, permettra de controler I'interpénétration des corps en contact tandis que oy
nous permettra d’imposer la force de frottement. Nous reviendrons plus loin sur cette formulation
variationnelle. Notons que les dérivées dans cette expression sont effectuées par rapport a la confi-
guration actuelle Q! c.-a-d. par rapport aux variables x; et que de plus, cette configuration est a
priort inconnue. Nous allons ramener cette formulation variationnelle sur la configuration initiale
0. On distinguera les intégrales volumiques des intégrales surfaciques, méme si le traitement est
semblable dans les deux cas.

14.5.1 Intégrales volumiques

Pour se ramener sur la configuration initiale, un changement de variables classique est nécessaire.
Il est quand méme bon de revoir les détails.
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Lemme 14.19

/r-wdv:/or-deV et /O':dev: 0l'I:VdeV (14.40)
ot Q Qt Q

Démonstration. La premiere égalité est la formule de changement de variables classique. Pour la
deuxiéme, on rappelle que le tenseur de contraintes o et le second tenseur de Piola-Kirchhoff
vérifie la relation 14.21. De I’équation 14.5 et des propriétés de la trace et du produit doublement
contracté D.5 et D.8, on a :

F-S-FT
/Qt o:Vwdy = /QO <J> : (wa-F_1> Jdv

_ / tr[(F-S-FT)(Vyw F )| av
0o
= / tr|[F-S-F - F~T-Viw| dv
0o
- / (F-8):Vxw dV
Qo0
On reconnait ainsi le premier tenseur de Piola-Kirchhoff. |

14.5.2 Intégrales surfaciques

Pour obtenir une formulation variationnelle complete, il nous faut transformer les intégrales
surfaciques (provenant des conditions aux limites de type Neumann) de la configuration déformée
a la configuration initiale. Il faudra voir aussi comment se transforme la normale. Typiquement, on
devra transformer des expressions de la forme :

/Ffdaz/rofiidA:AOstdA

ou le jacobien surfacique J; est donné par la formule 14.11.
Par exemple, I'imposition des conditions aux limites naturelles nous amene a considérer :

J

oll on a utilisé la formule de Nanson et la relation Il = Jo-F~T.

a.(FT-N‘])-w JSdA:/ (IT-N)-w dA
: J ro

s

(om)wda= /

L T



340 Chapitre 14

14.5.3 Pression suiveuse

Les pressions dites « suiveuses » sont parmi les plus importantes conditions aux limites dans les
problémes en grandes déformations. Rappelons qu’il s’agit d’une condition de la forme o -n = Pn,
d’ou leur qualité de suiveuse puisque cette force surfacique suit la direction de la normale a la
configuration déformée (contrairement & une condition de Neumann classique). On doit donc ajouter
au second membre un terme de la forme (voir la relation 14.39) :

P,=| Pn-wda= | Pw-(F"-N)JdA

0
rt, ry,

expression obtenue a ’aide de la formule de Nanson 14.8.

14.5.4 Formulation variationnelle sur la configuration initiale

Dans un premier temps, nous négligerons les forces de contact et nous nous limiterons aux conditions
de Neumann usuelles et aux pressions suiveuses. La formulation variationnelle 14.39 se réduit a :

/O'ZV’de:/ h-wda+/ Pn-wda+/ r-w dv
Ot rt, It ok

qui équivaut a résoudre sur la configuration déformée les équations :

V.o =r dans Qf
oco-n = h sur T'%;

o-n = Pn surl%

En se servant des résultats précédents, on peut reporter cette formulation variationnelle sur la
configuration non déformée :
/ (F-S):Vxw dV = / h-wdJ; dA+/ Pw-(F_T-N) J dA + rwJdV
Qo ro, ro, Qo

= / ho-wdA+/ Pw.(F*T.N)JdA+/ ro-w dV
ro, ro, Qo

ouryg=Jret hg = Jsh. La formulation variationnelle sur la configuration non déformée est donc :

/ I1:Vxw dV:/ hpy-w dA—i—/ Pw-(F‘T-N)JdA—I—/ ro-w dV (14.41)
Qo ro, ro, Qo
et le probleme équivaut a résoudre :

-V-II = 7y dans Q° (ro(X) = Jr(x))

II-N = hyg sur I'Y (ho(X) = Jsh(x))

IMm-N = PJ(FT-N) surT%
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sur la configuration initiale (non déformée). C’est donc le premier tenseur de Piola-Kirchhoff qui
apparalt dans la configuration initiale et qui joue le méme role que le tenseur o sur la configuration
déformée. Les autres types de conditions aux limites seront abordés un peu plus loin. Une autre
forme équivalente est la suivante :

[8:(FT-vxw) av = [ howdds [ Puo(FT-N)TdAT [ rewdV  (1442)
Qo o, o, Qo

Formulation variationnelle mixte pour matériaux quasi-incompressibles

Pour simplifier ’exposé, nous supposerons qu’il n’y a aucune pression suiveuse imposée. Si on
utilise la décomposition 14.34, la formulation variationnelle 14.41 devient :

/ (F-(S' = pJC1)): Vxw dV:/ ho-w dA+/ ro-w dV
Qo ro, Qo

qui sous sa forme actuelle, nous amene directement a une formulation mixte puisqu’on doit jumeler
la derniere équation & la condition :

p=—k(J—1) ouencore —+(J—1)=0

=3

qui devient sous forme variationnelle :
1
/ ((J—l)—l—p)qu—O Ve
Qo k

On remarque de plus que F-C~! = F~T et une formulation mixte en grandes déformations aura
donc la forme du systéme suivant :

/(F-S’):wadV —/ pJF~ T . VxwdV = / ho-wdA+/ ro-w dV
Qo Qo ro, QO

/(J—l)qu +/ 1pqu =0
Qo oo k

ou en utilisant encore les propriétés du produit doublement contracté :

S (F'-Vxw)dV —/ pJF~ " :VxwdV = / ho-wdA+/ ro-w dV
Qo Qo rY, Qo
(14.43)

1
/(J—l)qu +/ —pq dV =0
Qo Qo k

Cette formulation est non linéaire et devra donc éventuellement étre linéarisée.
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14.6 Linéarisation et méthode de Newton

La formulation variationnelle du probleme étant non linéaire, la méthode de Newton semble
la plus appropriée pour sa résolution et elle est fréquemment utilisée. On doit donc effectuer une
linéarisation.

14.6.1 Formulation en déplacement seulement

Cette formulation, exprimée par la relation 14.41, est pertinente dans le cas ou le matériau est
loin de la limite incompressible. Dans le cas incompressible (ou quasi-incompressible), on utilisera
avantageusement la formulation mixte de la section 14.6.2. On pose donc :

Ru,w) = | F(u)-S(E(w)):Vxw dV—/ ho-w dA—/ Pw-(F*T-N)JdA—/ ro-w dV
Qo re, ro, Qo

et partant de ug, on cherche une correction §,, de sorte que R(ug+d,,w) = 0. On constate aisément
qu’il y a deux termes a linéariser soit le terme incluant la contribution du tenseur de Piola-Kirchhoff
et le terme de pression suiveuse.

Linéarisation du matériau

Le premier terme a linéariser fait intervenir le tenseur de Piola-Kirchhoff :

- F(u)-S(E(u)):Vxw dV = /QO S(E(w)):(F'(u)-Vxw) dV

en vertu de D.9. La dérivée est donc :

.
/QO <g’i’6u> (FT-Vxw) dV+/QOS: ((aaFu-(su>'wa> av

Lemme 14.20
T T
E F'-Vxé,+Vyo, F
T RC e
v v (14.44)
OF T
7611 - X (su
Démonstration. Le résultat suit de la définition de C et de la relation D.23. [ |

La linéarisation du premier terme devient donc :

. S(E(uo)):(v}(au)-vxw) v+ (C(uo):(FT(uo)-VX(éu))):(FT(uo)-VXw) av
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Linéarisation de la pression suiveuse

Rappelons qu’'une pression suiveuse fait intervenir un terme de la forme :

P,=| Pn-wda= | Pw-(F"-N)JdA

0
rt, e

quil faut aussi linéariser par rapport au déplacement w. On constate que seuls J et F~ dépendent
de w. Il faudra donc évaluer leur variation par rapport a w c.-a-d. :

dJ dJ (OF

au T aF(aua)
oF ' o _ aFT.(ﬁFd)
ou “" " 9F "\ Ou "

Rappelons qu’en vertu des relations D.21,D.14 et D.16, on a immédiatement que :

OF _ oJ o 1 OF~" T
%-JU—VX&“ aT.(Sp—JF 0 et OF 0 = —F (5F) -F =K: 0 (14.45)
de sorte que :

Q-au = JF ":Vxd,

ou

2 -7 T =T

T -0, = —F  (Vxé,) -F ' =K:Vxd,

En dérivant le terme de pression suiveuse, on doit ajouter a la formulation variationnelle (la matrice
tangente) une contribution de la forme :

-T
aPS-au = / Pw- (wau) (F-T.N)+J oF 5. |-N| dA
ou ro, ou ou

= / Pw
Y

_ / Puw-
Y

= / Pw
Iy

qui n’est pas symétrique. La perte de symétrie due a la linéarisation des pressions suiveuses exige
de mettre en mémoire une matrice compléte non symétrique, au lieu d'une demi matrice seulement.
Cette perte de symétrie a aussi des conséquences sur le choix des méthodes itératives de résolution

(P x8,) (F7T-N) — (F~T-(Vx8,)"-F~")-N| J dA
[(F~T:Vx8,) (F~T-N) + (K:Vx8,)-N| J dA
(

. { FToF T+ IC) :VXJU} -NJ dA (en vertu de la relation D.7)
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des systemes linéaires qui en résultent puisque certaines méthodes comme le gradient conjugué ne
fonctionnent que pour des matrices symétriques.

Pour contourner partiellement cette difficulté, on peut symétriser la contribution de la pression
suiveuse a la matrice tangente. Si on dénote Mp cette matrice, on peut en effet la remplacer par
(Mp+ M;) /2. Le prix & payer est que dans ces conditions, nous ne sommes plus en présence d’une
méthode de Newton et que la convergence n’est plus quadratique. En fait I’expérience montre qu’il
faut alors charger la pression suiveuse par incréments progressifs, ce qui augmente sensiblement le
cott de calcul. Ce qui a été gagné en espace mémoire est perdu en temps de calcul...

Exemple 14.21. On considére dans cet exemple une tige de section carrée faite d’'un matériau
hyperélastique. On fixe 'extrémité gauche de la tige de sorte que les déplacements y soient nuls c.-
a~-d. u = 0. Sur la paroi supérieure de cette tige, on impose d’abord une condition de type Neumann
o -n = h qui comme on 'a vu, est équivalente a imposer Il - n = Jsh sur la configuration non
déformée. ¢

Systéme a résoudre

En résumé, la méthode de Newton pour une formulation en déplacement seulement requiert la
résolution de systemes linéaires de la forme :

OR(uq,
(giw)-éu = —R(ug, w)
ou :
OR(ug, w) B (T
e S(E(uo)): (Vi (8.)- Vxw) dV

4 [ (e (F7 (o) x(8))): (B (o) Vxaw) av

b

Pw-[(F~T:Vx8,) (F~T-N) = (F~T(Vx8,)"-F~T)-N| J dA
(14.46)

0
P

14.6.2 Formulation mixte en déplacements-pression

On fera I'hypothese que le tenseur de Piola-Kirchhoff ne dépend que du déplacement et de la
pression sous la forme :

S(u,p) = S(E(u),p)
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a) Maillage

[

01769

Lo

3305

.00

65061

01004

b) Condition de Neumann

[ r———

4.0609 2.3 0.16074

6309

9.9

c) Pression suiveuse

Figure 14.2 — Comparaison d’une condition de Neumann et d’une pression suiveuse
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On pose ensuite :

Ri((wp)w) = | S:(F'-Vxw) dV—/FO ho-wdA—/QOrO.de
N

= S (F'-Vxw) dV—/ pJF’T:VdeV—/ h0~wdA—/ ro-w dV
Qo Qo Y Qo

(k) = [ (- -1 p)adv

Partant d’une approximation (ug,po) du déplacement, on cherche une correction (d,,d,) de sorte
que

0

0

Ri((uo + 0y, p+ 0p), w)
R2((u0 + 5’u7p + 5]))7 Q)

On doit donc linéariser ce systéme par rapport a chacune des variables u et p. Pour ce faire, on a
besoin de quelques lemmes.

Lemme 14.22

0S8
—q=—qJC! 14.47
9p = 4 ( )
Démonstration :
La démonstration découle de la définition de S.

Lemme 14.23
On a:
6R1((U60;1’p0)7w) b, = /O S(uo,po)i (V}((su)VXw) dv+
B (C(uo,po)i (FT(uo)'VX(‘su)D : (FT(uo).wa) dv
8R1((uao];po)»w)5p _ _/QO Jd, (F*T(uo)ivxw) dav
ORalltoim-t) 5 [y (P () Vxb) av

0
aRQ((u07p0)a Q) _ / 1
op op = 0o 10 qdVv
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ou C est le tenseur du quatrieme ordre défini par :

08 oS

C=28 " %C

Démonstration. La démonstration découle des lemmes précédents. L’expression g% désigne un ten-
seur d’ordre 4 que nous noterons C et dont les composantes sont :

1 /0Si; = 0S;j
o=} (252 1 250)
LA (8Ekl 9B
de maniére & avoir les bonnes propriétés de symétrie (voir la référence [57]). [ |

La formulation variationnelle linéarisée est donc :

8R1<(u5)1;p0)7w) 5u _/0 6pJF—T(uO):VXw dv = _Rl((u07p0)7w)
“ (14.48)
1
—/ qJF~ T (ug):Vxé, dV —/ —bp qdV = —Ra((uo,p0),q)
0o oo k

En vertu du lemme précédent, on remarque que pour les matériaux hyperélastiques, le systeme
linéarisé est symétrique, sauf en présence d’une pression suiveuse (voir la section 14.6.1).

Remarque 14.24. Le choix des discrétisations pour les formulations mixtes suit essentiellement
les mémes regles que pour le probléme de Stokes du chapitre 12 ou les problemes d’élasticité linéaire
en formulation mixte du chapitre 13. Une comparaison fine de divers éléments, tenant compte de
la précision de la solution, du cotit de calcul (taille du systéme non linéaire) et de la quantité de
mémoire nécessaire, a été faite dans Chamberland et al. [14] et montre clairement que les éléments
d’ordre élevé devraient avoir la préférence. Cela va a ’encontre de I'affirmation souvent entendue
que les éléments de bas degré sont plus efficaces car moins cofiteux ; ils sont malheureusement aussi
trés peu précis! <«

14.6.3 Formulation pénalisée

La pénalisation est une technique couramment utilisée dans le but de diminuer la taille des
systemes non linéaires a résoudre. Elle permet, dans certaines conditions, d’éliminer la variable p
du systeme. Cette méthode est particulierement efficace dans le cas de la discrétisation de p par des
polynoémes discontinus d’un élément & I'autre. Les cas les plus fréquents sont les approximations
constante et linéaire par élément. On se référera au chapitre 12 ou ce type de discrétisations a déja
été discuté.

Sur un élément K, la formulation variationnelle linéarisée 14.48 devient, sous forme matricielle :

AK pET | [ 6K ] [ RE
BE MK K |~ | RE
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ou les différentes matrices élémentaires sont directement définies par 14.48. Lorsque la variable p
est discontinue par élément, on peut résoudre localement pour pX. En effet, on a :

0,1 = —(M")~" (R + B 6L

d’oui I'on tire : - -
(A% = B (MF) 1B 8l = —RI 4+ B (M) 'R

Cette matrice et le terme de droite sont calculés directement au niveau de I’élément. Cette derniére
expression n’est rien d’autre que l'algorithme d’Uzawa [29]. Pour obtenir une méthode de pénali-
sation classique, il suffit de poser pr = 0, ce qui élimine la mise a jour de la pression. Le cas le plus
fréquent est celui de la pression constante par élément. La matrice M est alors de dimension 1
sur 1 et vaut tout simplement vol (K)/k. On a ainsi :

5, = Vol‘(’“K) ( 7 (F T (w0): Vxba) av+ [ (7 —vjav - p:vol (K >>

Remarque 14.25. L’imposition des conditions aux limites et la résolution des systemes linéaires
résultants de la méthode de Newton suivent essentiellement les mémes lignes que dans tous les
problémes précédents. Il faut toutefois étre prudent pour 'imposition des conditions essentielles
(imposition des déplacements). Lorsque I'on impose des déplacements sur une frontiere, il est alors
tout-a-fait possible d’inverser des éléments pres de ces frontieres et de provoquer ainsi des jacobiens
négatifs et toutes les difficultés de convergence qui en résultent. Plus le maillage est fin, plus
facilement cela se produira. Il est alors recommandé d’employer la méthode de résolution décrite
a la remarque 5.11 ou on aura évité de choisir un relevement u, satisfaisant immédiatement les
bonnes conditions essentielles. De cette maniere, les conditions aux limites seront propagées a tous
les noeuds en méme temps, évitant ainsi les problemes d’éléments inversés. <«

14.7 Liens avec la géométrie différentielle intrinseque

Les outils développés jusqu’a maintenant nous permettent d’établir quelques liens avec la géo-
métrie différentielle intrinséque au sens de Delfour et Zolézio [19]. On pourra notamment développer
des expressions pour les variations de la pression suiveuse, de la normale 1 et du jacobien surfacique
Js en fonction du déplacement.

14.7.1 Variation du jacobien

On a un lien direct entre la variation du jacobien et la divergence. En effet :

Q-au = JF T:Vyé,

ou
— Jtr(VX(Su-F_l)
= Jtr(Véy,)

= JV.-4,
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14.7.2 Variation du jacobien surfacique

On sait que :
Jo=Jy/(C7'.N)-N

et on cherche la variation de Js par rapport au déplacement u. On a donc :

aJ, . _8J, OF . dJ,
ou 0T oF aa T op VX

On a d’une part en vertu de D.14 :

aJ
6 =JF 1§
oF "~ r
et d’autre part, en utilisant D.15 et D.16 :
9C—1 o(F~'FT)
: = e 6
oF oF F

OF 1 v o [OFT
() e (s,

= —FY%pF L F T —FLFT.(6p)"  F T

S <[F1-FT-(6F)T-FT}T + Fl-FT-((SF)T-FT>

et donc en posant a = 1/(C~1-N)-N de sorte que J; = Ja, on trouve :

dJ, aJ J oC1

.
= JaF 65— % (([F—l FT(6p) - F | +F.F"

J

= JF T:6p—= (F*l-F*T.(aF)T-F*T-N) N

Poursuivons plus avant, en rappelant que (A-x)-(y) = z-(A"-y) :

0Js
OF

T-(GF)T-F

Sy = JFT: 5F—7( F'(3p) - FT-N)-(FT-N))

«

= JSF_T:(SF— ((F T, . )n) avec n =

= J,F T:6p—1J a( FT. T e N) (F

)

FT.N

349

_T),N>.N

[F~"-N|
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de sorte qu’en se servant de la relation 14.4, on trouve :

0Js

T 0= (F*T:vxau - (F’T-(Vxéu)T-n) n) (14.49)

On peut encore simplifier cette expression car en effet :

0Js

Sl b = s (tr[vxé F~ } (F_T'(VX‘su)T'")'")

A <w> o))

V-8, — ((V8,) "))

Il
b

= JsVr-0,

On a ainsi retrouvé un résultat semblable a celui de la relation (D.24) mais pour le jacobien
surfacique. On a du méme coup introduit la divergence tangentielle V-4, au sens de Delfour et
Zolézio [19].

Définition 14.26: Divergence tangentielle

La divergence tangentielle d’un vecteur u est définie par :

Vru=Vu—((Vu) -n)n (14.50)

Remarque 14.27. Un cas particulier intéressant du résultat précédent est que si u = n, le vecteur
normal & la surface, alors Vp-n = V-n. Il suffit en effet de vérifier que (Vn)"-n = 0 en dérivant
la relation n-n=1. <«

14.7.3 Variation de la normale

De maniere similaire, on peut retrouver la formule pour la variation de la normale. Rappelons
que (voir 14.12) :

- F-""N F "N
(C"'.N)-N o
On a ainsi :
8n6u _ on V6,

ou " OF
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et

on (%:6F)-NQ—F;;N (((8&;1:5}7)-N)-N>
OF N o?

—aF T(6p)T F TN 4 N ((F*l-F*T.(aF)T-F*T.N) .N)

= —F_T-((ip)T'n +n ((F_T-(EF)T-n) n)

de sorte que :

g—néu = —F_T-(deu)T-n+n((F_T-(Vxéu)T-n)-n)
“ (14.51)

= —(VGU)T-n + <<(V6u)T-n) n) n

ou I'on reconnait la dérivée matérielle de n au sens de Delfour et Zolézio [19] (1o dans leur notation).

14.7.4 Pression suiveuse

Revenons sur la linéarisation du terme de pression suiveuse qui peut aussi s’écrire différemment.
Le terme de pression suiveuse est de la forme :

PS:/ Pw-nda:/ Pw-nJs dA
It ro,

et la linéarisation de ce terme exigera le calcul de :

oF; -8, = Pw- (anéu) Js+n (aJS Ju)] dA
ou ro, L\ Ou ou

= Pw-[(=(V8.,)T-n + (((V8,)Tn)-n)n) +n(Vr-8,)] J; dA

0
I'p

= Pw-[(V-8,)n) — (V8,) " -n| J,dA

0
l—‘P

- Pw-[(V- 8,0 - (V8,)")-n| J,dA
ro, L
ou Js est le jacobien surfacique 14.11. On a ainsi fait apparaitre le déviateur du tenseur de défor-
mation Vé,, ce qui semble raisonnable puisqu’un déplacement virtuel dans la direction normale ne
provoque aucune variation de la normale.
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14.8 Formulation Lagrangienne actualisée

La formulation Lagrangienne totale considérée jusqu’a maintenant peut s’avérer inadéquate
pour les probléemes ou la géométrie initiale €2y subit de tres fortes déformations. Le maillage de la
géométrie initiale devient alors inapproprié pour tenir compte de ces déformations et il faut alors
réactualiser la géométrie et relancer les calculs & partir cette nouvelle géométrie. Il faut bien sir
s’assurer de conserver I'historique des déformations. C’est ce que nous allons maintenant décrire.

Nous supposons donc qu’il n’est pas possible, ou a tout le moins difficile, de passer directement
de la configuration Q° & une nouvelle configuration notée Q? en raison de déformations trop impor-
tantes. Il nous faudra donc passer par une configuration intermédiaire que nous noterons Q. Nous
noterons X;,i = 0,1,2, les coordonnées dans la configuration Q' et ¢;—; l'application qui envoie
QO sur 7. Le déplacement entre les différentes géométries sera noté U;—yj c.-a-d.

i (X)) = X = X+ uiyj
j j j

Ainsi, on aura par exemple X9 = Xo+ug_2 que 'on notait & = X +wu en formulation Lagrangienne
totale. On peut maintenant aussi écrire :

Xo=X14+ui52 = (Xo+uos1) + w12 = Xo+ ugso
et donc ug_9 = ug_1 + w19 ainsi que :
X2 = ¢152(X1) = 9p152(P0-1(X0)) = P12 © Po—1(X0)

En notant maintenant le tenseur de déformation F;_,; défini par :

(Fi—>j)mn Y ETEN

olt (X j)m est la m-iéme composante de X j, on obtient immédiatement par composition de fonctions
que :
Fo o =F1 ,2-Fy. et donc Jyyo=J1 42 o1

14.8.1 Formulation en déplacement seulement

En suivant cette notation, pour passer de la configuration Q° a Q! la formulation variationnelle
Lagrangienne totale est obtenue directement de 14.42 et dorénavant écrite sous la forme :

/S(Coﬁl):(Fa—ﬁl-VXOw> dXy = / ho-w dAo+/ Pw-(Fy,-No) Jo1 dAg
Q0 o, ro,

+/ ro-w dXg
00

(14.52)
Les intégrales sont effectuées sur la géométrie 2y de normale N et le jacobien de la transformation
est noté Jy_1. On remarque ici que le tenseur de Piola-Kirchhoff S(Cy_1) est évalué en fonction
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de Co-1 = Fg_ﬂ-Foﬁl c.-a~d. a partir d'une déformation par rapport a la géométrie initiale. Il en
sera de méme pour le tenseur C(Cy_1) (d’ordre 4) provenant de la linéarisation.

De la méme maniére, pour passer de la configuration Q° & Q2, la formulation variationnelle
Lagrangienne totale serait aussi obtenue de 14.42 :

/ S(CO%):(FLZ-VXOw) dXo = / ho-w dAg + / Pw-(Fy l,-No) Joa dAg
Qo Y, ro,

+ ro-w dXg
00
(14.53)

Le tenseur de Piola-Kirchhoff S(Cy_2) est ici évalué en fonction de Cy_2 = F8—_>2-F0_>2 et
donc encore & partir d'une déformation par rapport a la géométrie initiale. Nous supposons donc
que nous sommes pas en mesure de résoudre directement ce probléeme en raison de trop fortes
déformations. L’idée de base est de passer par une géométrie intermédiaire Q! (déja calculée) en
transformant la formulation variationnelle 14.53 sur Q. II suffit alors de regarder chacun des termes
de la formulation 14.53. Notons d’abord que :

Coso=Fq 3 Foso=(F152-Fo1) (Fi2-Fos1) = F)_,-C159-Foy

et donc que :
S(Co2) = S(Fg_,,-Cr2-Fos)

Notons de plus que de I'équation 14.4, on a :
VXO'LU = VXl'w‘F0a1

Le terme principal

On a alors :

/QO S(Co-2): <F2)——>2'VX07~U) dXo = /Ql S(Co-2): ((FHTFOM)T'(Vxlw'F(Hl)) Jos1 dXa

= / S(COHQ)Z(FI_Q-VXJID) dX1
Ql
ou l'on a posé : ~
S(Co-2) = ']0_~1>1F0—>1'S(CO—>2)'F(T~>1 (14.54)
et ou on a utilisé les propriétés des produits tensoriels (voir les exercices de la série D.3). C’est le

terme de base de la formulation Lagrangienne actualisée. Notons de plus que le tenseur de Cauchy

g’écrit : 1 ]
= Fo,0-8(Coo) Fyo=—F1 S F| ., (14.55)
.]0%2 J1~>2

o

Voici quelques remarques supplémentaires :

1. Le tenseur Fy_,1 est supposé connu (calculé préalablement). Le déplacement ug_,; n’inter-
vient explicitement nulle part ;
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2. Les inconnues du probleme sont wi_,o et par conséquent F'1_ 9 et C'1_9;

3. Pour évaluer Cg_,2, on utilise I’expression (Fg _1°C152-Fy_,1) en supposant le tenseur Fy_,1
connu;

4. L’expression du tenseur de Piola-Kirchhoff sur Q' compose les déformations antérieures et
est donc un peu plus complexe. La formulation Lagrangienne totale correspond au cas ou
Fy_1 =1 c-a-d. qu’il n’y a aucune déformation préalable.

On doit effectuer le méme travail pour les termes de linéarisation. Ainsi les deux premiers termes
de 14.46 deviennent, en se servant des propriétés des produits tensoriels des exercices de la série D.3 :

/ S(Co2): (v}o(au).vxow) dXo
QO
= /Q ) Jole(Hl'S(FOT%CHQ'FO%)FJM:(v}l(au)'vxlw) dXi  (14.56)

Z/ S(Coﬁz)i(v;l(éu)-lelw) Cle
Ql
et de méme :

/Qo (C(CO_’Q): (FJ*)2‘VXO (5u))> : (FE)FA)Q'VXOIUJ) dXop =

(14.57)
/Q (C(Com2): (FLoVx,(80)) ) (F o Viyw) dX,
ot le tenseur € (Co—2) a pour composantes :
(C(Co-2))mnop = Jo21(C(Co-2))ik1(Fos1)mi(Fo-1)nj (Fos1)ok(Foo1)pl (14.58)

Nous pouvons maintenant procéder ainsi pour tous les autres termes de la formulation varia-
tionnelle.

Le terme source

—1 N —1
/QO ro-w dXg = /Ql ro-wJy,, dX; = /Ql ri-wdX;oury = Jy 1o

La condition de Neumann

/ ho-w dA() = / ho’w(Js)a_lﬂ dA1 = / hl-w dA1 ou h1 = (Js)a_lnho
Y Iy Iy
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La pression suiveuse

Le jacobien surfacique se transforme suivant la formule :

dAy  dAydA

(Js)o—s2 = dA, = A, dA, (Js)1-2(Js)o—1

et le vecteur normal suivant la formule de transformation de la normale 14.12 :

JO—>1

N = ——_
" (U)o

-T
Fy,1-No
et il s’en suit que :

Pw-(Fy .y No) Jose dAg = /F Pw-((Fi5F5l)-No) JooaJisa(Jo)ghy dAr

0 1
I'p P

= Pw'(Fl_l—z'Nl)Jl_)Q dA1

1
I'p

En ce qui concerne la linéarisation de ce terme, on doit transformer sur Q! I’expression :

J

Le premier terme devient :

J

Pw- [(FglzivXo‘su) (Foo-No) — (FEJQ'(VXoéu)T'F(;lz) ~N0} Jo—2 dAg

0
P

Pw- (FEIQ : VXOCSU) (F(TJ;ZNO)JO—)? dAo

0
P

= /Fl Pw- ((F;IQ'Fall) : (VX15u'F0H1)> : (FIIQ'FSL'NO J1s2Jo1(Js)ghy dAL

P

= P’w'[Fflzi(vxlfsu)}'(Fflz'Nl)Jl—a dA;

1
I'p

L’autre terme de la linéarisation se traite de maniére similaire et on a :

_/r% Pw- KF(?L’(VXo(su)T‘FEIz)'No] Joa dAo
— _/Fl Pw- {(Fflg-(VX15u)T-FI_T>2>-Nl} Jisg dA;

P
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Formulation Lagrangienne actualisée linéarisée (en déplacement)

La formulation variationnelle Lagrangienne actualisée compléte s’écrit donc :

/Q 8(Co2): (Y, (02) Vxyw) dX: + /Q C(Co2): (FLp Vx, (80): (FlLp Vxw) dX,
¥
“h

:—/ S(CO*)2):(FI_>2'VX11U> dX1+/ r1-Ww dX1+/ hi-w dA;
o Q! T

Pw- {Fflz 1 (VX15u)} (Fly-N1)Jim2 dA,

1
P

Pw-|(Fily (Vx,00) - Fily)-Ni| Jis dAy

1
P

+/, Pw-(F,-N1)Ji dA;
P

(14.59)

14.8.2 Formulation Lagrangienne actualisée mixte

Si on se réfere a la formulation variationnelle mixte 14.48 déja obtenue, on montre de maniere
similaire & ce qui a été fait & la section 14.8.1, que la formulation variationnelle complete s’écrit :

R1 = /Ql S(CO_Q):(FI_Q'VXIW) Xm_/l"l hl-w dAl_/Ql 1w dX1
N

= /Ql §/(00_>2) : (FIHQ-VXI’LU) dVv — ,/Ql pJ1_>2F1_l—2:VX1’w dX1

—/ hl-w dA1 —/ rTT-w dX1
L, ol

_ 1
Ry = /91 (—(J1%2 - J0—1>1) - kPJ0—1>1) qdV

ou §/(00_>2) = JO__]-)IFO_H_'S/(CO_)Q)‘FE]I’*)l, rT = ‘]0_—1>1T0 et hl = (Js)a_l)lh(). La formulation
variationnelle compléte s’écrit :

OR, _
Ha O —/Ql SpJ1oF T 0 Vx,wdX, = —Ry
(14.60)
_ 1 _
_/91 qJ1oF] L, :Vx, 8, dX, —/Ql 20 qJy L, dXy = —Ry

ou le terme %-% prend exactement la méme forme que pour la formulation en déplacement

seulement (voir les équations 14.56 et 14.57).
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14.8.3 Equivalence des formulations
En absence de remaillage, les formulations Lagrangiennes totale et actualisée sont équivalentes.
En effet ...
14.8.4 Algorithme complet
Cumul des prédéformations

Supposons maintenant que nous en sommes a 1’étape i c.-a-d. nous avons déja calculé ¢ confi-
gurations ' et que nous espérons obtenir Q. Le méme raisonnement que précédemment peut
encore étre appliqué, en remplagant Fy_,o par Fg_,;41. Il suffit alors de constater que :

Fo,i1=Fi 1 Fi 14 Fi oy 1-...-Fi1,9-Fg

On peut ainsi en déduire Cp—;+1, qui nous permettra de calculer les tenseurs de Piola-Kirchhoff
et d’élasticité. Comme les géométries intermédiaires sont détruites au fur et a mesure, il suffit de
cumuler ces produits dans un tenseur, toujours noté Fy_,; dans l'algorithme qui suit.

Algorithme 14.28: Formulation Lagrangienne actualisée

0. Initialisation : Q! = QY et donc Fos1 =1I, Jos1 = L et (Jg)o1 = 1;
1. Résolution du systéme 14.59 pour obtenir w2 et F1_9;
1.1 Fy_,1 est supposé connu;
1.2 on calcule Cy_o = F&Ll'Cl_)g-Fo_ﬂ ;
1.3 on calcule S(Cy_2) et C(Cp2);
1.4 on en déduit les tenseurs S et C par les relations 14.54 et 14.58 ;
1.4 on calcule (si nécessaire) le tenseur de Cauchy par la relation 14.55;
2. Mise & jour de la géométrie : Q% = Q' + u;_;
2.1 Q2 devient Q' ;

2.2 F(_ est remplacé par Fi_9- Fy_1 (cumul des prédéformations). Par conséquent,
Jo—1 est remplacé par Ji_,2J0-1 et (Js)o—1 est remplacé par (Js)1-2(Js)o—1;

3. Remaillage (si nécessaire);
4. Réinterpolation des différentes variables sur le nouveau maillage (si nécessaire) ;
5. Retour a I’étape 1 pour l'incrément suivant

Les étapes 3 et 4 de remaillage et de réinterpolation sont délicates et feront l'objet d’une
discussion détaillée un peu plus loin.
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14.9 Exercices

1. Soit o et T des tenseurs d’ordre 2 et supposons que o est symétrique. Montrer que :

<T+TT>
ag. 2 =0O:.T

2. Soit C' un tenseur symétrique d’ordre 4 et 7 un tenseur d’ordre 2. Montrer que :

T
C:<T+T >:C:T

2

3. En utilisant la relation 14.1, montrer que :
F(u+w) = F(u)+ Vx(w)

4. Montrer que :
J(B:B)
0B

5. Montrer que dans le cas des petites déformations, la condition :

=B

dét FF~1

est équivalente & :
V-u~0

6. Montrer a l’aide des expressions (D.19) que :

o5 N . (0J N
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Adaptation de maillages

15.1 Introduction

Que ce soit en mécanique des fluides ou des solides, pour ’équation de la chaleur, pour les pro-
blémes de croissance de population (interactions prédateurs-proies), nous avons toujours eu a nous
appuyer sur un ou plusieurs maillages pour calculer une solution. Nous avons pu constater que la
précision dépendait, parfois fortement, de ces maillages. Jusqu’a maintenant, le choix du maillage
n’a pas fait 'objet de discussions approfondies, malgré son extréme importance. C’est I'objectif de
ce chapitre ol nous allons présenter une bréve introduction a 'adaptation de maillages. L’idée fon-
damentale derriére cette notion est que le maillage lui-méme fait partie des inconnues du probléme.
Plus spécifiquement, le maillage étant une composante essentielle de la solution numérique, on peut
considérer qu’il n’est pas fixé une fois pour toutes et qu’on peut le modifier dans le but d’améliorer
la précision de la solution.

A la base de la méthode des éléments finis, on retrouve la notion de maillage constitué d’éléments
de formes géométriques variées mais simples. Nous ne considérerons ici que les triangles en 2D et
les tétraedres en 3D. Historiquement, les livres d’introduction a la méthode des éléments finis
recommandaient I'utilisation de quadrangles en dimension 2 et d’hexaedres en dimension 3. Les
triangles et tétraedres avaient en effet la réputation d’étre moins précis. Il est toutefois beaucoup
plus facile et efficace de mailler une géométrie complexe avec des triangles et des tétraedres. Quant
a la précision, nous verrons que les triangles n’ont rien a envier aux quadrangles et de méme pour
les tétraedres vis-a-vis des hexaedres en dimension 3.

Quoi qu’il en soit, on peut définir la qualité d’un élément et plusieurs définitions existent et
nous utiliserons au besoin les suivantes :

— (En dimension 2). Soit un élément triangulaire K dont les longueurs géométriques des

cOtés sont ly, I1 et lo (norme euclidienne) et dont aire est Ag. La qualité de 1’élément est
alors donnée par I'une oul’autre des expressions équivalentes suivantes

27([0 + 11 — ZQ)(Z() + 1y — ll)(ll + 1y — lo) B 43214%( B 4\/§AK

@= (lo+ 11 +12)3 o+l +l)t BB+

(15.1)

On obtient la premiere égalité par la formule de Héron et la derniére est démontrée dans Bank
et Smith [3]. On remarquera sans peine que la qualité vaut 1 pour un triangle équilatéral

359
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et se rapproche de 0 & mesure que le triangle dégéneére (il suffit de tirer sur un sommet vers
I'infini en maintenant en place les deux autres).

— (En dimension 3). Soit un élément tétraédrique K dont les longueurs géométriques des
arétes sont ly, l1, l2, I3, l4, 5 (norme euclidienne) et dont le volume est Vi . La qualité de K
est définie par :

2
0 Ve 36 Vi
3 Vililslslyls %Z?:o 17

L’utilisation d’éléments de qualité aussi prés que possible de 1 était donc la norme jusqu’au
milieu des années 90. Il en résultait des maillages tres réguliers et isotropes, en ce sens que tous
les éléments avaient a peu preés la méme taille et la méme forme dans tout le domaine de calcul.
Les éléments tres allongés dans une direction étaient essentiellement prohibés car ils avaient la
réputation de donner de mauvaises solutions numériques.

S’il est vrai qu’un élément étiré dans une direction inappropriée peut mener & une solution
imprécise, voire erronnée, on s’est par la suite aper¢u qu’un élément étiré dans une direction com-
patible avec la solution ne posait aucun probléme. Il en résulte méme dans beaucoup de cas un gain
en précision. Des maillages présentant des éléments tres étirés dans certaines directions privilégiées
sont dits anisotropes et ce sera notre objectif lorsque la solution le permettra.

Nous essaierons, entre autres choses, de déterminer la position optimale des noeuds du maillage
pour obtenir la meilleure précision possible. Pour un nombre de noeuds ou de triangles donné, le but
est de déterminer le maillage qui minimise I’erreur dans une certaine norme. De maniére presque
équivalente, pour un niveau d’erreur donné, on cherchera le maillage atteignant cette précision
avec un minimum de noeuds. Nous devrons pour ce faire estimer ’erreur commise sur la solution
numérique obtenue par éléments finis. Comme la solution est a priori inconnue, cela entraine
forcément un processus itératif.

Ce processus est appelé adaptation de maillage et se fait en gros en trois temps. A partir
d’un maillage initial, on calcule une solution par la méthode des éléments finis (ou toute autre
méthode numérique). Bien entendu, cette solution approximative est inexacte par rapport a une
éventuelle solution analytique généralement inconnue. On estime ensuite ’erreur sur cette solution
par différentes techniques dont nous verrons quelques exemples. L’adaptation du maillage consiste
alors a ajouter des éléments la ol 'erreur est jugée grande et a en retirer la ou 'erreur estimée est
petite. On essaie ainsi d’atteindre un objectif d’erreur uniforme sur tout le domaine. Il est en effet
peu utile de s’assurer d’une grande précision dans une région tout en étant tres imprécis dans une
autre. C’est un peu le principe du maillon le plus faible d’une chaine.

On décrira dans ce qui suit les bases de 'adaptation de maillage dite hiérarchique. Ce n’est
certainement pas la seule approche possible et il existe une vaste littérature dans ce domaine mais
nous n’avons nullement envie d’en faire une revue compléte. Nous verrons comment estimer ’erreur,
comment modifier localement le maillage en conséquence et comment on en arrive a un maillage
quasi optimal.

Q= (15.2)

15.2 Adaptation basée sur un estimateur d’erreur hiérarchique

L’idée d’estimer I'erreur sur une solution éléments finis en reconstruisant une nouvelle solution
a ’aide d’'une base hérarchique remonte a plusieurs années. Le premier travail en ce sens remonte
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a Ndikumagenge [46]. Toutefois, une implémentation plus rigoureuse en dimension 2 n’a été réa-
lisée que récemment par Bois et al. [7, 8]. L’implémentation tridimensionnelle a été réalisée par
Couét [17] en partant des travaux de Bois. Certains travaux ont ensuite aidé a grandement amélio-
rer la technique, comme le mémoire de Grenier Gauthier [33] et la these de Briffard [12].

Nous allons maintenant décrire le principe de base de I'estimation d’erreur hiérarchique et de
la stratégie d’adaptation de maillage qui en résulte. Soit donc u une solution analytique d’une
équation aux dérivées partielles a priori quelconque. Pour fixer les idées on peut penser dans le cas
le plus simple & une équation elliptique mais ’approche proposée peut s’appliquer a des équations

beaucoup plus complexes. On dénote T, un maillage du domaine 2, K les éléments de ce maillage
et ugk) une approximation éléments finis d’ordre (k)qui approche u. On parle ici d’une approximation
k

classique de type Lagrange de degré k c.-a-d. u; ~ est une fonction continue par morceaux dont la
restriction & chaque élément est un polynéme de degré k (P*)). On notera :

Vi = {o € Q)| vl € PE(K), VK € T;)

k) ¢ Vh( ). Comme dans [37], on fait ’hypo-

o (k+1)

On suppose donc que l'on a obtenu une solution u;

(k)

these que I'on peut construire, a partir de u;,”, une nouvelle solution 4, de degré k + 1 qui est
plus précise en ce sens que :
(k41 k
lu— ) < Bllu— | (15.3)
ou B < 1. On doit distinguer ici entre ’approximation uEL +b) , reconstruite en principe a faible coiit,

et la solution éléments finis de degré k + 1 (u, (k1 )) qui serait beaucoup plus cofiteuse a calculer.
Pour le moment, on suppose son ex1stence et I'inégalité triangulaire nous assure que :

k ~(k+1 ~(k+1 k k+1 k
lu — P < flu— a4+ al Y — wlP) < Bllu — o)+ 1o — )

et donc que :
H“” up | (15.4)

et en conséquence, l'erreur peut étre controlée par le terme de droite dans une norme appropriée
(L? ou H! par exemple). Plus spécifiquement, nous construirons une solution enrichie de la forme :

ﬁgﬁ_l) (k) +e (k—l—l) (15'5)
ou c,(lkﬂ) peut étre vue comme une correction de degré k + 1 de la solution éléments finis de degré

k, d’ou le nom hiérarchique. Sous cette forme, on peut approcher 'erreur a ’aide de :

Akt — || = (| (15.6)

[l — ]| ~ ||

dans la norme souhaitée. -
Nous proposons maintenant une construction de 712 +1) reposant sur une approximation aussi
précise que possible du gradient (Vu) de la solution. On s’assurera que cette approximation (qui
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sera notée gglk)) est également continue par morceaux et qu’elle appartient a (Vh(k))" (n étant la

dimension d’espace). On devra donc obtenir une approximation de ce gradient a tous les noeuds de

calcul de la solution u}lk). Rappelons que Vuglk) est bien une approximation de Vu mais seulement

de degré k — 1 et discontinue aux interfaces entre les éléments et qu’elle n’apppartient donc pas a

(Vh(k))”. Il est généralement reconnu que ’on peut obtenir des approximations bien plus précises du

gradient que Vuglk). Il n’est cependant pas du tout clair qu’il existe une méthode d’approximation

optimale dans tous les cas, et en particulier sur les maillages fortement anisotropes. Nous utiliserons
celle décrite dans Zhang et Naga [63, 34]) et qui est superconvergente sur les maillages réguliers de
type différences finies. Cette méthode est rappelée a 'annexe E.

15.2.1 Construction de la solution enrichie

. . . e (k1 NP
Voyons maintenant comment construire la solution enrichie ug D et fagon tout-a-fait générale et

pouvant s’appliquer a des approximations d’ordre k quelconque. Nous nous concentrerons toutefois
sur les cas linéaire et quadratique dans le cas bidimensionnel, la généralisation au cas tridimensionnel
étant évidente.

Introduisons d’abord un peu de notation. Les sommets d’un élément (triangulaire ou tétra-
édrique) K seront notés x; et les coordonnées barycentriques associées A;.! L’aréte entre deux
sommets x; and x; sera dans la direction du vecteur unitaire e;; et sera de longueur h;;. Le vecteur
direction de I'aréte sera donc h;je;; alors que le point milieu de ’aréte sera noté x;;.

La médiane entre le sommet x; et le milieu du c6té opposé (de longueur [;) est dans la direction
du vecteur unitaire m;. Les trois médianes se rencontrent au barycentre du triangle noté xpg.
Similairement, ggk) et gg-g) dénotent gradients reconstruits aux sommets et sur les milieux d’arétes

respectivement, toujours suivant la méthode décrite au chapitre E.
L’idée de base derriere la construction de ﬁch)

une approximation de u and ggg) = ( ,(1];), g,(l];)) est une approximation de Vu, alors les différentes

dérivées partielles d’ordre k41 de ag’”” devraient coincider avec les dérivées partielles appropriées

d’ordre k d’une des composantes de gglk). Dans le cas linéaire par exemple (kK =1) :

est en fait tres simple. Puisque fogﬂﬂ) est

2.4 (2) (1)
0“1y, _ 09,
Ox? Ox
On note de plus, partant de (15.5), que puisque uglk) est de degré k, ses dérivées (k + 1)-iemes
s’annulent et on a :

(k41 k+1
8k+1u2 ) B 6’“*%2 )

Doy = Gy avecm+n=k—+1

de sorte que u,(lk) disparait compléetement. La situation est illustrée a la figure 15.1 ol on peut voir

que la solution éléments finis de degré k (k = 1, 2) est enrichie d’une correction de degré k+ 1 pour
obtenir une nouvelle approximation.

1. Sur I’élément de référence, les coordonnées barycentriques Xi ne sont rien d’autre que les fonctions de base
linéaires associées aux sommets et listées dans le tableau B.3. Les \; sont définis dans I’élément réel par la transfor-
mation T% habituelle.
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Figure 15.1 — ugk) + cgkﬂ) = ﬂl(lkﬂ), for k=1,2

Nous allons détailler les cas linéaire et quadratique. Pour une solution éléments finis linéaire
(dont les degrés de liberté se trouvent aux sommets), on va ajouter une correction de degré 2

. . N .y < 1. . (2
associée aux milieux des arétes. Sur chaque élément K, on cherche a déterminer ugl ) de la forme :

up + e = uf) + o) (A h) + 4cy  (Ahads) + € (4As))

ou on a exprimé les fonctions de base quadratiques aux milieux des arétes sous forme barycentrique.
Notons que le facteur 4 est optionnel mais permet de retrouver les fonctions de base quadratiques

usuelles aux milieux des cOtés, la fonction 4\ Ao valant 1 au milieu de 'aréte. Dans le cas général,
. . s N k+1 , .

les fonctions de base associées a CEL 1 ne sont pas forcément les fonctions de base de Lagrange

usuelles mais bien celles de la base hiérarchique similaire a ce que ’on a vu au chapitre 5.

(2) (2)

Les coefficients inconnus c; ) sont obtenus en comparant les dérivées partielles secondes de c;
b

or %) & celles d’ordre 1 de g(l). Ainsi, on doit résoudre le systéme linéaire en trois inconnues (4
h h
en dimension 3) :
o
Jx2 0
82622) B 89@
T~ oy (15.7)
1
o 1 (o6 o
0xdy 2\ Oy Ox
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N . . . 2 o9 g . -
La derniere équation traduit le fait que 88365; = g’;f = a’f . On tient ainsi compte de toutes les

composantes du gradient reconstitué.

(2)

A T’aide d’un logiciel de calcul symbolique, les coefficients Cii K s’écrivent :

h
2 (1) (1)) - oMz ( (1 _ ggl))

Clok = %(331 —®3)- (95 —gi = ?612 D)
h

Sk = Haa—m)- (g —gl) = %623 (g8 — g") (15.8)
h

Ci(’,Ql)K = %(333 —x) - (ggl) - gz(;l)) = %631 . (g§” - le))

(2)

On remarque immédiatement que c; K ne dépend que des sommets x;, x; et du gradient reconstruit
a ces mémes sommets, préservant ainsi la continuité de la solution enrichie aux interfaces entre les
éléments. Il est en fait possible de calculer ces coefficients aréte par aréte mais il est plus simple de
les calculer sur chaque élément.

2)

Remarque 15.1. Les coefficients ¢ peuvent aussi s'interpréter en termes de longueur d’aréte
b
dans une certaine métrique. On a par exemple :

h h 2 (1) _ (1) h 2
QD M2 gl gy (h12) ers - (92" —g17) _ (h2) e1s - H(z) - €10
? 8 8 h12 8

ou H(x12) est la matrice hessienne de u évaluée au milieu de l'aréte. Si cette matrice est définie
positive, les coefficients sont liés a la longueur d’aréte 15 dans la métrique induite par la matrice

2 . . .
H par li5 = 8c§2) - Notons toutefois, et c’est important, que nous n’avons nullement besoin du
caractere défini positif de la matrice hessienne pour poursuivre. «

La généralisation aux approximations d’ordre plus élevé est presque triviale. Dans le cas qua-
dratique, on commence avec une solution éléments finis quadratique “1(1 ) dont les degrés de liberté
sont ici associés aux sommets et aux milieux d’arétes (voir & droite de la figure 15.1). Pour obtenir
une solution enrichie cubique, on a besoin de 4 degrés de liberté supplémentaires (10 en dimension
3). Pour y arriver, un deuxieéme degré de liberté est attaché aux milieux des arétes et un autre au

barycentre de ’élément. On a alors :

ﬂf) = uf) + c,(f) = uf) + Cg)’K)\l)\Q()\l —A2) + cé%%KAzAg(Az —A3) + cé?Kx\gM()\g - A1)
—f—cf}()q)\g)\g

. Ly s 3 . (3 . 2
On compare maintenant les dérivées troisiemes de cﬁl ) (de ug )) avec les dérivées secondes de g}l ),
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et on obtient un systeme de de 4 équations en 4 inconnues :

83023) _ 829}(33)
ox3  Ox? e
gy Oy ,
R T 15
0x20y 3\ 0x0y = Oyox Ox?
83023) 1 9% (2) 829}(2) . 829,(3
oxdy? 3 83:81/ Oyox Oy?
En résolvant (sur chaque élément), on trouve :
h
cg)K = %em’( ()_2912 +g2 )
h
CS&)K - ?e% ' (g( ) 2923) +93 )
h 15.1
ci(ﬁ)K - %631'( ()_2931 +91 ) (15.10)
Cfl)?{ = 3 (llml (gt - 3953) + 29%3)) +lymy - (g8 — 39(33) + 29§21))

+lsms - (g3 » - 3g% +2913))

ou gg) est la valeur de ggf) au barycentre.

Remarque 15.2. De toute évidence, les trois premiers coeflicients sont reliés aux dérivées direc-

(2

tionnelles d’ordre 2 de g, ) e long des arétes. Le quatriéme coefficient est quant a lui lié aux dérivées
secondes mais dans les directions des médianes m;. Ils sont donc tous reliés aux dérivées troisiemes
de u, comme on s’y attendrait pour une solution quadratique. <«

Dans le cas général, on doit résoudre un systéme de dimension dim(P®*+1) — dim(P®)) soit

k 4+ 2 équations en dimension 2 et (k + 3)(k + 2)/2 en dimension 3 pour déterminer entiérement
cgﬁl) sur chaque élément.

En résumé, les principales étapes de notre stratégie d’adaptation de maillage sont les suivantes :

. 212 . k ’ . s e .
— Partant d’une solution éléments finis ng ) d’une équation aux dérivées partielles;

— Le gradient ggf) de cette solution est calculé a 'aide de la méthode décrite a 'annexe E
(k1) 3 Taide de (15.8) ou (15.10) sur chaque élément ;

— On compose la solution enrichie ugﬁl) gc) + cgﬁl) ;

— On calcule les coefficients de ¢,

. k
— La norme de lerreur sur chaque élément est estimée par Hc% )H
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15.2.2 Le cas unidimensionnel

Le cas unidimensionnel mérite que I’on s’y attarde un peu. Evidemment, tous les développements
précédents sont faciles a expliciter et le systéeme a résoudre se réduit a une seule équation dans tous

les cas. Soit donc :

P = Mda(hi— ) =5 -1)

les fonctions de base quadratique et cubique définie sur I’élément de référence. Par la transformation
5 — 2x—(xi+xi+1)

oK , on revient sur 1’élément réel K = [x;, z;4+1] de longueur hx et on a :

o2 (1) = 4hr = R 3 (r — 2)(wig1 — @)

0 (@) = Mde(h =) = =% (¢ — i) (x — wp) (wir1 — )
ou zp = (x; + zi+1)/2. On veut alors construire :
07 @) = @) + o (@) et 7 () = ud (@) + ol (2)

(2 ) (3) (2)

Les coefficients ¢; - and cy’j sont faciles a calculer. La deuxi¢me (troisitme) dérivée de @, (z)

(ugf’) (x)) est comparée a la dérivée premiere (seconde) de g,(Ll)(x) (g,(f) (x)) et un calcul treés simple

nous mene a :
(2) h , 1) () hi , (2)

C1 K —§(Ql+1 —9; ) et c&}( = ?(Qiﬂ 29(2) (2))

L’erreur est alors :

u(z) —uP (@) =~ a4 (2) —u (@) = hoP (2)

L m
= —%(giﬂ 9; )@ — z)(zit1 — )

0 g
= R e ai)
hk

[\]

1

S (@p) (@ — zi)( = wit1)

Q

dans le cas linéaire et :

2 (3 2 1
u(e) - (@) = 7 (@) — (@) = Gu" (@)@ - 2)(@ - 2p)(@ — 2i11)
dans le cas quadratique. L’erreur sur I’élément unidimensionnel n’est rien d’autre qu’une approxi-

mation de 'erreur d’interpolation classique de Lagrange.
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15.3 Notion d’optimalité du maillage

Il est rapidement devenu évident que le maillage est une composante essentielle de la solution
numérique par éléments finis. Optimiser le maillage, de maniére & améliorer cette solution, est
donc devenu un enjeu crutial. On a ainsi cherché a optimiser des maillages de différentes fagons.
Optimiser un maillage pour en maximiser la qualité des éléments est une premiere approche qui,
malheureusement, ne tient aucun compte de la nature de la solution.

On peut formuler plus efficacement le probleme d’optimisation en cherchant a optenir, pour un
nombre de noeuds donné, le maillage qui minimise une certaine norme de I’erreur. Bien entendu, on
minimisera une erreur estimée seulement car la véritable erreur est généralement inconnue. Nous
utiliserons donc l'estimateur d’erreur décrit a la section 15.2.1. Il reste & voir comment utiliser
adéquatement I'information contenue dans l’estimateur d’erreur pour atteindre cet objectif.

15.3.1 Minimisation de ’erreur sur un élément

Nous présentons dans cette section un probléme simplifié de minimisation d’erreur sur un seul
élément. Bien entendu, le probleme est beaucoup plus complexe en pratique mais les idées dévelop-
pées dans ce qui suit nous guideront dans le cas général. Nous considérerons d’abord un probleme
d’une interpolation linéaire et on fera abstraction pour le moment de la solution éléments finis.

Le probléeme peut se formuler comme suit. Pour un élément K, d’aire AX et centré en (2, %),
quelle est la forme de I’élément K qui minimise l'erreur d’interpolation. Suivant Bank et Smith [3],
nous utiliserons la semi-norme H' et une fonction u(z) quadratique. L’idée derriére étant que
localement, on peut approcher toute fonction réguliere par un développement de Taylor de degré 2
et donc que, toujours localement, une fonction réguliere se comporte quadratiquement. Le probleme
consiste alors a déterminer la forme du triangle qui minimise ’erreur. De ce fait, on cherche a
minimiser 'erreur par unité d’aire.

Le développement suivant est tiré en grande partie de la thése de Bois [7]. On cherche donc la
position des sommets du triangle de maniére & minimiser |H§Ll)(u) —uly,x ol H;Ll) (u) est linterpolé
linéaire de u aux sommets du triangle. Le triangle résultant sera appelé optimal. Il s’agit donc de
trouver 'interpolant optimal et on pose le probléme en tant que probléme d’interpolation pure.

Pour formuler le probleme, on suppose, sans perte de généralité que I’élément est centré a
l'origine. Le probléme peut alors s’écrire :

min / VI () — u)|? do
{V1,V2,Va} J K (V1,V2,V3) (15.11)

vérifiant Aire(K (V1,Va,V3)) = Ak et Vi + Vo 4+ V3 = (0,0)

ou V; = (x;,vi), i = 1,2,3 désignent les trois sommets du triangle K. Ce probléme de minimisation
sous contraintes peut facilement étre résolu, notamment avec un logiciel de calcul symbolique comme
Maple™ ou Mathematica® en réécrivant la fonction a minimiser en termes des V; apres avoir
éliminé trois des inconnues a l'aide des contraintes. On obtient alors un probléme de minimisation
sans contraintes de trois inconnues au lieu de six. Supposons maintenant que v; = x1, vo = y; and
vs = Yo sont les trois inconnues qui restent. La solution vérifie alors un systéme de trois équations
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en trois inconnues ontenues en dérivant la fonction a minimiser :

0 (1) 2 :
VL7 (w) —w)|“dx ) =0,1=1,2,3.
o (/K(th%vs)l (I, " (u) — )|

Comme nous le verrons, ce systéme n’a pas forcément une solution unique et de plus, la fonction &
minimiser peut avoir des points de selle. Pour illustrer la situation, regardons de plus pres quelques
cas simples.

Considérons d’abord la fonction quadratique définie positive u(z,y) = i—z + ‘Z—; pour laquelle

les courbes de niveau de lerreur d’interpolation (Hg)(u) — u) sont des ellipses (des cercles si
a =b=1). La Figure 15.2 montre trois cas différents : u(z,y) = 2% + y?, u(z,y) = 22/10 +y%/2 et
u(x,y) = 22 + y?/100. Dans chaque cas, le triangle optimal est illustré ainsi que quelques courbes
de niveau de l'erreur. Puisque I'on a interpolé la fonction, les sommets du triangle sont situés sur
la courbe de niveau 0.

Dans le premier cas correspondant & la fonction u(z, y) = 22 + y2, le triangle optimal est équi-
latéral. Le probléme de minimisation (15.11) posseéde un nombre infini de solutions puisque toute
rotation du triangle équilatéral est aussi une solution qui donne la méme valeur de la fonction ob-
jectif (méme erreur par unité d’aire). La deuxiéme fonction u(x,y) = 22/10+y%/2 ne posséde cette
fois que deux solutions distinctes, I'une étant la réflexion de 'autre par rapport a ’axe des y (voir
la Figure 15.2b). La Figure 15.2¢) montre clairement que minimiser la semi-norme de lerreur peut

mener a des éléments étirés dans une direction compatible avec la fonction et donc & des maillages
2
anisotropes. C’est précisément le cas pour la fonction u(x,y) = 2% + 55 Le triangle optimal est

allongé dans la direction de I'axe des y et capture trés bien la fonction u. A I'inverse, un triangle
étiré dans la direction de I'axe des x produirait une tres mauvaise approximation de wu.

Regardons maintenant la fonction u(z,y) = 22 — 3? dont le Hessien est indéfini (une valeur
propre positive et l'autre négative) et pour laquelle les courbes de niveau de erreur sont des
hyberboles. Le triangle optimal est présenté a la Figure 15.3a). La courbe de niveau 0 sur laquelle
se trouvent les sommets est donnée pas les deux asymptotes y = +x. L’un des cotés du triangle
optimal est entierement contenu dans 'une des asymptotes et le triangle résultant est droit. Il y a
donc quatre configurations possibles pour le triangle optimal, chacune étant une rotation de 7/2
de la précédente.

Enfin, pour u(z,y) = xy (dont le hessien est singulier), on obtient encore un triangle rectangle
illustré a la Figure 15.3b). mais orienté différemment par rapport a ’exemple précédent. Les courbes
de niveau de ’erreur sont toujours des hyperboles mais dont les asymptotes coincident avec les axes
de coordonnées.

Nous avons ainsi couvert les trois cas possibles pour optimiser l'interpolation linéaire d’une
fonction quadratique.
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_ .2 2
c) u(z,y) == —I-f"m

Figure 15.2 — Triangles optimaux pour des fonctions quadratiques définies positives.
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a) u(x,y) = 2> —y? b) u(z,y) = xy

Figure 15.3 — Hessien indéfini.

15.3.2 Le cas quadratique

On peut faire une analyse similaire dans le cas quadratique c.-a-d. on considére le probléme
de la meilleure interpolation de degré 2 pour une fonction u(x) cubique (voir [9]). La situation
est toutefois beaucoup plus complexe. D’une part, le probléme de minimisation (15.11) devrait
permettre de faire bouger également les noeuds aux milieux des arétes, menant ainsi a des éléments
courbes dans tout le domaine. Bien que naturelle, cette approche devient rapidement tres cotiteuse
lors des opérations locales sur le maillage que nous verrons a la prochaine section. 1l est en effet tres
difficile de déterminer si un élément courbe est valide. D’autre part, s’il n’y avait essentiellement
que trois cas possibles pour une fonction quadratique (selon les propriétés de son hessien), il y en a
beaucoup plus pour une fonction cubique et en faire ’analyse complete serait une tache immense
et pas forcément tres utile. L’analyse des polynomes de degré 3 remonte a Newton qui a identifié 78
cas différents. On montre toutefois que si on garde les cotés droits, on peut quand méme optimiser
Perreur par unité d’aire en suivant la méme démarche que dans le cas linéaire.

15.4 Stratégie d’adaptation de maillage

On peut maintenant établir une stratégie complete d’adaptation de maillage. Nous aurons en
gros deux objectifs complémentaires. On voudra d’abord atteindre un niveau d’erreur fixé des le
départ et par la suite optimiser le maillage en s’inspirant de ce que nous avons établi a la section
précédente en minimisant le ratio de l'erreur sur 'aire (le volume en 3D). Nous avons choisi de
travailler en norme L? en ce qui concerne le niveau d’erreur souhaité. On essaiera donc d’atteindre
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un niveau d’erreur global Eq en norme L2 :
T

Pour y arriver, il nous faudra en quelque sorte équilibrer ’erreur dans tout le domaine et atteindre
une erreur a peu pres constante partout soit :

u—ul? = ¢ (15.12)

De la section précédente, nous cherchions aussi a minimiser ’erreur par unité d’aire en minimi-
sant la semi-norme de l'erreur, objectif qui va également dans le sens d’uniformiser I'erreur car si,
ultimement, la norme du gradient de 'erreur s’annule, alors cette erreur est constante.

L’équation (15.12) nous permet d’écrire :

F} = / lu — u%k)|2dv = / 2, dv = ¢, mes(Q) (15.13)
Q Q

ou mes(Q2) désigne la longueur, laire ou le volume suivant la dimension du domaine. Cet objectif
global doit aussi pouvoir se traduire localement sur un élément ou sur une groupe d’éléments. Ainsi,
sur chaque élément K :

k E3 mes(K)
E? = /K |u — ug )|2dv =2, mes(K) = 7Qmes(9)

Si on réalise ces objectif local sur chaque élément, alors en supposant qu’il y a NV éléments au total
dans le maillage, au aura :

N 5 ESQZ Zf\il mes(K;) E522 mes(Q)
> E%, = = E§
=1

mes(2) ~ mes()

et on aura atteint notre objectif global.

Il reste a voir comment modifier un maillage existant, sur lequel on a préalablement calculé
une solution numérique u%k) et par la suite estimé les dérivées nodales g,gk). Quatre opérations,
dites topologiques, seront utilisées & cette fin. La division d’une aréte et la suppression d’un noeud
permettront de s’approcher du niveau d’erreur souhaité en norme L?. On divisera les arétes dans
les régions ou l'erreur estimée est grande et au contraire, on supprimera des noeuds la ou cette
erreur est jugée trop petite.

Le retournement d’aréte et le déplacement de sommets permettront en revanche de minimiser
Perreur par unité d’aire (de volume en dimension 3). Nous aurons besoin de la notion de coquille
autour d’'un noeud ou d’un aréte. Il s’agit simplement de tous les éléments du maillage contenant
cette aréte ou ce sommet. Les opérations locales et donc les modifications du maillage seront
effectuées a 'intérieur de ces coquilles. Aucun remaillage global ne sera effectué.

Concretement, on balaiera les noeuds et les arétes du maillage, on en extraira la coquille corres-
pondante et on prendra la décision de la modifier ou non. Ainsi, pour trouver ’erreur locale désirée
sur une coquille S, il suffit de sommer ’erreur sur tous les éléments la composant :

E3 mes(K)  E3 mes(S)
2 :/ B2 Q — =0 , 15.14
s S’u wy,” [*dv KZ;S mes(2) mes(Q) (15.14)
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Cette valeur se nomme le seuil et sera 1’objectif a atteindre sur chaque coquille.

Bien entendu, l'erreur sera estimée a l’aide de la correction cg) de la section précédente. On

notera donc :
1/2 1/2
0,K = (/K(cﬁf))? dv) et Ve = e |1 (/K(VCEZ%Q d”)

les erreurs estimées sur I'élément K en norme L? et semi-norme H' respectivement. Rappelons que

ex = [t

I’évaluation de ces quantités ne nécessitent que les valeurs nodales du gradient de la solution ggk).

15.4.1 Division d’aréte

S(A) S(V’)

Figure 15.4 — Division d’une aréte

La division d’une aréte A a lieu lorsque I'erreur estimée en norme L? sur la coquille associée
S(A) est jugée trop élevée. Comme on peut le voir & la fibure 15.4, on divise aréte en lui ajoutant
un nouveau noeud (noté V') au milieu. Ce noeud doit ensuite étre relié aux autres sommets pour
former des triangles, générant ainsi une nouvelle coquille notée S(V'). Pour estimer l'erreur sur

. .y . . k
cette nouvelle coquille et calculer les erreurs estimées e, on doit avoir une valeur de g,(1 ) au sommet

V'. Mais comme gglk) est un champ défini dans tous le domaine, on peut facilement y arriver par

simple interpolation. Ce n’est toutefois pas la méthode la plus rapide. On montre dans Briffard [12]
qu’une méthode de krigeage sur la coquille compleéte (voir par exemple Fortin [26]) est beaucoup
plus rapide.

On compare ensuite les erreurs estimées sur les coquilles S(A) et S(V') et on conserve celle
étant la plus pres de Perreur désirée Eg (15.14). Ainsi, nous conserverons la coquille modifiée S(V”)
si:

E% - Z er| < |E% - Z %
Kes(V') KeS(A)
et sinon, on revient a la coquille initiale et on ne modifie pas le maillage.

Dans le cas 3D, l'opération de division d’aréte est identique au cas 2D, mais la coquille résultante
sera composée de beaucoup plus d’éléments. Il va de soi que bien que le principe de base soit
identique en dimension 2 ou 3, les opérations topologiques sont toujours plus difficiles a effectuer
en dimension 3.
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15.4.2 Elimination d’un sommet

A

Figure 15.5 — Elimination d’un noeud

A Tinverse de la division d’aréte, I’élimination du noeud V est effectuée lorsque l'erreur estimée
sur la coquille S(V') qui lui est associée est trop élevée. La premiére étape, illustrée a la figure 15.5,
consiste donc a retirer le noeud V', pour ainsi obtenir un polygone (polyeédre en dimension 3).
Celui-ci doit étre ensuite remaillé et il existe plusieurs fagons d’y arriver. C’est quand méme une
opération délicate, parfois méme impossible, particulierement en dimension 3. On peut par exemple
utiliser la méthode de ear clipping, développé dans [35] en dimension 2 et généralisée en dimension
3 dans [12]. Nous noterons cette nouvelle coquille S’. Ensuite, nous conserverons la coquille qui
entre S(V) et S’ se rapprochant le plus du seuil. Ainsi on conservera la coquille modifiée si :

2 2 2 2
ES_ Z €K < ES_ Z €K
Kes' KeS(V)

et sinon on ne fait rien. L’idée est de toujours se rapprocher de I'objectif d’erreur locale et par
conséquent de 'objectif d’erreur globale Fq et les deux opérations précédentes vont en ce sens.
pour l'erreur.

Les deux opérations qui suivent optimiseront ’erreur par unité d’aire (de volume).

15.4.3 Retournement d’aréte

Pour déterminer si nous retournons une aréte A, nous allons comparer les erreurs estimées sur
la coquille initiale S(A) et sur la coquille ot 'aréte est retournée notée S(A’) et conserver celle qui
minimise la semi-norme H! de I’erreur (voir la figure 15.4.3). On voit ainsi réapparaitre la notion
de minimiser 'erreur par unité d’aire, non pas sur un seul triangle mais bien sur une coquille.
Autrement dit, 'aréte sera retournée si :

Z (Veg)? < Z (Veg)?

K'eS(A") KeS(A)

Cette opération est faite en parcourant toutes les arétes internes (non situées sur la frontiere) du
domaine.
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S(A) S'(A")

Figure 15.6 — Retournement d’une aréte interne

S(X) Poly(X) S'(Poly(X))

Figure 15.7 — Retournement d’une aréte de bord

Bien que cela puisse sembler un peu absurde, il est parfois utile de retourner les arétes situées
sur la frontiere 0f2, dans un sens que nous allons maintenant préciser. Ce retournement ne se fera
évidemment pas de la méme maniere que pour les arétes internes car la géométrie du domaine doit
étre préservée et cette aréte ne peut étre déplacée. On considere pourtant le noeud X se situant dans
le méme élément que l'aréte A du bord mais ne touchant pas a la géométrie, ainsi que sa coquille
associée S(X), tel que présenté a la figure 15.7. Projetons ensuite ce sommet sur la géométrie
pour obtenir un polygone Poly(X). Ce polygone sera ensuite remaillé de maniére a minimiser la
semi-norme H' de I'erreur. Finalement, le nouvel ensemble d’éléments S’(Poly(X)) sera conservé
si celui-ci posséde une erreur en semi-norme H'! plus basse que sur la coquille initiale.

Notons que cette opération locale est hybride. Nous la présentons comme un retournement
d’aréte mais elle comporte aussi un déplacement de sommet. Elle est équivalente & projeter sur la
frontiére, le noeud opposé a 'aréte. L’expérience montre qu’elle permet d’améliorer les maillages
au voisinage des frontiéres en éliminant des noeuds devenus inutiles.
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Comme nous 'avons déja mentionné, les opérations topologiques locales sont beaucoup plus
difficiles a réaliser en dimension 3. S’il est généralement simple de voir ces opérations en dimension
2, la visualisation des cas tridimensionnels n’est pas une mince tache. Le retournement d’aréte ne fait
pas exception. Notons tout d’abord que le nombre de tétraedres d’une coquille peut varier lors d’un
retournement d’aréte, ce qui n’est pas le cas en dimension 2. Nous présentons deux situations aux
figures 15.8 et 15.9. Ainsi, a la figure 15.8 la coquille initiale comporte initialement trois tétraedres,
nombre qui passe a deux apres retournement.

Coquille initiale 3 tétraedres de la coquille Coquille finale

Figure 15.8 — Retournement d’aréte dans une coquille & trois tétraedres : coquille initiale (gauche
et centre) et finale (a droite).

15.4.4 Déplacement d’un sommet

Le déplacement du sommet V est également utilisé pour minimiser la semi-norme de 'erreur.
On considere donc la coquille S(V') associée au noeud et on cherchera la position & qui minimise
la semi-norme de lerreur c.-a-d. qui minimise la fonction F' définie par :

F(x) = Z (Ver)?

KeS(x)

ou S(x) est la nouvelle coquille obtenue en déplacant le noeud V' a la position . Pour minimiser,
on se déplacera dans la direction inverse du gradient d = —VF' par une méthode de gradient
standard. La principale difficulté est de calculer ce gradient et on le fera par différences finies. Plus
précisément, on détermine d’une part 'aréte la plus longue issue de V' (ejong) et d’autre part, 'aréte
qui est la plus orthogonale (e,,+) & la précédente. On calcule ensuite :

F(V + hejong) — F(V)
h

F(V + heorth) - F(V)
h

VFE(V)-eong =
(15.15)

VE(V) - €orth
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Figure 15.9 — Retournement d’aréte dans une coquille & quatre tétraedres : coquille initiale (gauche),
polygone associé (centre) et coquilles finales (droite).

et on résout pour obtenir le gradient of F' en V' et donc la direction de descente d.

Par la suite, quelques itérations de la méthode du gradient suffisent pour minimiser la fonction.
On doit par contre toujours s’assurer que le déplacement ne retourne pas les éléments (que le
sommet ne sorte pas de la coquille) et que le maillage demeure valide (voir la Figure 15.10).

Le déplacement de sommet est une opération relativement cotiteuse puisque de nombreuses
réinterpolations de g,(f) sont nécessaires. Les vérifications pour s’assurer de la validité du maillage
sont également gourmandes en temps de calcul, particulierement en dimension 3. Il existe des
variantes moins cofiteuses et surtout plus rapides. Briffard en présente un tres intéressante dans sa
these et basée sur 'idée que les arétes connectées a un sommet agissent comme des ressorts dont la
constante de rappel est proportionnelle & ’erreur. Notons qu’ici encore, bien que la méthode soit
totalement différente, le déplacement ne sera effectué que si la semi-norme de 'erreur sur la coquille
modifiée diminue. On se référera encore une fois a [12] pour les détails.

Terminons cette section par un algorithme rudimentaire résumant les différentes étapes de la
stratégie d’adaptation.

1. On part d’'un maillage initial, on calcule une solution u,ik) dont on reconstruit le gradient

ggk) par la méthode Zhang et Naga (voir 'annexe E);

2. On établit une séquence pour les opérations topologiques de modification des maillages.
Cette séquence est une heuristique pouvant prendre la forme suivante :

a) Parcourir les arétes pour les diviser et parcourir les sommets pour les supprimer si né-
cessaire de maniére & approcher 1'objectif d’erreur Eq en norme L2.

b) Parcourir les arétes pour les retourner et parcourir les sommets pour les déplacer afin
d’optimiser I'erreur par unité d’aire;

c) Répéter les deux étapes précédentes au besoin ;
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S(V) S(x)

Figure 15.10 — Déplacement d’un sommet

(k)

3. Calculer une nouvelle solution u;~ sur ce maillage modifié, réestimer son gradient et retour-
ner a ’étape 2.

Cette procédure est répétée a quelques reprises jusqu’a ce que les nouvelles modifications ap-
portées au maillage soient mineures. Il n’existe cependant pas de critére tres précis pour ce faire.
L’expérience montre que 5 ou 6 résolutions et adaptations suffisent dans un tres grand nombre
d’applications. Nous en présentons quelques unes dans la prochaine section.

15.5 Exemples

On commence par un probléme de perturbation singuliere rencontré au chapitre 10 et qui nous
a obligé a introduite les méthodes de type SUPG.

Exemple 15.3. On considere ’équation différentielle 10.2 que nous rappelons ici :

d dr dTl

sous les mémes conditions aux limites soit 7'(0) = 0 et 7(1) = 1. Nous avions constaté que le
probleme devient de plus en plus difficile a résoudre au fur et a mesure que le nombre de Peclet
Pe = u/k augmentait. La raison proncipale est la présence d’une couche limite tres fine en = 1 ou
la solution passe essentiellement de 0 & 1 dans un intervalle d’autant plus petit que Pe est grand.

Dans un premier temps, on utilisera des éléments linéaires. L’erreur cible Eq en norme L? est
fixée & 1074, Le maillage de départ comporte seulement 10 éléments et donne une erreur en norme
L? de 1,42 x 1071, trés loin de la cible (et une erreur de 6,30 en semi-norme H'). Une premiére
adaptation méne & un maillage de 65 éléments et & des erreurs en norme L? et H' similaires au
maillage initial, voire méme tres légerement supérieures, On note toutefois sur la figure 15.11 que
les noeuds de calcul se concentrent vers la couche limite en x = 1. La deuxieme adaptation donne
un maillage de 74 éléments et une erreur de 6,3 x 10, légérement supérieure & l'erreur cible. La
semi-norme passe & 1,43 x 107!, La solution numérique passe trés pres de la solution exacte au
point ou on ne peut plus les distinguer a la figure 15.11. On note que le premieér élément couvre
tout l'intervalle [0, 0,85] ou la solution est essentiellement nulle. Tous les éléments sont concentrées
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dans la couche limite 1a ou les variations sont importantes. Si on continue a adapter, le maillage
continue de s’améliorer tout doucement mais le nombre d’éléments demeure a peu pres constant.
Les normes de l'erreur sur la solution linéaire passe & 2,9 x 1075 et 8,8 x 1072, Notons enfin que si
on regarde ’erreur sur la solution enrichie 02, elle passe & 1,53 x 103 en semi-norme. On a donc
un gain important sur cette norme di au fait que I'on récupere des dérivées plus précises.

On observe un comportement similaire pour les éléments quadratiques a la figure 15.12. La
méme précision est obtenue mais avec beaucoup moins d’éléments. Notons enfin que la méthode
d’adaptation capture parfaitement la solution a Pe = 1000 ou Pe = 10 000, solution qui est illustrée
a la figure 15.13. On pourrait vérifier que, mis & part les deux premiers noeuds de calcul, tous les
autres (75 au total) sont situées dans lintervalle [0,996, 1] de maniére a bien capturer la couche
limite. ¢
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Annexe A

Rappels sur le théoreme de la
divergence

Nous rappelons dans cette section quelques résultats fondamentaux sur les fonctions de plusieurs
variables réelles et notamment sur le théoréeme de la divergence qui est a la base de toute formulation
variationnelle. Nous travaillerons généralement dans R? ou plus particulierement dans des ouverts
Q de R3. Les points de €2 sont notés x = (2!, 22, 23), le cas bidimensionnel ne posant évidemment

aucune difficulté. En dimension 1, on notera tout simplement .

A.1 Gradient, divergence et laplacien

Rappelons la définition du gradient d’une fonction.

Définition A.1: Gradient d’une fonction

Soit f(x) une fonction définie sur un ouvert 2. Le gradient de f en & (noté V f(x)) est le
vecteur pointant dans la direction de croissance maximale de la fonction f et dont le module
est précisément donné par le taux de croissance maximal de f en .

Cette définition quelque peu étriquée permet de s’affranchir du systeme de coordonnées. Dans
le cas cartésien, on peut montrer que :

Vi@ = (5o 5t L)

axl ’ 81’2, 8953

Il s’agit donc du vecteur des dérivées partielles de la fonction.

383
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Définition A.2: Dérivée directionnelle

La dérivée directionnelle d'une fonction f(x) dans la direction du vecteur unitaire d (||d||2 = 1)
est donnée par :
of

5q = V/ (@) d=V @)l cost

ou # est 'angle entre les vecteurs gradient et d.

La dérivée directionnelle donne le taux d’accroissement de la fonction f(x) dans la direction d.
Lorsque 6 = 0, les vecteurs gradient et d sont dans la méme direction et la dérivée directionnelle
prend sa valeur maximale (cosf = 1), ce qui est bien cohérent avec la définition du gradient..

Définition A.3: Divergence d’une champ de vecteurs

Soit un champ de vecteurs u(x). On définit la divergence de ce champ par ’expression :

8'&1 8UQ aU3

V . _ - —_Z P
¢ 8x1+8x2+8x3

A.2 Intégrales curvilignes et surfaciques

A.2.1 Rappel sur les intégrales curvilignes

Si C' est une courbe de 'espace et f(x) une fonction scalaire, on pose :

[ 5ds= [ @) I @)l

ou y(t) = (71(t),v2(t),v3(t)) pour a < ¢t < b est une paramétrisation de la courbe C et ||y (¢)]|2
désigne la norme euclidienne du vecteur +/(¢) (voir Philippin [48]).

A.2.2 Rappel sur les intégrales surfaciques

Si S est une surface de 'espace et f(a) une fonction scalaire, on pose :

/Sfd‘S:/Df(U(tlyb)) ‘(%x 9o

dt1dt
ot1 Otally 2

ou o(ty,te) = (01(t1,t2),09(t1,t2), 03(t1,t2)) pour (t1,t2) € D est une paramétrisation de la surface
S et « x » désigne le produit vectoriel. L’intégrale sur la surface S de la fonction f = 1 donne 'aire
de cette surface. De plus, la normale n a la surface est donnée par :
9o o Oo
n(tl, tQ) 6t1 atz
H ot 8t2 ”2
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Figure A.1 — Ouvert 2 de frontiere I’

et une autre forme de ce résultat est que pour une fonction vectorielle u, on a :

Jdo Oo
/E;'U, ‘nds = AU(O’(tl,tQ)) . ((‘%1 X %) dtldtQ

Voici quelques exemples de paramétrisation de surfaces.
— Toute surface de la forme x3 = f(x1,22) pour a < 1 < b et ¢ < x9 < d peut étre
paramétrisée sous la forme :

o(t1,t2) = (t1,t2, f(t1,t2)) a<t;<be<ty<d

A.3 Théoreme de la divergence

Nous sommes en mesure de formuler le théoréme de la divergence ou théoreme de Gauss-
Ostrogradski que nous ne démontrons pas (voir par exemple Swokowski, réf. [58]). Pour un rappel
sur les intégrales multiples et les intégrales curvilignes ou surfaciques, on se référera a Philippin [48].

Théoréme A.4: de la divergence

Soit 2 un ouvert de R™ de frontiere I' (voir la figure A.1). Soit de plus n le vecteur normal
unitaire a I' pointant vers l'extérieur de . Si u est un champ de vecteurs dont les dérivées
partielles premieres sont continues sur 2, alors :

/V-udv:/u'nda (A1)
Q r

Remarque A.5. Dans le théoréme de la divergence, le terme de gauche est une intégrale double
ou triple suivant que le probléeme est en 2 ou 3 dimensions. L’expression dv désigne donc un élément
d’aire ou de volume, selon le cas. Le terme de droite est une intégrale curviligne si €2 est un domaine
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bidimensionnel ou une intégrale surfacique en 3 dimensions (voir les exercices de fin de chapitre). De
méme, da désigne un élément de longueur ou d’aire, selon le cas. Le terme de droite de I’équation A.1
est le flur du champ u a travers la surface I'. <«

Il existe de nombreuses formes sous lesquelles le théoréme de la divergence est utile. Nous en
explicitons quelques unes.

Corollaire A.6

Si le champ de vecteurs u a la forme particuliere :
U = (0707 7fa07"' 70)

(f apparaissant a la 7™ composante) ou f(x) est une fonction dont les dérivées partielles
premieéres sont continues, alors la divergence de u s’écrit % et le théoréme de la divergence
3

s’énonce comme suit :
of

o Ox;

dv = /Ffm ds (A.2)

Démonstration. La preuve vient immédiatement en se servant du théoreme de la divergence.

Corollaire A.7

Soit h(x) une fonction dont les dérivées partielles premiéres sont continues et si u satisfait les
hypotheses du théoreme de la divergence, alors :

/hV-udv+/Vh-udv:/hu-nds (A.3)
Q Q r
En particulier, si le champ de vecteurs u a la forme particuliere :

u:(ovou'”7f707'”)0)

(f apparaissant a la ™ composante) ot f(x) est une fonction dont les dérivées partielles
premieres sont continues, alors on a :

/haf dv+/
o Ox; Q

Démonstration. 11 suffit de démontrer Iidentité (voir les exercices de fin de chapitre) :

V. (hu)=hV -u+ Vh-u

oh
O

7

fdv= /Fhfm ds (A4)

et d’appliquer directement le théoréme de la divergence au champ u; = (hu). |



Rappels sur le théoréme de la divergence 387

La forme la plus répandue de ce théoréme est sans doute la suivante.

Corollaire A.8

Si le champ u est le produit d’une fonction scalaire g avec le gradient d’une fonction scalaire
f(@), c-a-d. u =gV f, alors on a :

/hV-(gi) dv+/th-Vfdv—/thf-nds—/h(gaf> ds (A.5)
Q Q r r on
En particulier, si g =1, on a :

2 . _ [ ,9f
/QthdH/QVh Vfdv—/rhands (A.6)

Démonstration. La démonstration est immédiate en appliquant la relation A.3 et en utilisant la
définition du laplacien. |

On peut étendre certains des résultats précédents aux tenseurs d’ordre 2. En particulier, on le
résultat suivant qui est tres utile en élasticité linéaire et en mécanique des fluides.

Corollaire A.9

Si o est un tenseur symétrique d’ordre 2 et si w est un vecteur, alors on a :

/Q(V-a)-wdvjt/ﬂa:V'wdv:/r(a-n)-wds (A.7)

Il existe un résultat similaire au théoreme de la divergence mais qui concerne le rotationnel.

Corollaire A.10

Soit © un ouvert de R™ de frontiere I' (voir la figure A.1). Soit de plus n le vecteur normal
unitaire a I' pointant vers I'extérieur de €. Si u est un champ de vecteurs dont les dérivées
partielles premieres sont continues sur 2, alors :

/qudv:/nxuda (A.8)
Q r

Démonstration. On remarque immédiatement qu’il s’agit d’une égalité entre deux vecteurs. Pour
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démontrer 1’égalité, on peut donc y aller composante par composante. Rappelons que :

61]3 8’02 81}1 81}3 81)2 8’01
Vxu=|-—"-—,——-—-—,——— ] et nxu = (nav3 — ngva, N3V — N1V3, N1V — NV1)
833‘2 81‘3 6933 81’1 8.7}1 8.7)2

Nous nous limiterons a montrer que :
8’[)3 81)2
—= — ——dv = [ nov3 —ngvy da
Q r

Mais il suffit alors d’appliquer le théoréme de la divergence A.1 au champ © = (0,vs3, —v3). On

alors :
———dv:/V-de:/ﬁ'nda:/ngvg—ngvgda
Q O0xy  Oxs o) T r

Les autres composantes s’obtiennent de maniere similaire.
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A4

1.

Exercices

Démontrer que si f(x) et g(x) sont des fonctions scalaires et v(a) désigne un champ de
vecteurs, on a les relations suivantes :

a) V- (V[f)=V3f
b) V. (gv) =Vg-v+¢gV - v
) V-(gVf)=Vg-Vf+gVf

. Démontrer que :

a)
/Q<fV2g—gV2f) dv:/s( grgz_ggfz) ds

/V2fdv: ﬁds
Q s on

b)

. Donner une paramétrisation des courbes suivantes :

a) La courbe y = 22 entre 0 et 1.
b) La courbe y = f(x) entre a et b.
c) Le cercle de rayon R et centré au point (x§, z$).

d) Le segment de droite entre les points (1,2) et (3, —1).

Evaluer les intégrales curvilignes suivantes en donnant au préalable une paramétrisation de

la courbe C.
/ 1ds
C

a)
ou C est le cercle de rayon 1 centré en I'origine.
N.B. L’intégrale sur la courbe C de la fonction 1 donne la longueur de cette courbe.

b)
/ z2 ds
C

ou C' est le segment de droite joignant les points (1,1) et (2, 3).

. Déterminer, a l’aide de I'intégrale curviligne appropriée, la longueur de ’ellipse :

v1(t) = acost
v2(t) = bsint

pour t entre 0 et 27.

. Evaluer les intégrales surfaciques suivantes :

a)
/S(l'l + x9 + x3) ds
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ou S est la surface du plan x3 = x1 +zo pour 0 <z < z1et 0 <z < 1.
b)

/S(m +1)ds

ou S est la surface définie par (costy,sinty,t2) pour 0 <t; <2mwet 0 <ty < 3.

. Vérifier le théoreme de la divergence en calculant séparément 'intégrale de volume et I'in-

tégrale surfacique pour le champ v = (z1, z2, z3) et le domaine 2 constitué du cube de coté

a: [0,a] x [0,a] x [0,a].
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Interpolation de Lagrange

Le but de ce chapitre est de rappeler les techniques classiques d’interpolation et en particulier
la construction des fonctions d’interpolation de Lagrange. Dans le contexte de la méthode des
éléments finis, nous nous limiterons a déterminer les fonctions d’interpolation seulement sur les
éléments de référence. Nous procéderons de maniere identique en dimension 1, 2 ou 3, méme s’il
existe des facons plus simples d’arriver au méme résultat.

Deux espaces de polynémes jouent un role important en éléments finis. Dans un premier temps,
nous noterons Py ’espace des polynémes de degré k. On vérifie facilement que la dimension de
I'espace P, est :

(n+k)!
k!n!

ot n est la dimension d’espace(n = 1,2 ou 3). L’espace Py est généralement utilisé sur les éléments
triangulaires ou tétraédriques.

Nous travaillerons également avec I’espace (J, des polynomes de degré k en chacune des variables
d’espace. La dimension de cet espace est tout simplement :

dim(Py) =

dim(Qg) = (k + 1)"

En dimension 1, ces 2 espaces coicident mais ils different en dimension 2 ou 3. L’espace Q) est
particulierement adapté aux éléments quadragulaires ou hexaédraux comme nous le verrons un peu
plus loin dans ce chapitre. Bien siir, il sera possible d’utiliser des variantes incompletes des espaces
Pi ou Qi selon les besoins.

Quelque soit I'espace de polynomes utilisé, nous noterons N sa dimension. On se donne main-
tenant N points &;,&s, - &y sur élément de référence. Les N fonctions de Lagrange L;(£) sont
des polynémes de Pj ou () vérifiant :

L&) = 1 Vi
{Lx(éj; =0 VA (B.1)

Pour construire ces fonctions, il suffit de choisir une base généralement constituée de monoémes
de degré k. Nous noterons cette base de polynémes p1(&),p2(€), -+ ,pn(€). Pour construire les
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fonctions B.1, il suffit alors de poser :
N
Li(&) = a;p;(€)
j=1

et d’imposer les contraintes de I’équation B.1 pour construire un systéme linéaire de dimension N
sur NV dont les inconnues sont les coefficients a;. On obtient ainsi le systéme linéaire :

[ p1(&) p2(&) 0 pn(&) ][ @ ] [0 7]
p1(&2) p2(&2) -+ pn(€2) ag 0

pl(‘ﬁi) Pz(éi) PN@U C;z' o 1

L pl(éN) 2(€N) pN(gN) 4L CL‘N J L 0 J

Le terme de droite est tout simplement le vecteur de base e; dont toutes les composantes sont
nulles, sauf la i®™€. La résolution est immédiate puisque la matrice est généralement inversible.
Notons de plus que la matrice est la méme pour toutes les fonctions de Lagrange. Seul le terme de
droite change.

On répete ce processus pour chaque fonction de Lagrange. Une fois ce travail accompli, le
polynome :

N
u(€) = > _u;L;(€) (B.3)
j=1

est I'unique polynome de degré k dont la valeur en £ = &, est w;, ce qui constitue un polynoéme
d’interpolation.

B.1 Interpolation en dimension 1

En dimension 1, ’élément de référence est l'intervalle | — 1,1[. La dimension de Py est tout
simplement N = k+1 et on choisit une base naturelle de cet espace de polynémes soit 1,&,£2, -, £F.
Polynémes de degré 1

On choisit naturellement comme points d’interpolation les coordonnées & = —1 et &, = 1 de

I’élément de référence. La base de monomes est constituée des polyndémes 1 et £. Le systeme B.2
devient pour la fonction L;(€) :

1 -1 apr ] |1

1 +1 az | | O

tandis que pour la fonction Ls(§), le systéme est :

oalla =1y
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| Polynémes de Lagrange P; (1D) |

. dL;
1 1-¢ _1
2 2
1
5| L& 1
2 2

TABLE B.1 — Polynoémes de Lagrange P; sur l'intervalle de référence
On obtient ainsi les solutions :

al=l e la]=11s]

Ces deux fonctions sont illustrées a la figure 5.4 s’expriment a l'aide de la relation B.3 sous la

forme :
1-¢ _1+¢
2

L1(§) = 5 et La(6) = —

Pour compléter le développement, le tableau B.1 donne ’expression des fonctions de Lagrange
de méme que les dérivées qui sont utiles pour I’évaluation des systémes élémentaires comme celui
de la relation 5.5.

Polynémes de degré 2

On choisit naturellement comme points d’interpolation les coordonnées & = —1, & = 1 et
& = 0 de I’élément de référence (nous avons numéroté les extrémités ou noeuds géométriques de
I’élément en premier). La base de monomes est constituée des polynomes 1, ¢ et £€2. Nous ne ferons
explicitement le calcul que pour la premere fonction de Lagrange. Le systeme B.2 s’écrit alors :

1 -1 1 al 1
1 41 1 ag | =10
1 0 O as 0

dont la solution est :

al 0
ag = —1/2
BN

et en vertu de ’équation B.3, on a donc la fonction :

_g_f. 8 _EE-1)
LO=0=5+5="5"
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| Polynémes de Lagrange P, (1D) |

0| Len) o
1 5(52_1) £—1/2
2 5@;1) E+1/2
3] 1-¢2 —2¢

TABLE B.2 — Polynoémes de Lagrange P» sur 'intervalle de référence

De méme, on obtient les autres fonctions de Lagrange listées au tableau B.2.

Remarque B.1. On peut procéder plus simplement et construire les polynémes de Lagrange
directement. Pour obtenir par exemple L;j(§) en se sert directement de I’équation B.1. En effet,
cette fonction doit s’annuler en £ = 0 et en £ = 1. Il suffit donc d’introduire des facteurs & et
(£ — 1). De plus, elle doit prendre la valeur 1 en & = —1. Or la fonction £({ — 1) vaut 2 & cette
endroit. Il suffit donc de diviser par 2 et on obtient :

L4(6) = 56~ 1)

On construit les autres fonctions de lagrange par un raisonnement similaire. Cette fagon de procéder
est tout-a-fait générale et fonctionne pour les polynémes de degré quelconque. <«

B.2 Interpolation en dimension 2

Contrairement au cas unidimensionnel, nous avons ici le choix de la forme géométrique des
éléments. Le plus souvent, on utilise des triangles ou des quadrilatéres. Les espaces de polynomes
correspondants sont légerement différents.
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B.2.1 Interpolation sur les triangles

Voyons en premier lieu le cas des triangles. L’espace de polynoémes le plus fréquemment utilisé
est I’espace P, dont on construit une base a I’aide du tableau suivant :

P(_) . 1

P § ]

Py ¢? &n n?
Py:| & & &n? n?

et ainsi de suite.

Pour déterminer uniquement un polynéme de degré k, on doit choisir N points d’interpolation
distincts. Le choix des points d’interpolation est dicté par les propriétés de la fonction que 'on
souhaite interpoler.

Polynoémes de degré 1
Commencgons par ’exemple le plus simple. Construisons les fonctions d’interpolation linéaires (P;)
sur 1’élément de référence. Du triangle précédent, la base de mondmes est 1,£,n de sorte que tout
polynéme de P; peut s’écrire :

p1(§,n) = a1 + az€ + asn

La dimension de cet espace étant 3, quoi de plus naturel que de choisir les 3 sommets du triangle
& = (0,0), & = (1,0) et &5 = (0,1) (voir la figure 6.2). On va construire, suivant la démarche
utilisée en dimension 1, des fonctions d’interpolation L;(£,7n) de sorte que :

L;i(&) = Lj(&.mi) = 0

Pour la premieére fonction d’interpolation, le systeme B.2 devient :

1 0 0 i ay 1
1 1 0 a2 | =10
1 0 1 ] as 0
ce qui donne immédiatement :
al i 1
a9 = —1
asz | -1

d’otut :
Li(&,mi)=1-&—n
de maniére similaire, on trouve les fonctions Lo (§,n) et L3(&,n). Le tableau B.3 résume la situation.

Puisqu’elles sont également utiles pour I’évaluation des systémes élémentaires, nous avons également
indiqué les dérivées partielles des polynémes de Lagrange.

Remarque B.2. On pourrait également choisir comme points d’interpolation les 3 milieux de c6tés.
On obtient les fonctions de Lagrange dites P} non conformes. La particularité de cette construction
est que lapproximation par éléments finis qui en résulte n’est pas continue aux interfaces des
éléments et n’appartient donc pas a l'espace H'(Q). «
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| Polynémes de Lagrange P; (2D) |

. oL; OL;
T[1-¢c—n] -1 1
o ¢ 1 0
3 n 0 1

TABLE B.3 — Polynémes de Lagrange P; sur le triangle de référence

| Polynémes de Lagrange P, (2D) |

) oL; oL;

i | Li(&n) o€ on
T]-AI—20N] L—4x | 1-4x
2 =€(1—-28) | —14+4¢ 0

3| —n(l—2n) 0 —1+4n
4 4EN 4N=¢) —4£

5 4€n 4n 4¢

6 dn —4n 4N —n)

TABLE B.4 — Polynoémes de Lagrange P» sur le triangle de référence

Polynoémes de degré 2
Une base de l'espace P, est constituée des polynomes 1, &, n, €2, €n et n? ce qui constitue un
espace de dimension 6 (voir la figure 6.2). Dans ce cas, on trouve le systéme :

1 0 0 0 0 01[a
1 1 0 1 0 1/|]a
1 0 1 0 0 1]||a]|_
1 1/2 0 1/4 0 0| |a|”®
1 1/2 1/2 1/4 1/4 1/4 || as
1 01/2 0 0 1/4]] as

En résolvant ces 6 systemes linéaires, on trouve les fonctions du tableau B.4. Pour simplifier les

expressions, on a posé :
A=1-¢—19

Remarque B.3. On peut procéder différemment et éviter completement la résolution d’un systeme
linéaire. L’idée est de se servir de polynémes de degré 1 et d’annuler la fonction L;(§, n) aux endroits
appropriés. Pour illustrer ce processus, regardons le 3¢ noeud (de coordonnée (0,1)) de cet élément.
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| Polynémes de Lagrange P, hiérarchique (2D) |

_ OL; OL;
1[1-€&—n=2X -1 -1

2 13 +1 0

3 7 0 +1

4 4EN A(1— 26— ) ¢

50 4y an 4¢

6 AnA —4n 41— ¢ —2n)

TABLE B.5 — Polynémes de Lagrange P» sur le triangle de référence

La fonction L3(&,n) doit s’annuler aux autres noeuds. On peut dans un premier temps introduire
le facteur n (qui s’annule aux noeuds 1, 2 et 4) et le facteur n — 1/2 qui & son tour s’annule aux
noeuds 5 et 6. La fonction résultante n(n — 1/2) s’annule a tous les noeuds sauf le troisiéme. Par
contre, a ce noeud, elle vaut 1/2 ce qui bien sir est différent de 1. Il suffit alors de diviser par cette
valeur et on obtient :

n(n—1/2)

1/2

qui est ce que l'on avait trouvé. Ce raisonnement peut s’appliquer en toutes dimensions et on y
recourera fréquemment. <«

L3(&,m) = = —n(1—2n)

Remarque B.4. On peut aussi construire des fonctions d’interpolation dites hiérarchiques. Cela
consiste a utiliser des fonctions linéaires pour les 3 sommets de I’élément et des fonctions quadra-
tiques sur les milieux de c6tés. On obtient ainsi le tableau B.5.

Ceci constitue bien également un base de P, mais ces fonctions ne vérifient pas la condition B.1.
Si on pose ensuite :

6
u(€,n) =Y u;L;(€,n)
j=1
I'interprétation des inconnues u; n’est plus la valeur de u(x) au noeud correspondant. En effet :
u(€1) = u(0,0) = w
et c’est également le cas pour les 2 autres sommets. Par contre :

(u1 + UQ)

u(€y) = u(1/2,0) = ug + 1

de sorte que le degré de liberté associé au quatriéme noeud s’interpréte par la relation :

(u(&y) +ul&y)
2

(w1 + u2)

9 = u(&y) —

ug = u(€y) —
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| Polynémes de Lagrange Q; (2D) |

OL; OL;

L 0+00+n) | {040 | ;049

2| L0- 0+ | —;1+n) | ;0-8

3 0-90-n | —30-n|-50-9

40490 - | [0-9) | -50+9

TABLE B.6 — Polynémes de Lagrange Q1 sur le carré de référence

et linterprétation des inconnues (éventuellement des degrés de liberté) est plus délicate. Il faudra
étre prudent lors de I'imposition des conditions aux limites essentielles si on utilise de telles bases.
<4

B.2.2 Sur les quadrilateres

Nous utiliserons 1’espace Qj, sur 1’élément de référence [—1,1]2. Il est facile de construire une
base pour cet espace puisqu’il suffit de faire le produit cartésien des ensembles 1,&,£2,--- . &F et
177777727”' 7nk‘

Polynéme de degré 1 (Q1)

Le cas le plus simple est bien siir ()1 dont la dimension est 4. Une base possible est 1,&,n,&n.
Il nous faut donc 4 points d’interpolation et les 4 coins semblent un choix idéal (voir la figure 6.4).

On obtient les 4 fonctions de Lagrange toujours de la méme fagon et nous nous limiterons a les
lister.

Remarque B.5. Tout comme pour le cas triangulaire, on pourrait penser choisir comme points
d’interpolation les 4 milieux de cotés soit les points (0, —1), (1,0), (0,1) et (—1,0). Ce qui semble
naturel ne fonctionne pas toujours. En effet, en se servant encore ici de la base 1, £, n et &7, la
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matrice du systeme B.2 s’écrit :

1 0 -1 0
1 1 00
1 0 10
1 -1 00

et est singuliére. La solution n’est donc pas unique et on peut facilement le constater puisque
les fonctions 0 et &n sont toutes deux des fonctions de @; qui prennent les mémes valeurs (0)
aux milieux des cOtés. On ne peut donc pas choisir ces points d’interpolation pour construire des
appproximations non conformes, contrairement a ce que nous avons fait sur les triangles. «

Polynéme de degré 2 (Q2)
La dimension de l'espace Q2 est 9 et il semble naturel de choisir les points illustrés sur la
figure 6.4. On construit ainsi les polynémes de Lagrange du tableau B.7.

B.3 Interpolation en dimension 3

B.3.1 Sur les tétraédres

En dimension 3, on utilise les mondmes suivants pour établir la base de 'approximation :

P(): 1
Pl : 577774.7
P, : ‘5277727C2a§777§<777C7

P3 : €3’ 7]37 C37 52777 §2C7 772<7 n2§7 C2€7 C2777 £HC7

De maniere similaire & celle présentée dans le cas bidimensionnel (voir la figure 6.6), on montre
aisément que pour les fonctions de Lagrange de degré 1, on a le tableau B.8.
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Polyndémes de Lagrange ()2 (2D)

i e o o

1] 0590+ | 04290 +mn | 70+060+20)

2| 30— 9e(+ )y |~ (1= 2001+ nn | (1 - eI +20)
3| J0-9—n | J0-200-n | 0-9¢0-2m)

4] =01+ 80 —nn | =31+ 20(1 = nn | —(1+ 91— 20)
5| s0-Enian) | et | S0-)1+m)

6| —261-90-) | —30-200-7) | €1-n

A e I I U R
8 %u+5ma—n% ;1+%ﬂ1—ﬁ) (1+&)&n

9] -0 —n* —26(1 — %) —2(1— &)

TABLE B.7 — Polynémes de Lagrange Qo sur le carré de référence

TABLE B.8 — Polynémes de Lagrange P; sur le tétraedre de référence

| Polynoémes de Lagrange P, (3D) |

. OL; | OL; oL;
1[1—-¢—n—C] —-1] -1 —1
2 1 0 0
3 n 0] 1 0
4 0 0 1

Annexe B



Annexe C

Intégration numérique

L’intégration numérique est une composante essentielle de toute méthode d’éléments finis. S’il
est toujours préférable d’utiliser I'intégration exacte lorsque cela est possible, on doit toutefois
recourir fréquemment & l'intégration numérique si on souhaite développer des méthodes d’éléments
finis relativement générales.

Tout comme pour l'interpolation de Lagrange, nous ferons le développement des différentes
formules d’intégration numérique sur les éléments de référence puique c’est la que sont effectuées
toutes les intégrales en éléments finis.

C.1 En dimension 1

Nous choisissons 'intervalle d’intégration [—1,1] qui est ’élément de référence pour les pro-
blemes en dimension 1. Nous avons vu au chapitre 5 comment passer d’un élément quelconque a
cet élément de référence a I'aide du changement de variable 5.6.

On cherche a évaluer une expression de la forme :

r= [ gtepe (€1

-1

En éléments finis, la fonction g(&) fait intervenir les fonctions d’interpolation ¥; (&) et leurs dérivées
ainsi que les propriétés physiques du probléeme. Par exemple, on doit évaluer :

1 K K Ke\ K
[ v (“1 re )k 5) D5(€)9u() e

qui est bien de la forme C.1. Dans la plupart des programmes d’éléments finis, on utilise les quadra-
tures de Gauss-Legendre qui consistent a approcher l'intégrale C.1 par une expression de la forme :

mg

[ @i~ Y- wigte (€2)
- i=1

qui soit la plus précise possible.

401
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Définition C.1: Quadrature de Gauss-Legendre

L’expression C.2 est appelée quadrature de Gauss-Legendre a mg points. Les & sont appelés
points d’intégration, tandis que les coefficients w; sont les poids d’intégration.

On choisit les points et les poids d’intégration de fagon a ce que la quadrature C.2 soit exacte
pour les polynoémes de degré le plus élevé possible. De toute évidence, les points d’intégration &;
doivent tous étre distincts les uns des autres et les poids d’intégration doivent étre non nuls.

Théoréme C.2: Formule d’erreur

22mG-+1 (1)
(2mg + 1)((2mg)h)3

g®me) () ot pe[-1,1]

La quadrature de Gauss-Legendre a mg points C.2 est exacte pour les polynémes de degré
(2mg — 1) et le terme d’erreur de cette approximation est donné par :

(C.3)

Quadrature de Gauss-Legendre (1D)

—0,538469 310 105 683
0,0

+0,538 469 310 105 683

+0,906 179 845 938 664

0,478 628 670499 365
0,568 888 889 888 889
0,478 628 670 499 365
0,236 926 885056 189

m¢g | Points d’intégration Poids d’intégration | Degré de
& w; précision
1 0 2 1
2 | —0,577 350269189625 1 3
+0,577 350 269 189 625 1
3 | —0,774596 669 241 483 | 0,555 555 555 555 556 )
0,0 0,888 888 888 888 889
40,774 596 669 241 483 | 0,555 555 555 555 556
4 | —0,861136311594 052 | 0,347 854 845137454 7
—0,339981 043 584 856 | 0,652 145 154 862 545
+0,339981 043 584 856 | 0,652 145 154 862 545
40,861 136 311 594 052 | 0,347 854 845 137 454
5 | —0,906 179845938664 | 0,236 926 885056 189 9

TABLE C.1 — Intégration numérique sur 'intervalle de référence

La table C.1 résume les premiéres quadratures de Gauss-Legendre en dimension 1 (voir Fortin,
réf. [26]). La derniére colonne de cette table fournit le degré des polynoémes pour lesquels la quadra-
ture de Gauss-Legendre est exacte et qui vaut 2mg—1. C’est ce que I'on appelle le degré de précision
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de la formule de quadrature. En pratique, on choisit le nombre de points de Gauss-Legendre mg
en fonction des intégrales que ’on doit évaluer.

Exemple C.3. On veut évaluer :
+1
I= / Eredt
-1

Il s’agit ici d’'un probleme tres simple mais qui illustre bien ce qui peut se produire. La fonction
a intégrer est polyndmiale et une quadrature de Gauss-Legendre adéquate permettra d’évaluer
Iintégrale exactement. Puisqu’il s’agit d’un polyndéme de degré 2, la quadrature de Gauss-Legendre
a 2 points (mg = 2) suffira puisqu’elle est exacte pour des polyndémes de degré jusqu’a 3 (2mg —1).
On a en effet :

I = wi(&+&)+w(&+ &)
= 1 ((—0,577 350262918 9625)2 -+ (—0,577 350262918 9625))
+1 ((+0,577 350262918 9625)2 + (+0,577 350262918 9625))
— 93

soit la valeur exacte de l'intégrale. ¢

/og sin xdx = g/_ll sin (77(544—1)) d€

La quadrature de Gauss-Legendre & 2 points donne ’approximation :

Exemple C.4. On a :

™

/0E sinzdx =~ g (sin <7r(§14+1)> + sin (W(&le)))

% (sin(0,331 948 322) + sin(1,238 848 005))
= 0,998472614

Si on tient compte du fait que 'on a évalué la fonction sin z en seulement deux points, ce résultat
est d’une précision remarquable. Par ailleurs, la formule a trois points donne :

jus

/05 sinxdr ~ % (w1 sin (7T(€14+1)> + wy sin (71-(524+1)>

+ wsg sin (W(€34+ 1)>>

oy

1 (0,555 555 556) sin (0,177 031 362)

+ (0,888 888 889) sin(0,785 398 164)
+ (0,555 555 556) sin(1,774 596 669))

= 1,0000081821
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C.2 En dimension 2 ou 3

C.2.1 Sur les quadrilateres

C’est le cas le plus simple puisque l'on peut utiliser directement les techniques d’intégration
numériques développées en dimension 1. Puisque dans ce cas nous avons choisi le carré [—1,1]?
comme élément de référence, il suffit de constater que :

/11 </11 9(&,m) df) dn ~ /11 (:2? wig(&,m ) dn = sz/ (&,m) dn ~ :z?;néwiwjg(gi,nj)

(C.4)
En quelque sorte, I'intégration numérique en dimension 2 sur le carré [—1, 1]? consiste donc & utiliser
les formules obtenues en dimension 1 pour chacune des variables. Il en est de méme en dimension
3 sur le cube de référence [—1, 1] et on obtient de maniére similaire :

mg mag mag

[T T aten ¢ deandc = 35 5° S sy ) )

i=1j5=1k=1

Remarque C.5. Il n’y a donc dans ce cas nul besoin de développer des méthodes d’intégration
numérique particuliere. Si la fonction a intégrer est un polynéme appartenant a I’espace @y, c’est-
a-dire un polynoéme de degré k en chacune des variables d’espace, il suffit de choisir une quadrature
de Gauss-Legendre en dimension 1 qui soit exacte pour les polynomes de degré k et utiliser les
formules C.4 ou C.5. «

C.2.2 Sur les triangles

Les formules d’intégration numériques sont plus difficiles & obtenir sur les triangles. On ne peut
plus utiliser directement les formules en dimension 1. Le tableau C.2 fournit quelques unes des
quadratures dites de Hammer.

On passe d’un triangle quelconque au triangle de référence a ’aide de la transformation 6.5. On
utilise ensuite la relation :

[ e g = [ [ gten) dean = 3 wigleim)

ou les w;, & et n; sont donnés dans la table C.2.

C.2.3 Sur les tétraédres

Sur les tétraedres, il faut généralement utiliser encore plus de points d’intégration. La table C.3
donne quelques une des formules de Hammer en dimension 3.
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] Quadrature de Hammer (2D)
Coordonnées des points d’intégration Poids Degré de
d’intégration précision
mg &i ni w;

1 | +0,333333 3333333333 | 40,333 333 333 333 3333 | +0,500 000 000 000 0000 1

3 | 40,666 666 666 666 6667 | +0,166 666 666 666 6667 | 40,166 666 666 666 6667 2
+0,166 666 666 666 6667 | 40,666 666 666 666 6667 | +0,166 666 666 666 6667
+0,166 666 666 666 6667 | 40,166 666 666 666 6667 | +0,166 666 666 666 6667

4 | 40,333333 3333333333 | +0,333 3333333333333 | —0,281 250 000 000 0000 3
-+0,200 000 000 000 0000 | 40,200 000 000 000 0000 | +0,260 416 666 666 6667
-+0,200 000 000 000 0000 | 40,600 000 000 000 0000 | +0,260 416 666 666 6667
-+0,600 000 000 000 0000 | 40,200 000 000 000 0000 | +0,260 416 666 666 6667

6 | +0,108103018168070 | +0,445948490915965 | 40,111 690 794 839 0055 4
+0,445948 490915965 | +0,108 103018168070 | 40,111 690 794 839 0055
+0,445948 490915965 | +0,445948490915965 | 40,111 690 794 839 0055
+0,816 847572980459 | 40,091576213509771 | 40,054 9758718276610
40,091 576213509771 | +0,816847572980459 | +0,054975 8718276610
40,091 576213509771 | +0,091576213509 771 | 40,054 975871 8276610

12 | 4+0,873821971016996 | 40,063 089014491502 | 40,025422 4531851035 6
+0,063089014 491502 | 40,873821971016996 | 4+0,025422453 1851035
40,063 089014491502 | +0,063089014491502 | 4+0,025422 4531851035
+0,501 426 509658 179 | +0,249286 745170910 | 40,058 393 137 863 1895
40,249 286 745170910 | +0,501426 509658179 | 40,058 393 137 863 1895
+0,249286 745170910 | +0,249286 745170910 | 40,058 393 137 863 1895
+0,636502499121399 | +0,310352451033785 | 40,041 425537809 1870
40,636 502499121399 | +0,053 145049844816 | +0,041425537 809 1870
+0,310352451033785 | +0,636 502499121399 | 40,041 425537809 1870
+0,310352451033785 | +0,053 145049844816 | 40,041 425537809 1870
40,053 145049844816 | +0,310352451 033785 | 40,041 425537809 1870
+0,053 145049844816 | 40,636 502499121399 | 40,041 425537809 1870

16 | +0,333333333333333 | +0,333333333333333 | +0,072157 803 838 8935 8
+0,081414823414454 | +0,459292 588292723 | 40,047 545817133 6425
+0,459292588 292723 | +0,081414823414454 | +0,047 545817133 6425
+0,459292588292723 | 40,459292 588292723 | 40,047 545817133 6425
40,658 861 384496480 | +0,170569 307 751760 | 40,051 608 685267 3590
+0,170569 307 751760 | +0,658 861384496480 | 40,051 608 685267 3590
40,170 569 307751760 | +0,170569 307 751760 | 40,051 608 685267 3590
40,898 905 543 365938 | +0,050547228 317031 | 40,016 229 248 811 5990
+0,050547228 317031 | 40,898905 543 365938 | 40,016 229 248 811 5990
40,050 547228317031 | +0,050547228317031 | 40,016 229248 811 5990
40,008 394 777409958 | +0,263112829634638 | +0,013615 1570872175
40,008 394 777409958 | +0,728492392955404 | +0,013615 157 0872175
+0,263112829634638 | +0,008394 777409958 | +0,013615 157 0872175
+0,263112829634 638 | 40,728492392955404 | +0,013615 1570872175
40,728 492 392955404 | +0,008394 777409 958 | 40,013 615157 087 2175
+0,728 492 392955404 | +0,263112829634638 | +0,013615 157 0872175

TABLE C.2 — Intégration numérique sur le triangle de référence
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Annexe C

Quadrature de Hammer (3D)

Coordonnées des points d’intégration Points
d’intégration
§i | i Gi w;

Formule & 1 point, degré de précision =1

40,250 000000000000 [ +0,250000 000000000 | +0,250 000 000000 0000 |

+0,166 666 666 666 6667

Formule a 4 points, degré de précision = 2

+0,138196 601 1250105
+0,138196 601 1250105
+0,138196 601 125 0105
+0,585410 196 624 9685

+0,138196 601 125 0105
+0,138196 601 125 0105
+0,585410 196 624 9685
+0,138 196 601 125 0105

+0,138196 601 125 0105
+0,585410 196 624 9685
+0,138 196 601 125 0105
40,138 196 601 125 0105

+0,041 666 666 666 6667
+0,041 666 666 666 6667
+0,041 666 666 666 6667
+0,041 666 666 666 6667

Formule a 16 points, degré de précision =4

+0,771 642902067 2371
+0,076 119032 644 254 30
+0,076 119032 644 254 30
40,076 119 032 644 254 30
+0,119700 527 797 8019
+0,119700527 797 8019
-+0,119700 527 797 8019
+0,071 831 645 267 669 25
+0,071 831 645 267 669 25
+0,071 831 645267 669 25
+0,404 233 913 467 2644
+0,404 233 913 467 2644
-+0,404 233 913 467 2644
-+0,404 233 913 467 2644
+0,404 233 913 467 2644
+0,404 233 913 467 2644

+0,076 119032644 254 30
+0,771 642902067 2371
+0,076 119032 644 254 30
+0,076 119032 644 254 30
+0,071 831 645 267 669 25
+0,404 233 913467 2644
+0,404 233 913467 2644
+0,119 700527797 8019
+0,404 233913467 2644
+0,404 233 913467 2644
+0,119 700527797 8019
+0,119 700527797 8019
+0,071 831 645 267 669 25
+0,071 831 645 267 669 25
+0,404 233 913467 2644
+0,404 233 913467 2644

+0,076 119032644 254 30
+0,076 119032 644 254 30
+0,771 642902 067 2371
40,076 119 032 644 254 30
+0,404 233 913 467 2644
40,071 831 645 267 669 25
40,404 233 913467 2644
+0,404 233 913467 2644
+0,119 700527797 8019
+0,404 233 913 467 2644
40,071 831 645 267 669 25
40,404 233 913467 2644
+0,119 700527797 8019
+0,404 233913467 2644
+0,119700527 797 8019
40,071 831 645 267 669 25

40,008 395 632 350 020 469
40,008 395 632 350 020 469
+0,008 395 632 350 020 469
+0,008 395 632 350 020 469
40,011 090 344 772 215 398
40,011 090 344 772 215 398
40,011 090 344 772 215 398
+0,011 090 344 772 215 398
+0,011 090 344 772 215 398
+0,011090 344 772 215 398
40,011 090 344 772 215 398
40,011 090 344 772 215 398
40,011 090 344 772 215 398
+0,011 090 344 772 215 398
+0,011090 344 772 215 398
40,011 090 344 772 215 398

TABLE C.3 — Intégration numérique sur le tétraedre de référence




Annexe D

Rappels sur les tenseurs

D.1 Notions de base

Dans cette annexe, nous ferons un survol treés rapide des notions relatives aux tenseurs. L’ob-
jectif n’est certainement pas de refaire de maniere détaillée toute la théorie tensorielle mais bien
de rappeler les principales définitions et les principaux outils : produits dyadiques, contractés,
doublement contractés, etc.

D.1.1 Les vecteurs

On commence par introduire une base orthonormée €& = {E;,i = 1,2,3)} de R3. Les vecteurs
seront notés en caracteéres gras. Soit donc u et v des vecteurs de R3. On peut donc les écrire :

3 3
u = ZU’EZ = uiEZ- et v= ZUiEi = UiEi
i=1 =1

ou nous avons introduit la convention d’Einstein sur les indices répétés.

Définition D.1: Produit scalaire

Le produit scalaire de deux vecteurs u et v de R? est noté u - v et est défini par :
u - v = [Julll|lv]| cos(u, v)

ou cos(u,v) désigne le cosinus de 'angle formé par les deux vecteurs

On remarque immédiatement que si on applique cette définition aux vecteurs de la base ortho-
normée, on trouve que E; - E; = I;; de sorte que :

u-v = (uBi) - (4 Ej) = uivjlij = uivi;

407
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Pour un vecteur u quelconque, on peut retrouver ses composantes u; dans une base orthonormée
donnée simplement en prenant le produit scalaire par 7*™° vecteur de la base. En effet :

et ces composantes sont généralement représentées dans une matrice colonne :
u1
U2

u3

Il ne faut jamais perdre de vue que cette notation est liée a la base £. Si on se donne une autre
base orthonormée £* = {E7,i =1,2,3)}, on peut écrire tout vecteur u sous la forme :
u = u; E; mais aussi u = u; E;

On aura ainsi deux matrices colonnes de coefficients pour le méme vecteur :

Ul ’LLl
U9 et u3
u3 us

chacune liée a une base différente. Pour passer de 'une a l'autre, il faut d’abord exprimer chaque
nouveau vecteur de base E; dans la base £ de sorte que E; = A;; E; (la i ligne de A contient les
composantes de E; dans la base £). En vertu de I’équation D.1, on a tout simplement A;; = E; - E;.
On a ainsi :

u = U:E: = u;‘A”E] = UjEj

de sorte que u; = A;ju; ou encore :

uy A Ap A |t
up | = | Agr Az Ass u
us A3l A32 A33 u§

Inversement, on peut exprimer les vecteurs de la base £ dans la nouvelle base. En posant
B = E; - Ej, on a
E; = B;E; = BijAj1.E},
de sorte B;jAj, = I, et que les matrices B = A~ Puisque Aij =E; -Ejet By =E;- E;, on
remarque immédiatement que B;; = Aj; de sorte B = AT,
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D.1.2 Les tenseurs d’ordre 2

Définition D.2: Tenseur d’ordre 2

Un tenseur d’ordre 2 T est une application linéaire de R? dans R3. Le tenseur T associe donc
a un vecteur u un autre vecteur noté T - w.

Un tenseur est donc une application linéaire et on a :
T(au+ pv) =T -(au + fv) = aT-u+ T-v

Un exemple tres simple de tenseur d’ordre 2 est le produit dyadique de deux vecteurs dont nous
donnons la définition.

Définition D.3: Produit dyadique

Le produit dyadique de deux vecteurs uw et v est noté u ® v et est défini par :
(u®v) w=(v-wu Yw

En particulier, (E; ® E;)-E = E;lj.

Le produit dyadique définit donc une application linéaire de R> dans R? et est donc un tenseur
d’ordre 2. On remarque de plus qu’en faisant le produit dyadique de deux des vecteurs de la base
orthonormée on obtient :

En vertu de la linéarité, on a T -u =T - (u; E;) = u;T - E; et comme nous 'avons vu, la '™
composante de ce vecteur est

E; - (T - Ej) = uj(E; - (T - Ej)) = Tiju;
ou I'on a posé Tj; = (E; - (T - E;)). On a ainsi :
T -u="TjuE;=T; E;® Ej)-u
Puisque le vecteur w est arbitraire, on a :
T =T;(E;® E;) ou Tj; = (E; - (T - Ej)) (D.2)

Les coefficients T;; sont les coefficients du tenseur T' dans la base orthonormée. En fait, pour
définir complétement un tenseur il suffit de connaitre son comportement sur les vecteurs de la base
orthonormée. Ainsi, en ce qui concerne le produit dyadique de deux vecteurs, on a :

(Bi - (u®v) - Ej)) = (Ei - u)vj = uv;

de sorte que u @ v = u;v;E; @ E;.
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Notons enfin qu’il est possible d’utiliser deux bases orthonormées différentes pour définir un
tenseur. En effet, si on introduit une nouvelle base E;,7 = 1,2, 3 reliée a la premiére par un tenseur
orthogonal (de rotation) A c.-a-d. e, = A - Ej. Les composantes de ce tenseur sont donc :

Aij = Ei . (AE])

on a alors :
T =Tij(e; ® Ej) ou Ty; = (&;- (T - Ej)) (D.3)

Cette derniere relation sera notamment utile pour les changements de coordonnées.
On peut aussi percevoir les tenseurs d’ordre 2 comme des applications bilinéaires de R? x R3
dans R définie par :

T(u,v) = (T-u) - v = (Tijuje;) - v = Tjujv; Vu,v

Définition D.4: Opérations sur les tenseurs

Si T et S désignent des tenseurs d’ordre 2 et u et v des vecteurs, alors :

1. Addition de 2 tenseurs :
(T+S)u=T-u+Su

2. Produit de 2 tenseurs :
(T-S)u=T-(S-u)

3. Inverse d’un tenseur :
(T T HYu=T (T 'u)=T ' (Tuw)=I u=u
4. La transposée T'' d’un tenseur T est Papplication linéaire notée T' " et vérifiant :
(T-u) - v=u-(T"v) Yu,v

On vérifie facilement que :
T' =Tji(ei®e)

Définition D.5: Produit contracté

Le symbole - désigne le produit contracté (sommation sur I'indice du milieu) de deux tenseurs.
Ainsi si A et B sont des tenseurs du deuxieme ordre, C un tenseur du quatriéme ordre et u
et v des tenseurs du premier ordre (des vecteurs) le produit contracté est défini par :

(A-B);; = AyBy; (un tenseur d’ordre 2)
(C-B)ijii = CijkmBmi (un tenseur d’ordre 4)
u-v = ugvg (un scalaire)
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Dans le cas de tenseurs du premier ordre (des vecteurs), on retrouve le produit scalaire habituel.
Notons que l'ordre du tenseur résultant du produit contracté est la somme des ordres des
tenseurs de départ moins deux.

Définition D.6: Produit doublement contracté

Le symbole : désigne le produit doublement contracté (sommation sur les deux indices du
milieu) de deux tenseurs. Par exemple, si A et B sont des tenseurs du second ordre, on a :

T:S =T8S
Si C est un tenseur du quatriéme ordre, alors :
C:T =CijrTy

et désigne un tenseur du deuxieme ordre. Notons que ’ordre du tenseur résultant du produit
doublement contracté est la somme des ordres des tenseurs de départ moins quatre.

Définition D.7: Trace d’un tenseur

On définit la trace d’un tenseur du second ordre par ’expression :

Proposition D.8: Propriétés de la trace et du produit contracté

Si v et w sont des vecteurs et A, B et C des tenseurs du deuxiéme ordre, alors :

1. Trace du produit :
tr(A-B) =tr(B-A) (D.5)

2. Trace et produit doublement contracté :
tr(A)=1:A=A:1 (D.6)
3. Orthogonalité : Si A est symétrique et B est antisymétrique alors A : B = 0.

4. (vow):A=A:(vQw)=(A-w)- v
d.

(A® B):C = A(B:C) (D.7)
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6. Trace et produit doublement contracté :
A:B=tr(A"-B)=tr(B"-A) =tr(A-B") =tr(B-A") (D.8)
7.
(A-B):C=B:(A"-C) (D.9)

Démonstration. La démonstration utilise directement les différentes définitions.

. tr(A-B) = (A -B);; = AjxBr; = BpiAip, = (B-A)p, = tr(B-A).

. IT:A= Iiinj = A“ = tI‘(A).

. Ona Aij = Aji; Bij = —le' et B“ = 0 de sorte que A:B= AZJ(BZ] + B]z) = 0.
(U & w) A= ’ininj = (Aijwj)vi = (A . w) - .

. Par exemple, tr(A"-B) = AiTkBki = A;By; = A:B.

N - B S U N

D.2 Calcul variationnel avec les tenseurs

Lors du processus de linéarisation des différentes formulations variationnelles des problemes
en grandes déformations, on doit dériver des expressions tensorielles par rapport & C, E ou tout
simplement par rapport au déplacement w. On trouvera dans ce qui suit un certain nombre de
résultats utiles a cette fin.

D.2.1 Résultats généraux

Pour dériver par rapport & un tenseur, on utilise la dérivée de Gateaux 8.10 introduite au
chapitre 8.

Définition D.9: Dérivée par rapport a un tenseur

Soit f: A — f(A) € R. Alors la dérivée de f par rapport & A est un tenseur d’ordre 2
(symérique si A V'est) défini par :

o(f(A))

d

e=0

Lemme D.10: Reégles de base

Soit f une fonction qui associe a un tenseur d’ordre un scalaire et soit T' une fonction qui
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associe a un tenseur d’ordre 2 un autre tenseur d’ordre 2. On a alors :
af(A)TA) 9f(A) OT(A)
9A = TA)e—g + A=,
(D.11)
0(T1(A):Tr(A)) _ oT1(A) ‘ 0T»(A)
94 Ty(A): A +T1(A): DA
Lemme D.11
Si B un tenseur d’ordre 2 : o(trB)
r
9B - I (D.12)
De plus :
d(dét B) o T
et en particulier :
oJ _ T oJ 1 1

Démonstration. Soit donc B un tenseur d’ordre 2. L’opérateur trace étant linéaire, on a :

o(trB) _[d
OB :0p = |:d€t1“(B+€(5B)]

e=0
= tr(JB) =1I:6p
d’ou le premier résultat. De plus, par définition du déterminant :

d(dét B)

B~ [da o] - [ (0 1 00)]

€=

d
= dét B leét (I +eB™ .65
€

e=0

Si on pose A = B~1.§5 et que 'on note )\24 ses valeurs propres, alors celles les valeurs propres de
eB™!.8p seront e de sorte que :

dét (eA — M) = (e — X)(eds) — N)(eds — \)
et qu’en prenant A = —1, on a :

dét (€A + 1) = (M +1)(edd +1)(eNd + 1)
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On montre ensuite facilement que :
d
Zodét (eA+1) [e=o= M+ 2+ M) =tr(A) =tr(B™1dp) = B 163

en vertu de la relation D.8 et le résultat est donc démontré. La premiere relation de ’équation D.14
est un cas particulier. Pour la deuxiéme on a det C = J? et du résultat précédent :

NT?) ot et
——=J°C™ =JC
oC
mais on peut développer le terme de gauche de sorte que :
) _ o1
2J——==JC
oC
et le résulta suit immédiatement. |

Lemme D.12

Soit B un tenseur d’ordre 2. On a alors :

(B! _ _ 1 . oB™! 1
(8B ) :6p =—B '-6p-B' = —B;'B'0By c-a-d. ( =5 ) = -B;'B;' (D.15)
ijkl
En particulier, on a :
aCc) -1 -1
0o =-C - 0c-C " =TJ:0

5C c c J:dc

ou le tenseur du quatriéme ordre J a pour composantes :
L1t —1,-1
Tijkl = ~5 (Cik: Cu +C; Cy )

en utilisant la symétrie de C. On a aussi symétrisé le tenseur C tel que suggéré par Bathe [5].

Démonstration. Puisque I = B-B™!, en dérivant de chaque coté on a :

_oB-B'Y) . (0B 1 OB~

-1
= (SB-BlJrB-(BB :aB>

0B

ce qui entraine que :

oB~! _
B-( 5B .5B> =_§5-B~!
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et le résultat suit par une multiplication & gauche par B! de chaque coté. De plus :

_Bfl.(sB.Bfl = _BﬁgléBlelgl = —Bﬁlelgl(SBkl = J5B
quel que soit . [ |

Lemme D.13

On a également :

OB~ T OB T
( ) =-B "0, B T =K:dp avec Kijy= -2 = —BJTB,;]-T (D.16)

OB OBy
Démonstration.
0B~ " oB~" (oB' OB
dp=-———|-—-5:0p|=-B " |Z5:65| B ' =-B "4, BT =K:5
oB """ 9BT < oB " oB " B 5
ce qui définit le tenseur du quatrieme ordre K;j1 = —B;/ TBk_jT. [ |

D.2.2 Dérivées des invariants

Lemme D.14
Les dérivées premieres des trois invariants de C' s’écrivent :
-
% - nI-C (D.17)
gg = LC T=LC '=cofC
Démonstration. Pour 17 :
%;50 - %(tr(C +e60)) leco

_ %(tr(C) +etr(00) emo= tr(c)

= I:6¢
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d’ou le résultat puisque d¢ est quelconque.

Pour I :
ol, 1701 a(C:C) }
- = - |21 —: - — "
ac 9¢ 2{ 15¢9¢ oc oC
17d
_ 111;50—{((c+650);(c+eac))}
2 dE e=0
— I1I:60—{(C:C’—l—eC:éc—i—eéC:C—i—e50:60)}
2 dE e=0

= IlII(sc—CZ(SC = (IlI—C)Z(SC

et le résultat suit immédiatement.
Pour I3 :
C’est un cas particulier de la relation D.13. |

Lemme D.15

Les dérivées secondes des trois invariants de C' s’écrivent :

ch g
aCcoC
2
(D.18)
0?13 . .
as = 13(0 ®C +J)
92.J J i s
GG = Z(C ®C +25)

ou Z est le tenseur identité du quatrieme ordre défini par :

. 1
Z:B=B VB c.-a-d. Iijkl = 5 (Iikfjl + Iilek)

Démonstration. La démonstration est une conséquence immédiate des lemmes précédents. |
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Lemme D.16

Dérivées premiéres des J; :

&]1 8]1 1 8[ -1 —1
—— = —=L3--NLI, =1 3I fI I.3C
oC aols” ~ahl i ge = ks 3%
(D.19)
8J2 8[2 2 2 _5/38]3 _2 2 _2 1
= = ==, — -, =(LHLI-C)I,?—--11,3C
oC acls’ 73 ac — 5 =3kl
Démonstration. Le résultat est immédiat en dérivant les relations (D.17). [ |
Lemme D.17
Dérivées secondes des J; :
0%J; 1 -4 /0, 0l 0I; 0L 4 oIy _0I3 1 —20%I3
_ 1 O3 L 088 o 011 LI ? LI
aCc? 3% (ac®ac+ac®ac>+913 ac ©ac "3 pe2
82J2 2 -5 (01 015 0l3 0ls -2 8212 10 _89I3 015 2 -3 8213
= I (2P TS T2 5T 2 s e8 g O8 nps g
aC? 38 (ac®ac+ac®ac> 3 902 T 92 9c ®ac 31(3 a)c2
D.20

Démonstration. 11 faut bien entendu dériver les deux expressions (D.19). On ne développera pas
outre mesure les expressions et on se limite a les exprimer en fonctions des dérivées premieres et
secondes des invariants I;. On retrouve les mémes expressions que dans [57]. |

D.2.3 Application aux grandes déformations

Lemme D.18

OF OF "
a0 W= Vxw et 0 Y =Viw (D.21)

Démonstration. On a immédiatement que :

OF(u)  d d
50 -'w—d6 [F(u4—61u)]€:0—d6

[F(u) + eVxw)] _,=Vxw

La deuxieme relation se démontre de maniere identique. |
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On tire des résultats précédents une identité qui nous servira a établir le théoreme de transport
de Reynolds.

Lemme D.19

On a: 57

Démonstration. En utilisant le lemme précédent et la relation D.14, on a immédiatement que :

Sx.)

_8J'<8F 8u' ) 6J.(8F.
ot X

N (s _ 9/ _ T
< oF \ou ot oF '\ ou ”) JE 2 Vxv

ou v est le champ de vitesse. Par la suite :

oJ

—(X,t = F T
8t( ) )‘X J VX’U
= Jtr (F*l : vxv) = Jtr (vxv : F*l)
= Jtr (Vv)=J(V-v)
en utilisant D.8 et on a le résultat. [ ]
Lemme D.20

Le tenseur E dépend de maniere non linéaire du déplacement u. On peut donc le linéariser et
on a :

OE(u)
ou

1
w = (FT-Vxw+ ViwF) = Fy(w)F (D.23)

Démonstration. On a par définition :

OE 10C 1((oFT - (OFT
Y 2m'w_2<(m'w>'F+F '(au “’))

(ViwF+F - Vxw)

1
2

en vertu du lemme précédent. La derniéere égalité de D.23 découle de la relation 14.5. |
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Remarque D.21. On montre facilement que :

a’g,(uu) w = y(w)

On utilise de plus tres souvent la notation :

E
0F = 8—10 et de= Oy(u) -w
ou ou
ce qui permet d’écrire :
SE=F".je F

Nous avons choisi d’éviter cette notation qui, bien que treés compacte, escamote quelque peu les
dépendances des différents termes par rapport a u et w. <«

Lemme D.22

o o] (0F N ..

Démonstration. La démonstration découle des relations D.14, D.21 et 14.4 et du fait que :

F 1. Vxw=tr (Fﬁl-VXw> =tr(Vw) =V - w
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D.3 Exercices

1. Vérifier les identités suivantes pour A, B, C et D des tenseurs d’ordre 2 et T un tenseur

d’ordre 4.
a) A:(B-C)=(A.C"):B=(B"-A):C
b) T:(B-C)=(T-C"):B mais # (B'-T):C
c) A:B=B:A
d) (T:B):C=C:(T:B)=(C:T):B
e) (T ( ))'(C'D))—((CT'T'BT)' ):D
f) Si T est symétrique, alors (T:A):B=(T:B): A

g) Si T est symétrique, alors (T :(A-B)):(C-D)) = ((AT-T-D"):C):B

2. Démontrer les identités 14.56 et 14.57 en vous servant des identités du numéro précédent.

3. Soit A et B des tenseurs d’ordre 2 et supposons que A est symétrique. Montrer que :

T
A: (B_;B> =A:B

. Soit T un tenseur symétrique d’ordre 4 et A un tenseur d’ordre 2. Montrer que :

-
T: <A+2A ) =T:A

. Soit T un tenseur symétrique d’ordre 4 et A et B deux tenseurs d’ordre 2. Montrer que :

() (5

. Montrer que :

o(B:B
7( ) =2B
0B
Montrer que le tenseur du quatrieme ordre Z ayant pour composantes Z;jx; = I;1j vérifie

Z:B = B pour tout tenseur B d’ordre 2. Montrer de plus que Z-B = B pour tout tenseur
B d’ordre 4.
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Estimation des dérivées

E.1 Estimation des dérivées aux noeuds

Comme nous avons pu le constater, plusieurs méthodes d’adaptation de maillage se basent
sur une bonne estimation des dérivées d’une solution éléments finis c.-a-d. sur I’estimation de la
dérivée d’une fonction continue par morceaux. Plusieurs techniques existent et on retrouvera dans
le mémoire de Pouliot [49] une excellente revue de la littérature. Dans ce rappel, nous présenterons
la méthode qui, & ce jour, semble la plus performante. Cette méthode a été introduite par Zhang
et Naga [63] en 2005.

Le probléme général est de construire, & partir d’une solution éléments finis uﬁ de type P* (de
degré k dans chaque élément et continue aux interfaces entre les éléments), un gradient qui soit
aussi de type (P¥)", n étant la dimension d’espace. Rappelons que si I'on prend Vu’fL on obtient
une approximation de degré k — 1 et discontinue aux interfaces. Nous ferons le développement en
dimension 2, le cas général ne posant aucune difficulté supplémentaire.

On considére donc un sommet du maillage N = (xg, yp) tel qu’illustré a la figure E.1. Pour cha-
cun de ces sommets, on détermine un polynoéme py de degré k+ 1 par un probléme de minimisation

de la forme : l

min Y (pn (@) — uj(x;))?
pNEPFTLT
ol les x; sont les [ sommets immédiatement voisins de IN. Ces noeuds voisins incluent les sommets,
les noeuds situés sur les arétes et méme éventuellement d’autres noeuds a l'intérieur des éléments.
La figure E.1 illustre le cas d’une solution P2.

Notons que la dimension de P*+! est (k+3)(k+2)/2 en dimension 2 et (k+4)(k +3)(k +2)/6
en dimension 3. Il faut donc s’assurer que le patch d’éléments contienne un nombre de noeuds [
suffisamment grand (I > dim P**1!) pour que le probléme soit bien posé. Au besoin, on ajoutera
une couche d’éléments supplémentaires autour de IN. Ce sera parfois nécessaire, notamment pour
les noeuds situés sur la frontiere du domaine.

Pour fixer les idées, on écrit py sous la forme :

i+j<k+1

pn(z,y) = Z aij(x — SUo)i(y - yo)j
i,j=0

421



422 Annexe E

. . . e . Bitipy
c.-a-d. que les constantes a; j correspondent, a une constante pres, aux dérivées partielles 7 D (zo,Y0)

de la fonction en N = (xg,yo). On voudrait déterminer py de sorte que :

pN(x’LayZ) - ui(xlayZ% pour 1= 07 17 27 e 7l

ou sous forme matricielle Ma = b ou :

1 0 0 0 s 0 a,0 Uﬁ('f()a yO)
1 (z1—20) (y1—w) (z1—z0)? -+ (y1—yo)*! a1, up (1, y1)
1 (z2—x0) (y2—w0) (r2—20)° -+ (y2—y)*"" || aos = | uile2,m2) | (B.)
1 (m—z0) (wi—yo) (zr—=z0)* -+ (y—yo)*™! a0 k+1 ul (21, u1)

La matrice M est rectangulaire et il va de soi que la solution sera prise au sens des moindres carrés.
On pourrait donc immédiatement résoudre :

MT"Ma = M"b

mais les problemes de moindres carrés sont notoirement mal conditionnés, notamment lorsque les
maillages deviennent tres étirés. On résoudrat généralement par une méthode de décomposition en
valeurs singuliéres, plus stable. Méme dans ces conditions, on observe qu’un «scaling» de la matrice
M réduit sensiblement le conditionnement du probleme et en facilite la résolution. Dans [63], on
propose de faire ce scaling uniformément dans toutes les directions d’espace. Ce choix est justifié
par l'utilisation de maillages structurés isotropes. On rencontre cependant encore des difficultés
a résoudre dans certains patch d’éléments trés étirés dans une direction (anisotropes). Briffard
propose donc dans [12] un scaling différent dans chaque direction. On considére donc les | noeuds
x; = (z;,y;) constituant le patch d’éléments autour du sommet N = (g, yo). On pose : qui consiste
a poser :

R, = max |z; — x| ainsi que R, = max |y; — yo| et éventuellement R, = max |z; — 20|
1 (] (]

On pose ensuite & = (x’gf()) et n; = % et on remarque ensuite que Ma = Ma o :
1P 0 0o o0 0 -- 0
k1
& om & moo- nk+1
M=1|1 & m & 5 - n"
: . i
LG om & oo
et :
A A A s . T k+1 T
a = [G0,0,01,0,00,1, ;G0 k41] = [ao,o,RxaLo,Ryao,h o Ry aO,k—i-l] (E.2)

et on résoudra ensuite :
MTNMa=M"b
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Figure E.1 — Patch d’éléments et ses noeuds autour d’un sommet N

Une fois ce systeme résolu pour a, on récupere le vecteur a par la relation E.2 et les différentes
dérivées partielles en divisant par la factorielle appropriée. Notons que pour 'adaptation hiérar-
chique, seules les dérivées partielles premieres sont requises alors que pour 'adaptation utilisant
une métrique on doit aller jusqu’aux dérivées secondes pour former la matrice hessienne. Ainsi,
pour la reconstruction du gradient nécessaire a la section 15.2.1, on aurait :

g (N) = Vpn(N)

Un tel probléme est résolu pour chaque sommet N du maillage. Pour un noeud N9 situé sur
une aréte de sommets IN| et IN5 on ne résout pas de probleme de moindres carrés et un traitement
particulier est requis. Pour obtenir les dérivées en un tel noeud, on détermine les deux polynémes py;,
et pn, (de degré k+1) associés aux deux sommets de 'aréte. On évalue ensuite ces deux polynémes
au noeud N2 en question et on prend la moyenne pondérée. Si Nio = aN + (1 — a) N3, alors
les dérivées partielles en N 15 seraient :

aiJrj PN,

N aiJrj PN,
Oxi Oyl

(N12)+ (1 — a)w

(N12)

Pour un milieu d’aréte, on aurait a = 1/2.

Remarque E.1. Cette procédure n’est pas équivalente a interpoler linéairement les valeurs des
dérivées partielles aux sommets de ’aréte que 1’on écrierait :

aiJrj PN,

N oiti PN,
0x'OyI

(N1)+(1_O‘)W

(N2)

Pour un sommet interne a un élément, on utilise une procédure similaire. On dérive les poly-
nomes associés aux trois sommets du triangle et on fait une moyenne pondérée des valeurs obtenues.
Ainsi pour le barycentre d’un élément triangulaire, on aurait cette fois une pondération o = 1/3
pour chaque sommet du triangle.
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Remarque E.2. De nombreuses variantes de cette méthode existent. L’une d’elle consiste & consi-
dérer que la valeur de py en N est simplement uf(IN). Le coefficient ago est forcé de prendre
la valeur uf (). 1l suffit pour ce faire d’éliminer la premiére ligne et la premiére colonne du sys-

teme E.1 et de remplacer le vecteur b par le vecteur :

T
b= [uz(xla yl) - ul}i(xmy())?uﬁ(x%yQ) - ui(x()yyO)? T 7u;€1(‘rl7 yl) - Uﬁ(l’o,yo)}

C’est cette méthode (dite BFC) qui est décrite dans Belhamadia et al. [6]. <



Réponses aux exercices

Réponses aux exercices du chapitre 2

1. a) Tp =60 — 61; T} = 6y — 07
b) Tp =T ot :
() = -1 siz<0
W)= cos(z) si x>0
(la fonction f(x) est continue en x = 0).
T”:Té:TthQég ou :

_ 0 si <0
h(z) _{ —sin(x) si x>0

(la fonction g(x) a un saut de hauteur 2 en z = 0).
¢) Tp =Ty + g ol :
() = -1 si <0
I = —sin(z) si >0
(la fonction f(z) a un saut de hauteur 1 en z = 0).
T”:Té+5{):Th+50+5{) ou :

h(x):{ 0 si x <0

—cos(z) si x>0
(la fonction g(z) possede un saut de hauteur 1 en z = 0).

2. Dans L?(] — 1,1[) : a, b et ¢c; Dans H'(] — 1,1]) : b seulement ; Dans H?(] — 1, 1[) : aucune.

3. La fonction u est continue sur I'axe y = . De plus, Vuy = (—2,2), n1 = (v/2/2,—v/2/2),
Vus = (22, —2y), et na = (—v/2/2,1/2/2). Le saut de la dérivée normale est donc : koVus -
n, — k1Vui - ny =z + y + 4. La divergence est donc :

0 siz<y
0 siz>y

plus une simple couche le long de 'axe y = = d’intensité s - n =z + y + 4.

425
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Réponses aux exercices

. La fonction f(z) = 1 est dans L{,.(Q2). Il suffit de remarquer que 'on intégre sur un compact

(fermé et borné); Pour la fonction f(z) = Inz, la difficulté vient du point z = 0. Or, un
compact de ]0,1[ ne peut pas contenir ce point et la fonction sera intégrable.

. |z| est dans H'(]—1,1[) car elle est de carré sommable et sa dérivée au sens des distributions

est T, ou :
() = -1 si x <0
)= +1 si 2>0

qui est aussi de carré sommable). Par contre, elle n’est pas dans H?(] — 1,1[) puisque la
dérivée seconde fait apparaitre une distribution de Dirac en x = 0.

. Pour f(z) =z(1 —z), f(0) = f(1) = 0 mais f'(0) =1 # 0 et cette fonction n’est pas dans

2(]0,1[). Par contre, on vérifie facilement que la fonction f(z) = 2%(1 — )? est bien dans

0 1)

. o" est dans L?(]0, 1[) pour r > —1/2; dans H'(]0, 1[) pour r > 1/2 et » = 0; dans H?(]0, 1[)

pour r >3/2, r=0et r = 1.

Réponses aux exercices du chapitre 3

1. La symétrie des 4 formes bilinéaires découle de la commutativité du produit de deux fonctions

et du produit scalaire de deux vecteurs.
a)

la(u, w)| < ps /Q wwdv < pal|ullo.allwlog

|a(w, w)| Zpl/ wwdv =p
Q

Bué?w
la uw]<q2/Vu dev<q22/ 02,

|ul1,0lw|1,0

a(w.w)| 2 a1 [ Vo Vwdo = afufio

en remarquant que |w|; o est bien une norme sur Hg (9).

)

L ou Ow
a(u, w)| < qQ/ Vu Vwdy < g j/ dv < nas [uh.alwlio < nas Jullielwlie
Q P ox; (9:17

|a(w, w)| > Q1/va Vwdv = qlwlig

et on ne peut pas conclure car |w|; o n'est pas une norme sur H!(Q). La forme bilinéaire
n’est pas coercive sur H!(().
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d)

IN

dv

- ou Ow
o(ww) < o [ wwdvtar [ Vu-Vuds < polulboalwlon + a3 |

1 Q 6%‘1 8.7)1

IA

< (p2 + nq2) ||ullrellwl1,0

D2

la(w,w)] Zpl/ wwdv+q1/ Vw - Vwdv > min(p1, q1)
Q Q

a) On pose V = H}(]0,1[) et la formulation variationnelle est :

/Oyzu( dx—/f dx YweV

Le reléevement des conditions essentielles est nul.
b) On pose V = H'(]0,1[) et la formulation variationnelle est :

1
/Vluw+1/2u dx—/f dx Yw eV
0

Il n’y a pas de relevement a faire.

¢) On pose V = H{(]0,1]) et par exemple uy = a+(b—a)z pour le relévement. La formulation
variationnelle est :

1 1
/ vl (z)w' (z) dz = / (f(z)w(z) — v2(b — a)uw'(z)) dz YVw eV
0 0

Notons que le dernier terme de droite, qui tient compte du relevement de la condition
essentielle, s’annule prour cet exemple, mais que ce n’est pas le cas en général.

d) On pose V = {w € H'(]0,1[)|w(0) = 0} et par exemple u, = a pour le relévement. La
formulation variationnelle est :

/01 g(2)5. (2 dx—/f p)de +bw(l)  YweV

Pour démontrer la continuité de [(w), il faut utiliser la continuité de la trace au bord.
e) On pose V = {w € H?(]0, L[)|w(0) = w(L) = 0} et par exemple uy = a+ (b—a)x/L pour
le relevement. La formulation variationnelle est :

L
/ o(2)8! ()" ( da:_/f 2)de +dw'(L) — cw'(0)  VYweV
0

Pour démontrer la continuité de [(w), il faut utiliser la continuité de la trace au bord.
f) On pose V = {w € H'(Q)|w = 0 sur Ty} et on prendra un relévement u, tel que uy = g
sur I'g. La formulation variationnelle est :

/ q(z)Vo, - Vwdv = / f(z)w(z)dx — / q(x)Vug - Vwdv+ | hwds YweV
Q Q Q I
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Réponses aux exercices

g) On pose V = H'(Q) et il n’y a pas de relévement & faire. La formulation variationnelle
est :

/Véu-dev:/ f(a;)w(x)da:—i—/hwds Yw eV
Q Q r

La forme bilinéaire n’est pas coercive sur V' (voir exercice 1-¢). On remarque également que
si on a une solution wu, alors u + ¢ est aussi une solution. Il n’y a pas unicité.

h) On pose V = H'(Q) et il n’y a pas de relevement & faire. La formulation variationnelle
est :

/Vu-dev—i—/uwds:/ f(x)w(x)dx—i—/hwds Yw eV
Q r Q r

Pour démontrer la coercivité de la forme bilinéaire, il faudrait démontrer que (|w|?, +
lw|2 )'/? est une norme sur H'(Q) équivalente & la norme habituelle, ce qui est le cas.

Les deux dernieres conditions aux limites ne peuvent étre imposées au méme endroit. Le
probléme est mal posé.

On a a(u,w) = l(w) pour tout w dans V' et donc a(u,u) = [(u). Le résultat suit en vertu de
la coercivité et de la définition de ||I]|.

On pose V = H{(]0,1]) et la formulation variationnelle est :

1 1
/ ! (z)w'(z) + cou! (x)w(x) do = / f(z)w(z)dz Yw eV
0 0
La continuité des formes linéaire et bilinéaire est évidente. Pour la coercivité, on a :

€2
—w

1
Ju(@)| =aull

la(w,w)| > ¢1 /Q(w’(ac))2 + cow' (z)w(zw) dv = C1\wliﬂ +

car le deuxiéme terme s’annule.

Réponses aux exercices du chapitre 4

L. ¢i(2) = (2(1 — 2))", pour i > 1.
2. ¢i(z) = 2°, pour i > 0 (il est important d’inclure la fonction ¢g(x) = 1 car autrement la

A ol

solution serait forcément nulle en x = 0.

ug(z) = a+ (b—a)x et ¢;(x) = (x(1 — x))?, pour i > 1.
ug(z) = a et ¢;(z) = 2*, pour i > 1.

ug(z) =a+ (b—a)x/L et ¢i(z) = (x(L — x))", pour i > 1.

Le relevement doit vérifier les 3 premieres conditions aux limites et on prendra par exemple
ug(r) = a+ I’L_—Q‘sz. Les fonctions ¢;(x) doivent donc s’annuler en 0 et L et leur dérivée doit

s’annuler en 0. On prendra par exemple ¢;(x) = (z?(L — z))* pour i > 1.

7. Le relevement est ug(z,y) = 1 et ¢;(z,y) = (zy)*.
8. Le relevement est ug(z) = (x + 1)? et ¢i(z) = (z%(1 — z))* pour i > 1.
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9.

10.

11.

On pose V = {w € HY(Q)||w = 0 sur les axes x = 1 et y = 1} et il n’y a pas de relévement
a faire. La formulation variationnelle est :

/k‘Vu-dev:/qw(az)dx YweV
Q Q

On a donc :

64k

Ay = / / —2z(1—y?), —2y(1 — x2)> . (—Qx(l —?), —2y(1 -z )) dxdy = e

1 1 9 9 4q
A= [ [ at=a?)1 -y dody =
o Jo 9

Le coefficient de la seule fonction de Ritz sera donc 5¢/16k.

et :

On pose V = {w € H'(]0,1])[w(0) =0} et par exemple u;, = 1 pour le relevement. La
formulation variationnelle est :

1 1
/0 q(x)6, (x)w' (z) dz = / (2 — 22 4 62*)w(z) dz — 2w(1) Yw eV

0
On prend ensuite ¢;(x) = z* pour i > 1. On a alors :

YT S W PP S S
o ot Fi — N _
A N | TUv1 it2 irs3

Si on prend 2 fonctions de Ritz, on trouve ¢; = 1 et ¢co = —1 de sorte que la solution
approchée est u(z) = 14z — 2.

La matrice de la méthode de Ritz a pour terme général A;; = a(¢;, ¢;). On a alors :

j=1

= ZAi Z ¢j7¢z Tr; =a (ij¢])¢l> = a(w ¢z ou w Zx]¢]
Jj=1 Jj=1

on a donc :
n

xl Ax = Za(w,qbi)xi = a(w,w) > allw|y >0
i=1

Réponses aux exercices du chapitre 5

1.

On a la situation suivante :

3 3
u(@f) = D w2 = D uf (&)

j=1 j=1
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Kk

K

Si on se place aux noeuds géométriques, on a u ) = u;* mais au point milieu, on a;

et par conséquent :

K K
ug( :uK(xK) L tuy

. Pour la premiére fonction, on cherche une expression de la forme 1 (£) = ag + a1€ + agé? +

as3&3. Les conditions & vérifier sont ¢ (—1) = 1,151,(—1) =0, ¥1(+1) =0 et 1/;1/(—1) =0.
On obtient le systeme :

1 -1 1 =177 ao 1
0 1 -2 3||lal| O
1 1 1 1]]lal|"]o0
0 1 2 3]|/as 0

On trouve ag = 1/2, a1 = —3/4, a; = 0 et a3 = 1/4. On a alors :

di(r) = 5 - 26+ 16 = {1 72 +0)

Les autres fonctions de base s’obtiennent de maniére similaire.

. a) Sur le premier élément :

3 3
(@) = 3w g = 3wy i(€)
=1 =1

On a ainsi : ; .
duf K, 2 dy;
_ 2 diy dibs
= hK1< 0,355 df( 1) — 0,235 df( 1))
= —0,2925

puisque 251 = 2. On a donc —400 dq“c”l;(l (0) = 117. Le calcul de la méme quantité en utilisant
cette fois la variable secondaire (réaction nodale) sﬁl donne 103,67 qui est beaucoup plus
précis.

b) Le relévement serait 2¢g — 3¢ ou encore 21! (x) — 3y&4 ().
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5. On doit évaluer la matrice élémentaire de terme général :

1 A S
/ 2 (@) da = [ exll(©hile) de

eton a:

xk €| —-11
4 2{—1 1]

. La formulation variationnelle (sans faire le relévement) est :

1 1
3,1 / 2 _ w(z)
/0 (x u'(z)w'(x) + = u(w)w(:v)) dx = /0 T dx
a) P3(&) = (&2 - 1)(E - 1/3).
b) Le relevement implicitement construit sera —¢@g + 3¢19 (les ¢; sont les fonctions de Ritz
cubiques par élément).

c¢) Le degré maximal a intégrer est 8. Il faut donc 5 points de Gauss.

d)
Numéros des ddls
Table adres
Elément || Ddl #1 | DAl #2 | Ddl #3 | Ddl #4
1 9 3 1 2
2 3 6 4 5
3 6 10 7 8

e) agz = aggl + aﬁQ et ajg = 0 (les degrés de liberté 1 et 4 n’étant pas connectés).

Réponses aux exercices du chapitre 6

N =

NS e

. Il suffit de remarquer que :

/ 1dv = / JX dd ou encore mes(K) = JX mes(K)
K K

si le jacobien J¥ est constant et ot mes désigne I'aire en dimension 2 et le volume en
dimension 3.
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12.

Réponses aux exercices

Puisque les c6tés sont droits, la transformation géométrique est linéaire pour les triangles
et bilinéaires pour les quadrangles. Sur un triangle, apreés passage a I’élément de référence,
Iintégrant est de degré 3 puisque le jacobien est constant de méme que les coefficients de la
matrice BX (voir la relation 6.10). Une formule de Hammer & 4 points intégrera exactement.
Par contre, sur un quadrangle, le jacobien ne sera pas constant et les coefficients de BX sont
des quotients de polynomes (voir la relation 6.12). Aucune formule de quadrature de Gauss
ne pourra intégrer exactement.

) =T -E—n)(E-¢-n)
10.
11.

En inversant la transformation linéaire, on montre que :

sl S0

Le point (4, 3) correspond donc a (2, §) dans 'élément de référence et :

Mw ol

u(4,3) =Y uf e (( ,3) = 31,66
J=1 9
de méme que :
ou . (00, 2 4 .06 ;2 4 0
(4 — J J
5z ¥ ;ua (ag G0 o G an

3
B 00,2 44 o0; 2 4 -1\
- ;“ (ag 9°918 " an 9 15015 ) =868

On multiplie par une fonction test wp (qui s’annule en entrée) et on intégre par parties :

/ (K(2)VT) - VwrdA— [ (KVT) nwrds =0

Q I'n

ou I'y comprend la sortie ainsi que la frontiere en forme de U. Sur cette derniere partie, la
condition de Neumann est nulle (K'VT) - n = 0 alors qu’en sortie (K'VT)-n = 1 de sorte
qu’il ne reste que :

/Q (K (2)VT) - Vwr dA = / wrp ds

sortie

On peut, bien que ce ne soit pas forcément nécessaire de le souligner, relever les conditions
aux limites de Dirichlet. On construit donc Ty valant 100 & ’entrée et on résout :

/Q(K(;c)vaT).vadAZ/

On pourrait prendre Ty = 100 de sorte que le dernier terme de droite s’annule. Une fois le
probléme résolu, on pose T' = Ty + d7.

wrds — /Q (K(2)VTy) - Vwr dA

sortie
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Réponses aux exercices du chapitre 8

1. La formulation variationnelle (non linéarisée) est :
/ [k:(l + )\uQ)m} Vu-Vwdv = / f(z1,z2)w(z1,22)dv+ | hwds
Q Q

I8

A la premiere itération, on peut prendre ug solution du probléme linéaire suivant :

/ kVug - Vwdv = / fz1, z)w(xy, z2)dv+ | hwds
Q Q I

obtenu en prenant m = 0 ou A = 0 pour rendre le probléme linéaire. On devra ainsi introduire
un relévement des conditions aux limites essentielles et résoudre :

/ kVé, - Vwdv = —/ kEVug - Vw dv —|—/ flxy, x0)w(xy, x2) dv + hw ds
0 Q 0 I

et poser ug = ug + 6,. Pour les itérations suivantes, on remet m ou A a sa vraie valeur et on
pose u = uy, + 0, (ug vérifiant les conditions essentielles) et :

R(u,w) = / [k(l + )\u2)m} Vu - Vwdv — / f(z1, z2)w(xy, z2)dv — [ hwds
Q Q 'y
On linéarise ensuite en dérivant :
d
Dy R(ug,w)[0,] = 2 [R(ug + €5y, w)] |e=0

/ k(1 + Xud)™] V6, - Tw dv
+/ 2mbkuy (1 + €)™ | 6,V - Voo dv

On résout alors a chaque itération :
/ {k(l + /\u%)mv&,l -Vwdv + / {QAmkuk(l + )\uz)mfl} duVuy, - Vwdv = —R(ug, w)
Q Q

et on met a jour en posant : ugi1 = ur + 0. On itérera ainsi jusqu’a ce que ||y |00 < € O €
est la tolérence désirée.

2. La non-linéarité provient cette fois de la condition aux limites. La formulation variationnelle
non linéarisée est :

/ EVu-Vwdo+ | h(u? —ul)wds = / f(z1, xo)w(xy, x2) dv
Q Q

I

On peut démarrer les itérations pour résoudre ce probléeme en résolvant le probleme linéaire :

/kVu~dev:/ f(z1, x2)w(zy, x2) dv
0 0
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obtenu en posant h = 0 ou mieux encore, en résolvant :

/ EVu-Vwdo+ | h(u—ul)wds = / f(x1, xo)w(x, x2) dv
Q Q

Iy
qui est aussi linéaire mais plus prés du véritable probleme. Les itérations de la méthode de
Newton ont la forme :

/ kEVo, - Vwdv+ [ 4h(ug)35, wds = —R(ug, w)
Q N1

R(ug,w) = /QkVu Vwdv+ [ h(u* —ul)wds — /Q f(z1, zo)w(zy, 22) dv

I

. Nous devons démontrer la relation (9.4), soit

<1.

‘1—(1—0)2
1+0z

Pour cela, utilisons I’équation que nous obtenons par ’équation (9.3) :

1—At(1—-0)A
Unir = (" | Un
- < 1+ OAAt >
En posant le changement de variable proposé (z = Adt = x + iy), nous obtenons
1-(1-6)z
Upp1 = ———— | U,.
1 ( 146z )

Ici, nous voulons que la solution soit décroissante dans le temps, car nous voulons obtenir
une convergence. Pour obtenir cette convergence (et parce que nous travaillons avec des
nombres potentiellement complexes), nous nous intéressons donc au cas ou la norme sera
plus petite que 1, d’ou

‘1(10)2
146z

. Nous devons trouver la zone de stabilité absolue de la méthode d’Euler explicite. Pour cela,

nous pouvons utiliser la relation (9.5)
(1—20)(2* +9%) < 2z
avec # = 0. Nous obtenons ainsi
z? + y2 < 2z.
En complétant le carré, nous trouvons
(z—1)2+y* <1,

ce qui démontre que la zone de stabitlié absolue de la méthode d’Euler explicite est le disque
du plan complexe de centre 1 et de rayon 1.
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3. Nous devons montrer que, pour un lambda réel, le schéma de Crank-Nicholson peut rendre
la suite U,, décroissante, mais non monotone. Notons que nous avons l'inégalité

L= AAt— OAAL[
1+ OAAL =
= (1—(1—=0)NA? < (1+6)AL)?,

1

pour lambda réel. Nous obtenons par la suite

1— (1 —60)AAL
< roa b

Comme le maximum est atteint en § = 1/2, nous trouvons

1 — 1/2\At
1+ 1/2\At
2 — At
2+ AL

-1< <1

-1< 1.

Intéressons-nous au cas ou la valeur sera négative, soit

2 — M\At

—l< 2+ A\AL

< 0.

En effet, dans ce cas, nous constaterons des oscillations. Comme le dénominateur est tou-
jours positif (n’oublions pas que lambda est considéré comme un réel positif), cela arrivera
seulement lorsque

2
2—>\At<0:>At>X.

4. Nous devons montrer la condition de stabilité générale du théta-schéma (9.6). Pour cela,
utilisons ’équation

1— (1- )AAL

—1
S TIToNAL

<1,

car lambda est réel et positif.
Intéressons-nous a l’inégalité de droite. Nous trouvons

1—(1-0)\At < 1
1+ OXAL

1—AtA+ AtON < 1+ AtOA

—AtA < 0

At > 0.
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De l'autre c6té, nous trouvons

- (1-opAt
1+ OAAL
CARA 4 2A80N > -2
AfA —2AH0N < 2
A1 —20) < 2
2
At < T

Réponses aux exercices du chapitre 14

1
2
3.
4.
5
6. On a que :
0J1 ~1/3 L3
— - C=1 —-NLlI I
oc © =1 € ghls
de sorte que la trace est nulle. De plus :
0Jy —2/3 2 _2/3
—.-C=(LC-C-O)I — Il I
oC ( 1 ) 3 3 243

et on rappelle que tr(C - C) = I? — 2I5. Le résultat suit immédiatement.
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essentielle, 46 de réaction-diffusion, 205
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continuité P, 391
fonctionnelle, 12 D'(Q), 12
contrainte normale, 246 complet, 26
convergence, 162 de Hilbert, 26
coquille, 371 de Sobolev, 26
dual, 12, 40
déviateur, 302 fonctionnel linéaire, 21
degré de liberté, 76, 133 évolution de la masse volumique, 318
degré de précision, 90, 146, 403
déplacement de sommet, 375 figures de Chladni, 67
différentiation amont, 221 fluide
diffusion artificielle, 221 newtonien, 265, 280
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conditionnellement stable, 189
d’Euler explicite, 188
d’Fuler implicite, 187, 188
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de Newmark, 209
inconditionnellement stable, 189
simple couche, 19
solution manufacturée, 166
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d’une fonction, 7
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tableau
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tenseur
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de Piola-Kirchhoff (premier), 321
de taux de déformation, 266
des contraintes de Cauchy, 241, 243, 321
gradient de déformation, 242, 314
theta-schéma, 188
théoréme
de la divergence, 385
de Lax-Milgram, 41, 43, 44, 47
trace
au bord, 29
d’un tenseur, 411
normale, 33
traction, 246, 267, 282, 293
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transformation géométrique, 82, 136, 138, 140,
141

upwinding, 221

variable
primaire, 80
secondaire, 80, 115, 134

vecteur
global des degrés de liberté, 146
d’adressage, 77
de contraintes normales, 244
de traction, 246, 267, 282, 293
des degrés de liberté élémentaires, 82
des réactions nodales, 154
des sollicitations élémentaires, 82
global des degrés de liberté, 76, 101
résidu, 177
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