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2 Résumés et articles

Le lecteur trouvera dans ce qui suit une liste de résumés des présentations mais aussi, dans
certains cas, des articles plus élaborés tous classés par ordre alphabétique.



Adaptation de maillages en électrocardiologie
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Résumé

Dans cet article, nous proposons une méthode numérique tridimensionnelle basée sur
les techniques d’adaptation de maillage anisotrope pour les problemes en électrocardiologie.
Cette méthode permet de déterminer une solution numérique précise tout en réduisant le
nombre des noeuds des maillages. Les résultats numériques seront validés par un cas test

tridimensionnel des ondes spirales.

Mots clés: Modeéle monodomaine, adaptation de maillage, maillages anisotropes, fibrillation ventricu-
laire.

1. Introduction

La propagation d’ondes électriques dans le coeur provoque la contraction ventriculaire. Les
problemes de conduction électrique dans le coeur engendrent des désynchronisations de la
contraction spontanée du coeur. Par conséquent, ils perturbent l'efficacité de 1’éjection du sang
dans tout le corps humain. La modélisation numérique joue un roéle de plus en plus prépon-
dérant dans ce domaine et a démontré récemment sa grande utilité permettant une meilleure
compréhension de ce comportement.

Du point de vue mathématique, le potentiel d’action dans le coeur est modélisé par le mo-
dele monodomaine. La résolution numérique de ce modele n’est pas une tache facile et plu-
sieurs difficultés restent a surmonter, entre autres, 1'utilisation de maillage régulier ne permet
pas d’obtenir une bonne prédiction de la propagation et de la durée du potentiel transmembra-
naire. Plusieurs méthodes ont été développées pour surmonter certains de ces défis. Nous ci-
tons par exemple les techniques du calcul parallele (Colli Franzone et Pavarino [1]), les schémas
numériques temporels implicites et semi-implicites (Bourgault et coauteurs [2] et[3]), les mé-
thodes de séparation d’opérateur (Lines et co-auteur [4]) ainsi que les techniques de maillages
non structurés (Bourgault et coauteurs [2], Ying [5] et Colli Franzone et coauteurs [6]).

Dans nos travaux [7], [8] et [9], nous avons proposé des algorithmes bi- et tri-dimensionnels
d’adaptation de maillage instationnaire pour le modéle monodomaine et bidomaine. Un schéma
implicite d’ordre deux a été aussi utilisé. L'ensemble de ces techniques a permis d’obtenir une

tres bonne solution numérique tout en réduisant le temps de calcul. Dans ce travail, nous
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étudions 'application de 1'adaptation de maillage anisotrope dans le cas tridimensionnel des
ondes spirales. Ceci joue un rdle essentiel dans la compréhension du mécanisme de la fibril-
lation ventriculaire, qui se produit quand la propagation de 1'onde électrique devient chao-
tique et provoque un asynchronisme total de la contraction du coeur. La méthode numérique
proposée produit des maillages anisotropes parfaitement adaptés au voisinage du front de

dépolarisation-repolarisation et aussi permet de réduire le nombre des noeuds du maillage.

2. Modeéle mathématique et Adaptation de maillage

Le modele monodomaine se décrit de la facon suivante :

a_U = V . (DVU) + [ion(U7 V) + [5’

ot 1)
oV

& = GV,

Le potentiel transmembranaire est représenté par la variable U. V représente la variable de
recouvrement et les termes non linéaires I,,,(U, V) et G(U,V) dépendent du modele ionique.
Nous utilisons dans ce travail le modele Aliev-Panfilov suivant :

pV
pe +U

Lon=kU(U —a)(1-U)-UVetGU,V) = (e—l— ) (=V—-kUWU —-a-1)).

Dans nos résultats numériques, la méthode des éléments finis est utilisée avec une approxi-
mation quadratique en espace () et un schéma implicite d’ordre deux en temps (schéma de
Gear). Les techniques d’adaptation de maillage sont basées sur 'estimateur d’erreur métrique
permettant de produire des maillages adaptés fortement anisotropes. Pour plus de détails, nous
référons aux Habashi et coauteurs [10, 11, 12], Hecht et Mohammadi [13] et Belhamadia et co-
auteurs [14].

Comme pour tous les problemes instationnaires, un algorithme d’adaptation de maillage
joue un role trés important et nous proposons pour le modéle monodomanie 1’algorithme sui-

vant :

1. A partir des solutions U=V, U™, V(=1 et V() sur le maillage M au temps (™ ;

2. Résoudre le systéme (1) sur le maillage M ™ pour obtenir une premiére approximation
des solutions U"+1 et V1) au temps (") ;

Ut L) 4 -1 370+ L y0) 4 j/(n-1)
3. Adapter le maillage sur les solutions i 3 i et i 3 i pour

obtenir le nouveau maillage M ™+ ;

4. Réinterpoler U1, ™, V(n=1) et V() sur le maillage M1 ;

2
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5. Résoudre le systeme (1) sur M™*+Y pour obtenir les solutions U™*! et V1.

L’étape 3 dépend du schéma numérique utilisé pour la discrétisation en temps. Dans notre
cas, nous adaptons le maillage sur les solutions au temps ¢, t", et t"*+1 car un schéma
implicite d’ordre deux est utilisé.

3. Résultats Numériques

La méthode d’adaptation de maillage instationnaire sera maintenant appliquée a un cas
tridimensionnel des ondes spirales. Le domaine de calcul est un cube de dimension [0, 100] x
[0, 100] x [0, 100]. Des conditions de Neumann sont imposées sur les frontieres et les autres

parametres sont :

k=8 |a=0.15
e=10.002| pu; =0.2
e =03 | D=
At =0.5

Pour produire une onde spirale, les conditions initiales sont construites de la fagon suivante :

1 siy/(z—100) + (y — 100) + (z — 100) < 30

U(x,0) = et V(x,0) = 0.

0 si+/(zx—100) + (y — 100) + (z — 100) > 30,

Au temps t = 50 nous appliquons un stimulus sur une partie du domaine de calcul. La
figure 1 illustre les conditions initiales au temps ¢ = 50 et ¢ = 65 et ce pour une coupe z = 50. La
spirale sera completement formée a partir du ¢ = 100 et ensuite cette spirale peut étre considérée

comme solution de départ pour les autres résultats numériques.

Pour obtenir des résultats numériques précis, le nombre de noeuds nécessaires dans un
maillage doit étre tres élevé ce qui engendre un colit en temps de calcul énorme (voir [1], et
[5]). Nous référons aussi a Belhamadia et coauteurs [9] pour plus de résultats quantitatifs dans
le cas d’un cube. La figure 2 illustre 1’évolution en temps des maillages. Nous avons adapté
sur les deux solutions U et V' ce qui nous a permis d’avoir une concentration d’éléments pres
de front de dépolarisation-repolarisation aussi de réduire le nombre total d’éléments (181000
tétraedres). Le potentiel transmembranaire et le front U = 0.5 au temps ¢ = 35 sont présentés a

la figures 3.
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4. Conclusions

Une stratégie adaptative a été utilisée pour un cas tridimensionnel des ondes spirales. Nous
avons obtenu des maillages anisotropes raffinés au voisinage de front de dépolarisation repo-
larisation. Le nombre total d’éléments a été réduit tout en produisant des solutions numériques

précises.
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UNE MIXTURE DE TECHNIQUES NUMERIQUES POUR UN MEILLEUR MELANGE
Francois Bertrand

Département de génie chimique, Ecole Polytechnique de Montréal,
B.P. 6079, Stn. CV, Montréal, QC, CANADA, H3C 3A7

Bien que la modélisation numérique des écoulements dans le domaine du mélange ait suscité
énormément d’intérét depuis plus de 30 ans, I’utilité de la simulation dans ce domaine n’est
pas toujours claire. Cette présentation a pour but d’apporter quelques éléments de réponse a
ce sujet au moyen d’une revue des stratégies de modélisation les plus significatives qui ont
été développées pour la simulation des écoulements de fluides et de solides dans divers
systemes de mélange. Les exemples qui seront présentés serviront a mettre en évidence les
progrés accomplis depuis la fin des années 70 ainsi que certains défis qui devront étre relevés
dans les années a venir.



Maillages optimaux anisotropes

Richard Bois!, Michel Fortin', André Fortin!
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Résumé

L’adaptation de maillage, lorsque soigneusement implémentée, est un outil extrémement
puissant pour améliorer la qualité et la précision de la solution d"une équation aux dérivées
partielles obtenue, par exemple, d"une résolution par éléments finis. L’objectif est d’en amé-
liorer la précision tout en maintenant le nombre de degrés de liberté au minimum. Pour y
arriver, nous utilisons une réinterpolation de type hiérarchique de la solution et considérons
'estimateur d’erreur associé comme étant la différence entre celle-ci et la solution éléments
finis. Nous montrons que cet estimateur produit des maillages «optimaux» dans le cas P!
avec plusieurs exemples a I’appui. D’autres exemples seront présentés pour le cas P2 méme

sil’optimalité n’est pas encore tout a fait établie dans ce cas.

Mots clés: Maillage optimal, anisotropie, estimateur hiérarchique, estimation des gradients

1. Introduction

Soit Q un ouvert borné de R" (N = 2, 3 dans la pratique) de frontiere I" lipschitzienne. Nous

considérons, en raison de sa simplicité, le probleme de convection-diffusion suivant :

1)

-V - (D-Vu)+a-Vu = fdansQ
u = gsurl

ouD = (D;;),1 <i,j <N, estla matrice de diffusion et a la vitesse de convection. Nous al-
lons appliquer notre méthode d’adaptation a ce probleme mais elle est toutefois utilisable pour
n’importe quel type de problemes. Partant d"une discrétisation 7, du domaine, nous allons ré-
soudre ce probleme par une méthode d’éléments finis classique lorsque le terme convectif est
nul (a = (0,0)) et dans le cas contraire, par la méthode «streamline upwind Petrov-Galerkin»
(SUPQ), telle que décrite dans [1]. Dans tous les cas, nous avons besoin d’une solution numé-
rique du probleme, dorénavant appelée v;,.

La question qui se pose maintenant est comment développer une méthode qui utilise seule-
ment l'information contenue dans w;, pour construire un nouveau maillage plus approprié a la
solution du probléme (1) ? La réponse a cette question a fait 1’objet de plusieurs travaux scienti-
fiques comme la méthode de réinterpolation de Zienkiewicz et Zhu [2] figurant dans plusieurs

1
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codes commerciaux. Ces méthodes conduisent cependant a des maillages isotropes et sont plus
ou moins indépendantes du probléme résolu. D’autres méthodes conduisent a des maillages
anisotropes et utilisent la notion de «métrique» (Hecht et Mohammadi [3]). Elles sont basées sur
le fait que l'erreur peut étre bornée localement par une fonctionnelle quadratique qui dépend
de la matrice hessienne de la solution u. Ces méthodes s’averent tres efficaces pour des pro-
bléemes de mécanique des fluides compressibles (voir Habashi et al. [4]) ot la solution possede
des couches limites et des chocs. Cependant, nous allons voir que ces méthodes ne conduisent
pas a des maillages optimaux. Le but de cet exposé sera donc d’expliquer comment pallier a
cette difficulté. En particulier, nous allons développer une méthode qui ne dépendra que des
dérivées premieres de la solution u;, au lieu des dérivées secondes comme pour 'adaptation de
maillages avec métrique. De plus, on montrera qu’elle donne des maillages optimaux au sens
de d’Azevedo et Simpson [5] et potentiellement anisotropes lorsque la solution le permet, et ce
sans aucune intervention spéciale.

La premiére partie de ce travail sera consacrée a la construction d’estimateurs d’erreur pour
les cas u;, € P*(Q) et ), € P?(Q2) qui ne dépendent que d"une approximation des dérivées pre-
mieres de u. Dans la deuxieme partie, on détaille ’algorithme général d’adaptation et la straté-
gie employée. La notion de maillage optimal sera décrite en lien avec les travaux de Simpson
et d’Azevedo [5]. Enfin, dans la derniére partie nous présenterons plusieurs exemples et nous
comparerons les maillages obtenus avec ceux provenant de 1’adaptation avec une métrique.
Nous montrerons également que notre méthode est indépendante du probleme en considérant

différentes valeurs de D et de a dans 1’'équation 1.

2. Estimateur d’erreur

Soit u une fonction suffisament réguliere, solution du probleme (1) et soit u;, une solution
éléments finis de degré k par morceaux qui approche u. L'objectif principal est d’estimer 1’er-
reur d’interpolation en supposant que la fonction u est bien entendu inconnue. L'estimateur
hiérarchique est basé sur I'hypothese qu’a partir d'une solution approximative u;, de degré £, il
est possible de construire une approximation plus précise de degré k + 1 notée . On approxime
ensuite l'erreur par la relation :

[lu = un|| = & — | (2)

La construction de @ consiste a enrichir les fonctions de base de degré k (P*) pour y inclure les
polyndmes homogenes de degré k + 1 (notés RFt1) (voir Ndikumagenge [6]). On pose alors :

ﬂ:uh+rh

oury, € R Lerreur peut étre estimée de maniére trés simple et efficace simplement par ||ry||.

La détermination de r), nécessite la reconstruction du gradient g, de w;, aux noeuds mais

2



est complétement générale de sorte que cette estimation d’erreur est valide pour des solutions
numériques u;, de degré quelconque. L'idée générale est la suivante. Si u, est de degré k, on
reconstruit un gradient g, = (g., g,) de u, également de degré k sur chaque élément. La fonction
@ = uy + 1), est donc une approximation de u et g, une approximation du gradient de u. On
devrait alors avoir que les dérivées (k + 1)-iemes de @ sont égales aux dérivées k-iemes de la
composante appropriée de g,,. Cela représente un systeme linéaire de k+1 équations trés simple
a résoudre. Par exemple, si k = 1, on devra résoudre le systeme de 3 équations :

( @ O, 0gs
ox2  0x2 Oz
i _ o _ oy,
o2 o2 Oy
i _ O _ 1 (09 gy
( Oz0y  Oxdy 2\ Oy ox

Si k = 2, le systéeme a 4 équations faisant intervenir les différentes dérivées respectivement
d’ordre trois et deux. On note que u;, n’intervient nulle part car ses dérivées (k + 1)-iemes sont
nulles. Les coefficients de r, ne dépendent donc que des valeurs nodales de g,,.

Cette construction donc s’appuie fortement sur 1’existence de techniques précises d’évalua-
tion des gradients aux noeuds. Heureusement, il en existe plusieurs comme celles de Zienkie-
wicz et Zhu [7] mais nous avons opté pour celle de Zhang et Naga [8], beaucoup plus fiable
et précise. Plus la reconstruction de g,, sera précise, plus l'estimateur sera précis. Notons enfin
qu’il n’est pas nécessaire de reconstruire le Hessien de la solution, contrairement a 1’adaptation

basée sur une métrique.

3. Remaillage

Notre stratégie globale d’adaptation est d’obtenir le meilleur niveau d’erreur possible pour
un nombre de sommets ny donné et ce tout en équidistribuant l'erreur sur le domaine. Plus

précisément, on souhaite que | — u;| = ¢ dans tout le domaine et donc

€

6522 = /(; |T’h|2dl' = C2 mes (Q) d’ou 02 = M

ol eq est le niveau d’erreur cible en norme L? pour le nombre de sommets donné n,. Pour
obtenir ce niveau d’erreur en tout moment lors de I’adaptation, il suffit de considérer le taux de

convergence de la méthode d’éléments finis choisi. Par exemple, dans le cas P, la méthode est

1
Vs

d’ordre 2. Puisque pour des maillages réguliersona h = alors en comparant les erreurs on
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obtient la formule

ou n! et e, sont respectivement le nombre de sommets et I’erreur sur le maillage avant adapta-

tion. Un raisonnement similaire est utilisé pour le cas P? et on obtient la formule

3
0 nd +n! 2
€0 :eQ

4(ns — /n,) +1

Elle est obtenue en considérant le fait que le nombre d’éléments dans un maillage régulier est

n. = 2(y/n; — 1)? et en appliquant l'identité d'Euler n, — n, + n. = 1.
Par suite, ceci implique que sur chaque élément K (ou sur un sous-ensemble d’éléments),

I'erreur e doit satisfaire :
e mes (K)
mes (2)

ey =

Pour obtenir 1'équidistribution, on tente de minimiser la semi-norme H' de l'erreur :

/ |V |*da 3)
Q

Avec cette information, on peut maintenant utiliser des opérations locales pour modifier le
maillage. On va ajouter des sommets la o1 'erreur est trop grande et supprimer des sommets la
ou l'erreur est trop petite. Pour équirépartir 1'erreur, il est logique de retourner les arétes et de
bouger les sommets de sorte que I’on minimise la semi-norme H' de I'erreur. Nous montrerons

que cette approche conduit a des maillages anisotropes de fagon tres naturelle.

4. Résultats numériques

Pour nos tests numériques, nous utilisons la méthode des solutions manufacturées. On

considére les fonctions analytiques suivantes :

falz,y) = ¢~ 100((z—0.5)*+(y—0.5)%)
f3(w,y) = e 2622 4 =25y
M(xz,y) = o 3((@H03)2)+(y+02)?) _ =3((2-0.3))+(y—0.4)%)

—{—% tanh (10 sin(z? — y?) cos(z? + y?))

ou f; et f5 suivent la méme notation que dans [9] et M est la fonction «Montagnes et vallées»
telle que proposée dans George [10]'. On calcule ensuite le second membre f de 1’équation (1)

de sorte que 1'une ou l’autre des ces fonctions en soit la solution. On résoud par la suite comme

Ml y a une erreur dans la définition de cette fonction dans [10].
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si on ne connaissait pas la solution et ceci nous permet de faire toutes les analyses de conver-
gence, la validation du code, etc.

A la figure 1, on voit une comparaison entre un maillage adapté hiérarchique et un autre
adapté avec une métrique. Les différences sont apparentes surtout dans la région ot la matrice
hessienne de f, n’est pas définie positive. On observe a la figure 2 'indépendance du maillage
optimal par rapport a l'opérateur différentiel utilisé. Deux opérateurs différents sont utilisés
en changeant les valeurs de D et de a. Les maillages obtenus sont essentiellement les mémes.
Pour illustrer que notre stratégie adaptative peut, au besoin mener a des maillages anisotropes,
on présente a la figure 3 les éléments extrémement allongés dans les zones ot1 on a une dérivée
nulle dans une direction (pour la fonction f3).

Finalement, un test plus difficile est éxécuté en considérant la fonction M qui possede beau-
coup de variations brusques sur une géométrie courbe. En partant du maillage initial tres gros-
sier illustré a la figure 4, on arrive a un maillage remarquablement bien adapté pour cette fonc-

tion.

5. Conclusions

Un nouvel estimateur d’erreur est présenté et on montre par des tests numériques qu'il per-
met d’obtenir des maillages optimaux au sens de Simpson et d’Azevedo. L'utilisation d’opéra-
tions locales permet de plus d’obtenir des maillages anisotropes. La stratégie globale d’adap-
tation est indépendente de 1'opérateur différentiel utilisé pour calculer ;. Les maillages opti-

maux ne dépendent que la solution elle-méme et pas de 1'opérateur différentiel.
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Détis du calcul en électrophysiologie cardiaque
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Résumé

Cet article présente des méthodes pour calculer la propagation du potentiel d’action dans
une géométrie du coeur d’un patient, incluant la segmentation d’images obtenues par tomo-
graphie, le recouvrement de l'orientation des fibres cardiaques, le maillage de la géométrie
segmentée ainsi que le calcul par éléments finis de la propagation d’ondes électriques. Les
défis a relever a chacune des étapes de cette modélisation, notamment les aspects calcula-

toires, seront détaillés.

1. Géométrie du coeur

Peu de géométries réalistes du coeur sont actuellement disponibles et utilisées pour simuler
le comportement électro-mécanique du coeur, notamment via des méthodes de type éléments
tinis. Une géométrie couramment utilisé est le coeur de chien qui a été obtenu par Legrice et
Hunter [1] via des techniques de dissection. Cette géométrie vient avec des données représen-
tant 1'orientation des fibres cardiaques, un ingrédient essentiel puisque le muscle cardiaque
est un matériau orthotropique tant pour la conduction électrique du potential d’action que sa
réponse élastique. De nos jours, construire des géométries d’organe a partir d’'images 3D de pa-
tients est possible quoique cela demeure toujours un défi d’obtenir une géometrie précise avec
suffisamment de détails anatomiques puis de mailler proprement la géométrie segmentée. Par
ailleurs, les techniques d’imagerie médicale actuelles ne permettent pas de retrouver 1’orienta-
tion des fibres sur ces géométries de coeur de patients, vus les temps d’acquisition de 1’ordre
des dizaines d’heures par DT-RMN.

Nous proposons ici une méthode innovatrice de reconstruction compléte d"un modéle géo-
métrique du coeur d'un patient. La figure 1 illustre les étapes de cette approche. La géométrie
du coeur est segmentée a partir d'images 3D d'un patient a I’aide d"une variante de la méthode
variationnelle de Chan-Vese [2]. Cette méthode ne fait aucune hypothese sur la topologie de
I'organe a segmenter, contrairement a la plupart des méthodes actuelle qui procéde par regis-
tration d'une gémétrie a topologie fixe du coeur. A notre connaissance, nous sommes les pre-
miers a appliquer une méthode de Chan-Vese pour segmenter un coeur. Lorsque des images
de bonne résolution sont disponibles, il est possible de segmenter des détails anatomiques tels
les piliers a I'intérieur des ventricules et les orifices des valves cardiaques. Un champs de fibres
cardiaques est ensuite généré en projetant l’atlas de fibres Asclepios [3] sur la géométrie seg-

mentée a 1'aide d'un difféomorphisme obtenu numériquement. La géométrie segmentée étant
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décrite par I'ensemble de niveau d'une fonction, le mailleur Distmesh [4] est ensuite utilisé
pour générer un premier maillage du coeur. Le champs de fibres est ensuite réinterpolé sur le

maillage.

FIG. 1 — De gauche a droite, puis de haut en bas : image CT du patient, cavités des ventricules
représentées par la surface de niveau de la fonction de segmentation, peau du maillage du
coeur et champs de fibres a la surface du coeur.

2. Modeéle en électrophysiologie cardiaque

Le modele mono-domaine décrit I'évolution des ondes électriques dans le coeur :

% +I(v,w) =V -(oVv) =1, and 38_1: = g(uv, w),

ol v est le potentiel trans-membrane, w représente 'activité ionique des cellules cardiaques,
I(v, w) le courant trans-membrane total di aux ions, /. un courant externe appliqué par exemple
via un stimulateur cardiaque. Le modele est isotropique transverse, i.e. que le tenseur de conduc-
tance o est isotrope dans les directions orthogonales aux fibres et peut donc étre déduit du
champs de fibres aux noeuds du maillage. La figure 2 montre 1’évolution du potentiel trans-
membrane au cours du temps obtenu par une méthode d’éléments finis P1 et le schéma BDF2
implicite. La taille des maillages uniformes requis pour ce genre de calculs (en principe quelques
dizaines de millions de tétrahedres) nécessitent des solveurs itératifs “sans matrice” et des pas
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de temps de l’ordre du dixieme de miliseconde alors qu’un seul battement cardiaque dure entre
350 et 1000m:s.

= Oms = 10ms
= 20ms = 30ms

FIG. 2 — Potentiel trans-membrane a divers temps, 211519 noeuds, 976608 tetra.
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Résumé

Dans le contexte général du frittage entre grains d’une poudre compactée, cet article
présente une stratégie numérique pour la simulation directe du transport de matiere par
diffusion surfacique. Une méthode Level-Set est utilisée pour décrire 1’évolution de la sur-
face libre des grains. La vitesse d’interface est alors fonction du Laplacien surfacique de la
courbure qu’il faut donc calculer rigoureusement. Pour ce faire, une méthode de stabilisa-
tion est utilisée, combinée avec une technique d’adaptation de maillage pres de I'interface.

Plusieurs exemples de simulations sont présentés.

Mots clés: diffusion surfacique, méthode Level-Set, frittage, adaptation de maillage

1. Introduction

Le cadre général de ce travail est la simulation directe de I'évolution d"un empilement gra-
nulaire durant le procédé de frittage. Ce procédé d’élaboration est une étape de chauffage per-
mettant aux grains d’une poudre compactée de densifier, & une température bien inférieure a
celle de fusion, éliminant ainsi la porosité. Classiquement (1), le transport de matiere durant le
frittage s’effectue de la surface du grain vers le cou (Figure 1), et du centre du joint de grain
vers le cou, via des chemins de diffusion surfaciques, volumiques, au joint de grain, ou par le
milieu environnant (gaz).

Dans ce premier travail, nous traitons le cas du transport de matiere de la surface vers le
cou par diffusion surfacique. Ceci nous permet de nous affranchir dans un premier temps de
la réponse mécanique du matériau, puisque la diffusion est uniquement guidée par un cri-
tere géométrique : le Laplacien de la courbure. Dans la suite, nous présentons la modélisation

physique du phénomeéne de diffusion surfacique, puis la stratégie numérique mise en ceuvre.
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Nous conclurons par deux applications d’évolutions d’interfaces par diffusion surfacique de la

matiere.

diffusion
surfacique

joint

de grain

FIG. 1 - Transfert de matiére par diffusion surfacique entre deux grains identiques.

2. Modélisation de la diffusion en surface

En nous basant sur (2), le flux surfacique de matieére j, le long de la surface libre d"un grain
est d@i aux gradients du potentiel chimique, lesquels dépendent du gradient surfacique de la
courbure moyenne K. En faisant I'hypothése que le déplacement de la surface induit par ce
flux est normal a la surface, la conservation du volume du grain implique que la surface libre

du grain se déplace a la vitesse :

v = (CoAK)n (1)

ou n est la normale unitaire extérieure a la surface libre du grain, et A; est le Laplacien surfa-
cique. Sous les hypotheses retenues ici (homogénéité du grain et température constante), Cj est
une constante dépendant de la nature du grain, exprimée en m®.s~!. Remarquons que la diffu-
sion surfacique ne provoque pas de phénomene de retrait et donc laisse constante la porosité

du systeme.

3. Résolution numérique : une approche Level-Set

Afin de prendre en compte implicitement les changements topologiques intervenant lors du
frittage, nous décrivons les grains a ’aide d’une méthode Eulérienne de type Level-Set. A cet
effet, nous introduisons une fonction ¢ continue, définie sur tout le domaine de calcul, vérifiant
IV¢|| = 1 (fonction distance) dans une bande [-L,+L] autour de la frontiere des grains, constante
ailleurs, positive a 1’extérieur des grains, négative a l'intérieur. La surface libre des grains est

alors décrite par l'isovaleur 0 de cette fonction. Cette méthode, présentée en détail dans (3),
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Diffusion de matiere

permet de combiner 1’étape de convection et I'étape de réinitialisation de la fonction Level-Set

en une seule étape dite de réinitialisation convective.

Nous discrétisons le domaine de calcul 2 C R? (un cube en 3D) a l'aide d’un maillage

de simplexes. La fonction ¢ est approchée par ¢, qui est choisie continue sur (2 et linaire par

: Von
élément. La normale a la surface des grains est alors donnée par n,, = ——, et la courbure

IVonl”
moyenne par Ky, = V-n,,. De plus, dans ce cadre Level-Set, la vitesse de diffusion donnée par

I’Equation (1) se réécrit en (voir (4)) :

N 1
Uy, = (COWV : [HV¢hHP¢hVK¢h]> ng, (2)

avec P;, = Id—n,, ®ng, la matrice de projection sur le plan tangent a la surface des grains. Cette
équation met en jeu les dérivée a 1’ordre 4 de ¢, (via la courbure). ¢, étant linéaire par élément,
les expressions de la courbure et de 74, doivent étre considérées au sens faible (voir (4)). La
fonction ¢, est explicitement construite a I'instant initial (configuration initiale). A l'instant ¢,
connaissant ¢;, la vitesse 94 est d’abord calculée par 1'Equation (2), avant d’obtenir PTA en
résolvant I'équation de transport 9¢;,/0t + 04 - Vo, = 0. Le calcul de ¢, et de 0y, est ainsi
découplé.

Cependant, en utilisant la méthode “explicite” décrite ci-dessus, des oscillations non phy-
siques apparaissent rapidement a l'interface {¢, = 0}, empéchant le calcul d’étre mené a bien.
L'ajout de termes dissipatifs de la forme eAK), et cA(7y - ny, ), avec e < 1, lors du calcul de la
courbure et de la vitesse, supprime ces oscillations, mais dégrade fortement la qualité de la so-
lution. Afin de stabiliser le systeme tout en préservant la qualité de la solution, nous proposons
une formulation mixte en courbure - vitesse normale, ou de maniere équivalente, courbure -
Laplacien surfacique de la courbure. De plus, un terme de stabilisation est introduit en consi-

dérant la linéarisation de ¢} :

t+3

a t
A i N A\ ZA LY ®

def.

trl ) A s 174 .

et en prenant K,, = V-¢, *. Le dernier terme de (3) est obtenu gréace a I’équation de transport,
et en considérant que 7,4, est portée par n,,. v, représente la vitesse normale. Au final, le
systeme mixte en courbure - vitesse normale, s’écrit : au temps ¢, connaissant ¢t , trouver K}, et

vy, vérifiant
At 1
t = t — = t
K+ 9 (5vus) v- (Vo) @
v IV ORI = CoV - (Vo[ Py VEG) = 0

Remarquons que le second terme de la premiére équation de (4), est un terme croisé de la

forme Awv,;. C’est ce terme qui stabilise le systeme. Le coefficient de stabilisation, facteur de
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ce terme, dépend de At, et ne fait intervenir aucun autre parametre numérique. Le systéme
précédent est résolu par éléments finis, en considérant K, et v,,;, continues sur (2 et linéaires par
morceaux. La formulation faible du probléme est donc considérée. Enfin, A = | ¢}, — Atv, 2|
est la norme de la normale évaluée avec (3), o1 I'on a pris la vitesse au temps précédent afin

d’éviter une non-linéarité sur le terme de stabilisation.

Enfin, pour que la stratégie numérique développée ci-dessus permette de simuler la diffu-
sion de matiére au sein d'un empilement 3D composé de n grains, il est nécessaire de considérer
également une technique d’adaptation de maillage, ceci afin d’avoir une bonne description des
interfaces, tout en gardant un nombre de degrés de liberté compatible avec notre puissance de
calcul. Pour ce faire, nous utilisons les deux métriques décrites dans (5) basées sur 1"utilisation
de la fonction Level-Set : une métrique isotrope, consistant simplement a prescrire une taille de
maille plus petite pres de l'interface {¢;, = 0}; une métrique anisotrope, basée sur le tenseur
n, ® n,, . Un exemple de domaine de calcul contenant quelques grains avec une adaptation
isotrope est montré sur la Figure 2. Soulignons que dans cette approche, nous n’estimons pas
l’erreur commise par la discrétisation éléments finis.

FIG. 2 — Domaine de calcul et maillage adapté (plan de coupe).

4. Simulations numériques

La résolution du systéme (4) a été implémentée dans la librairie éléments finis CIMLIB. Cette
librairie C++ de calcul scientifique, hautement parallele, est développée au Centre de Mise en
Forme des Matériaux (Mines ParisTech, CNRS UMR 7635) par I'équipe de T. Coupez (voir (6)).
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4.1. Diffusion entre deux grains identiques

Nous commengons par décrire la diffusion surfacique entre deux grains sphériques iden-
tiques, choisis initialement tangents. Nous voyons sur la Figure 3, la formation d"un cou entre
ces deux grains par diffusion surfacique de la matiére, depuis la surface des grains vers ce cou
(de la courbure positive vers la courbure négative). De plus, bien que la surface de contact
entre les grains soit initialement “mal” définie (pas de traitement spécifique), la symétrie du

probléme est conservée, et le volume des grains reste constant.

(@) t=0 (b) t=10"2 () t=3

FI1G. 3 — Evolution de la surface {¢, = 0} durant le frittage par diffusion de matiere entre deux
grains de méme rayon R = 0.1.

De plus, en se basant sur des critere purement géométrique (voir (7)), il est possible d’ex-
primer I'évolution de z/R, le rayon de la surface de contact divisé par le rayon du grain, en

fonction de t’ = %t, un temps adimensionnel :

17
% = (5?5%) = 1.78t/7 (5)

La Figure 4 montre I’évolution de =/ R en fonction de ' pour différentes valeurs de rayon
de grain R, obtenue par simulation. Nous retrouvons bien la loi en puissance de 1/7, avec un
coefficient de 1,3 au lieu de 1,78. Cette différence s’explique par les hypotheses faites dans le
calcul analytique. Le point important ici est la puissance 1/7, caractéristique de la diffusion

surfacique.

4.2. Diffusion dans un petit empilement granulaire

La Figure 5 montre 1’évolution par diffusion surfacique d’'un empilement composé de 20
grains. Les grains sont initialement sphériques, tangents deux a deux, et de rayons compris
entre 0,08 et 0,2. Le domaine de calcul est le cube unité, maillé avec un maillage non structuré
composé de 1 320 000 éléments (227 000 nceuds). Le maillage est adapté dynamiquement au
cours de la simulation, de maniére a étre raffiné pres des interfaces. La taille de maille, isotrope,
varie de 0,01 a 0,08. Comme précédemment, les surfaces de contact, mal définies initialement,
sont rapidement lissées par la diffusion, et des cous apparaissent entre les grains. On vérifie
que le volume des grains est bien préservé. Une telle simulation comportant 160 incréments de

temps est effectuée en deux heures sur quatre coeurs de calcul (processeurs Intel Xeon 2.2 GHz).

5
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FIG. 5 — Evolution d"un empilement de 20 grains de rayons distribués aléatoirement, uniformé-
ment dans l'intervalle [0,08 ;0,2]

5. Conclusion et perspectives

Nous avons proposé une méthode basée sur une approche Level-Set permettant de décrire
I’évolution de la surface des grains induite par la diffusion surfacique durant le frittage d"un
empilement granulaire. L'équation aux dérivées partielles d’ordre 4 qui régit I’évolution du sys-

téme est résolue grace a une approche mixte en courbure - Laplacien de la courbure, stabilisée.

6



Diffusion de matiere

Une technique d’adaptation de maillage nous permet de décrire finement les interfaces et de
simuler I’évolution d"un petit empilement de grains.

Les suites a donner a ces développements sont de deux ordres. D'une part, au niveau nu-
mérique, une technique d’adaptation de maillage plus avancée permettrait de diminuer la taille
du maillage, tout en préservant voir en améliorant la précision sur la description des interfaces.
Ceci est nécessaire dans l'optique de la prise en compte d’'un grand nombre de grains (vo-
lume représentatif). Au niveau de la modélisation, nous travaillons a présent sur le couplage
de la diffusion surfacique avec la diffusion volumique. Ceci fait intervenir la notion de poten-
tiel chimique dépendant entre autres du gradient de la contrainte mécanique générée dans le

matériau.
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Défis de I’adaptation de maillage pour le
contact en grandes déformations

Eric Chamberland, André Fortin,

LGIREE, Université Laval,
Québec, Canada

Résumé

La résolution des problémes de contact en grandes déformations pose encore aujourd’hui des défis
importants. Une des difficultés se trouve dans le traitement des frontieres partiellement en contact. La
capture de I’interface contact/non contact est essentielle pour assurer une convergence optimale de
I’erreur numérique. L’ adaptation de maillage semble un outil approprié, mais les estimateurs d’erreurs
doivent étre soigneusement choisis, particulicrement lorsque 1’on utilise des discrétisations d’ordre
deux. On cherche une convergence optimale en norme L? et H' pour le déplacement et en norme L2

pour la pression de contact.

Mots clés: Adaptation de maillage, ordre élevé, contact, grandes déformations, estimateurs d’erreur

1. Introduction

Le probleme de contact en grandes déformations peut étre résolu a 1’aide d’un méthode itérative
comme le gradient conjugué projeté (GCP) ([1]). Nous étudierons donc les problemes de contact en
grandes déformations dans une formulation mixte en déplacements u et en pression de contact A. En
utilisant la méthode des solutions manufacturées (MSM), nous avons démontré ([2]) I’importance capitale
de bien capturer la zone de contact. En effet, pour avoir une convergence optimale pour une formulation
P> — Py en déplacement-pression de contact, il faut avoir, en 2D, des sommets placés exactement sur
les extrémités de la zone de contact. En introduisant 1’adaptation en vue d’améliorer les résultats, il
faudra prendre en compte plusieurs facteurs déterminants pour I’obtention de maillages menant a une
convergence optimale de 1’espace P, — P;. Le premier de ces facteurs est I’obtention d’un estimateur
d’erreur approprié sur le déplacement dans I’espace P». Le second est la prise en compte de I’erreur sur la
pression de contact dans I’espace P; qui est restreint a une partie du bord du domaine des déplacements.
Le troisieme est la détermination de la zone effectivement en contact. Enfin, le quatrieme est en réalité la

combinaison de ces différents facteurs en une métrique unique.

2. Contact

Pour les grandes déformations, une formulation Lagrangienne totale en déplacement u sera utilisée.

Le contact sera traité par 1’introduction d’un multiplicateur de Lagrange A; et résolu par la méthode
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du gradient conjugué projeté (voir Tardieu et al. [3]). On note G, et G, les parties respectivement
négative et positive de G,,,. A convergence, le multiplicateur approchera G,,Js, ce qui est li€ a notre choix
d’intégrer la contribution du jacobien surfacique J; dans A;. Ceci évite de linéariser la variation de J,
ce qui introduirait un terme non symétrique dans la matrice tangente, comme dans le cas de la pression

suiveuse (voir Bonet et Wood [4]). Sous forme variationnelle, on a :

/H:wadV—/ Aywory dA = /ro-de+/ ho-wdA+/ kowdA Yw
o 1o o 4 ro

(1
/ro (tn — M) g (u) dA <0 Vi <0

ol g(u) est la distance entre les corps (le « gap » ). De maniére équivalente, on a :

—VX I = ro dans .Q.O II-N— Khnz = k()
= Y A <
uy up surlp h ~ sur ng
II-N = hg sur 1"1% g >
Mg = 0

Le choix de I’espace de discrétisation pour uy, et Ay, est conditionné par une condition de type inf —
sup (voir Bathe et Brezzi [5], Coorevits et al. [6]). Bien que plusieurs choix d’espaces de discrétisation
satisfassent la condition in f — sup, nous nous concentretons sur un espace P, — P dans cette étude.

On peut voir, 2 la figure 2(a), I’erreur relative en norme L? sur la pression de contact A;,. On distingue

trois courbes :
1. Les éléments les moins précis sont les P, — Py pour lesquels la convergence est limitée a —O(ddl).

2. Les éléments P; — Py ont aussi une convergence limitée a —O(dd[) mais sont deux fois plus précis

que les précédents.

11,55)

3. Les éléments P, — P sont limités dans leur convergence a —O(dd , mais restent les plus précis

de tous.
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Nous allons maintenant analyser le taux de convergence sous-optimal en —O(ddl'>>) des éléments
P> — P;. On peut proposer 2 explications : I’intégration numérique de g ou 1’absence de noeud sur la
frontiere de la zone de contact. Bien qu’une difficulté des problémes de contact soit I’intégration exacte
de g (voir [7]), une analyse en cours nous a convaincu que le simple fait de ne pas avoir de noeud sur la
frontiere de la zone de contact est suffisant pour restreindre le taux de convergence de Aj,. Pour illustrer
ce fait, nous présentons a la figure 2(b) les courbes de convergence obtenues sur des maillages ayant un
noeud précisément a I’endroit ol le changement de signe de G,,, se produit (soit en X = 1/4). On retrouve

alors immédiatement un taux de convergence —O(ddI?) sur A;, pour les éléments P, — Py.

3. Métriques et adaptation P,

[’adaptation de maillage basée sur une métrique est utilisée depuis longtemps pour les interpolations
de type P;. Pour adapter un maillage en utilisant une variable P>, on peut utiliser les dérivées troisiemes
comme indicateur d’erreur (voir Kuate [8]). Pour ce faire, nous résolvons un probleme aux moindres
carrés sur une région autour des sommets d’un maillage. Le probleme résolu ressemble a celui proposé
par Zhang et Naga [9], auquel nous avons ajouté les dérivées d’ordre quatre, ce qui semble donner de
meilleurs résultats. Le probleme est formulé en dimension trois, mais peut étre ramené au moyen de
contraintes en dimension deux (plan et/ou surface) ou méme en dimension un. Une fois les dérivées
troisiémes obtenues, on les sépare en trois tenseurs que 1’on transforme en métriques que 1’on intersecte
entre elles (voir [10]). A la figure 3, on peut voir que les maillages obtenus sont assez différents de
’adaptation basée sur le hessien. Une étude de convergence sur les deux séries de maillages, adaptés sur
le hessien vs adaptés sur les dérivées troisiemes, est présentée a la figure 4. On voit que lorsque 1’on
utilise une interpolation de type P, et que I’on adapte en se basant sur le hessien, on ne conserve pas
un taux de convergence optimal. Par contre, on récupere la convergence optimale si on adapte sur les

dérivées troisiemes.

4. Contact et adaptation

Les métriques de base pour I’adaptation d’un probleme en grandes déformations seront d’abord celles
construites a partir des dérivées troisicmes de chaque variable du déplacement u;. Pour la pression de
contact A, on reconstruit un hessien mais on limite le domaine de calcul a la partie du bord ou cette
variable existe afin d’éviter I'un des dangers identifié par Ovall [11]. De plus, on ajoute des contraintes
supplémentaires, a savoir que les composantes normales des dérivées doivent €tre nulles. On intersecte
cette métrique de bord avec celles du domaine pour former une métrique unique. Basé sur ce qui a été
énoncé a la section 2, on sait maintenant qu’il faut bien capter les frontieres de la zone de contact. Une
fonction distance aux frontieres de la zone de contact est construite et on en déduit aussi une métrique
que I'on intersecte avec les autres. Finalement, on adapte les maillages et I’on mesure les erreurs sur

les différentes variables et en particulier sur la pression de contact. Un exemple de maillage obtenu est

4
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vu

vu

a) Métrique construite a partir du hessien

b) Métrique construite a partir des dérivées troisiemes

FIG. 3 — Maillages obtenus pour une adaptation avec différentes métriques
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FIG. 4 — Erreur relative en semi-norme H'! (|u— up,

1.9,/ |u/1,0,) en fonction du nb de DDLs avec u =
[arctan(80x*y* — 1/256)

présenté a la figure 5
Pour la pression de contact, le niveau d’erreur obtenu ainsi que le taux de convergence atteint sont
meilleurs que la simple division réguliere, mais moins bons que 1’utilisation d’un maillage possédant des

sommets exactement aux frontieres de la zone de contact (voir figure 6).

5. Discussion et conclusions

Nous avons montré qu’il est possible de rétablir une convergence quasi-optimale de la pression de
contact lorsque nous adaptons le maillage sur 3 criteres distincts. Le maillage adapté est donc meilleur
en terme de niveau d’erreur et de taux de convergence qu’une division réguliere du maillage. Les modifi-
cations exigées pour passer d’un code d’adaptation P; a P, ont été relativement mineures et donnent des
résultats satisfaisants. Bien que, pour le contact, les résultats ne soient pas encore totalement optimaux,

une petite percée a été effectuée.
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Abstract:

In this paper it is shown how to build a metric field directly at the nodes of the mesh for a direct use in the
meshing tools. First of all, the unit mesh metric is defined and well justified on a node basis, by using the
statistical concept of length distribution tensors. Then, the interpolation error analysis is performed on the
projected approximate scalar field along the edges. The error estimate is established on each edge whatever the
dimension is. It enables to calculate a stretching factor providing a new edge length distribution, its associated
tensor and the corresponding metric. The optimal stretching factor field is obtained by solving an optimization
problem under the constraint of a fixed number of edges in the mesh. Several examples of interpolation error are
proposed as well preliminary results of anisotropic adaptation for interface and free surface problem using a
Level Set method.

1. Introduction

Recent years have seen the emergence of anisotnogst adaptation techniques with very
convincing applications ([2, 5, 8, 9, 10, 17, ..Ihdeed, such a technique enables to capture scales
heterogeneities that can appear in numerous physicanechanical applications. In particular,
anisotropic adaptive meshing can play a key roleimulation problem involving interfaces, the
gradient of the solution being highly directionavéring the use of anisotropic meshing at a lowaext
number of elements.

Unstructured anisotropic adaptive mesh are ofteedban local modifications ([12, 13, 14, 15,
...] of an existing mesh. In this approach the cart$ion of the mesh in the anisotropic case can be
done by extending the way to measure lengths faligwhe space directions and by using a metric
field to redefine the geometric distances. In pakaltheories of anisotropic a posteriori error
estimation [4, 8, 9, 11,...] have been well consaédain the past few years

For practical reasons, meshing tools are demaralimgdal metric map. This work is detailed
in [27] and the main idea here is to propose adbfit route for the metric construction directlytted
node by introducing a statistical concept: the terdjstribution function. Following the standarcal
used in computational rheology to account for degéan [1], we introduced the second order tensor,
approximate of the distribution of lengths defirtad gathering the edges at the node. The proposed
metric is shown to be the inverse of the tensoickvidefinition is only depending on edges (whatever
is the space dimension). We complete this studwarbynterpolation error analysis along the edges
allowing to recalculate the length of each edgisiown direction.

The efficiency of this approach is established urlde constraint of a fixed number of nodes
with examples of adaptation for free surface pnobiesing a Level Set.

2. Mesh metric by length distribution tensor

Notation:
KOK Element mesh

XLiON Coordinate of the node mesh number i

X" = X1 - X'"Edge vector made from nodes i and j (sharing at leae element)
h, =‘X”‘ Edge length

r(i) ={ JON,IKOK, X0 K} Set of node numbers connected to node i

A unit metric of element K, can be defined by usthg affine transformation to a reference
rectangular or equilateral element.



T, K =K
~ ~ (3.1)
X - X + A< (X - X)
1
Indeed, the unit length edges of the reference @Imrmakei:‘A( X”‘ =(‘A<A<X” ,X”)2 . The
natural metric associated with each element is Igichgfined by:M, ='A A, .

When one wants to deal with a continuous metrie,element tensor field must be transferred
to the mesh nodes. Indeed, from the meshing péimieay [15, 17], it is easier to store the metric a
node than at element, the latter being much molatileduring the remeshing process. We propose
here to construct a metric field directly at theles of the mesh.

Let us consider the edgé” and a mapping\’ which transforms it in a unit vector:
‘Ai X”‘ =1. Then foM" = 'AT AT we get(M X", X”) =1

M is a positive symmetric tensor. In order to carsttM ' such as the edge length of node is almost
1, the immediate solution is to sum up the previalation:

> (MxTx")= Y1

jar (i) jar ()

. . _ (3.2)
=M Y XPO XY =|r()
ior @)
Therefore, the length distribution tensor at node @nd denoted biX' is defined by
. 1 . ,
X' > XIeX! (3.3)

:mierm

X' is a positive symmetric matrix when there existeasst « d » non aligned edge vectors, then we
define the metric tensor by :

i iyt
M :E(X) (3.4)

3. Edge based interpolation error estimate

3.1. Continuity along the edges

Let ua regular scalar field i), ue C?*(Q2) and U, its interpolation with respect to a given

mesh such as u, (Xi) =u(Xi),i =1,...,N and let us denote by:
U'=u,(X")=u(X") and U"=U’-U'

For continuousP" element, the gradient af is continuous along the edges in the direction of

the edges. Indeed, with :{vh 0c°(Q) v, O Pl(K)} :
u!=uU'+0u,| .X"
and
Ouy|, X" =U", OK O X" (3.5)
The gradient ofu, is discontinuous from element to element but netglojection along the

edges of the mesh since it depends only on tharsgalue at the extremity. In the sequel we will
write (3.6) independently of the element by:

Duh.X” =y (3.6)
we have the following result ([20]):

Proposition 3.1:



‘(Duh —Du(Xi)).X”‘s max_[Hu ¥ X" X"| 3.7)
Yu[x',xl]
whereHu = 0®u s the associated Hessian.

Generally in the sequel we will assume the follayémortcut notation:
[HuX".X"| for [s'"Hu(B")X".X"|or max |Hu § X" X?|
yD[X‘,X‘]

3.2. Gradient interpolation operator
In this section we introduce an interpolation oparéo build a continuous gradient defined direcity

the node of the mesh and depending only on thepioletion values.G'the proposed gradient
reconstruction isdefined by:

G =arg rréin[ > ‘(G—Duh) X”‘ZJ = arg rng > ‘G X —U”‘z] (3.8)

EH0) EH0)

If we denote by U' = ) U"X", then we get:

jar (i)

j | L

G=(x') U (3.9)
and we can prove ([27]) :
0i=1,...N etJjOr { and forG’ =G’ —G'
8 |6 -ouxh)x|< 23 |Hux™ X"
k

b) |G.X'-Ul|<2} \Hux‘k.xik\2+\Hux‘j X (3.10)
K (i)
0 [6"X"<2 Y [HuX X[ +2 3 [Hux* X"+ |Hux" X
kar (i) kar (i)

3.3. Edgeerror estimate
We do use the proposed estimate of the projectanmgahe edge of the second derivative

g =|G" x| (3.11)
With the following hypothesis:
1 \Uh” —U”\s\G”.x”\
2 ‘Du(xj).xij—Du(X‘).X”‘s‘G”.X”‘

3 HW)X" x| <|c" x|

Proposition 5.1: under the above hypothesis we prove also [20]
X1 s sOR”
§ (9 =[G (s).5X|< 5%,

The quadratic behavior of the error has been obthimhen scaling the edge. It is also an implicit
proof of the optimality of the proposed error estim

(3.12)

4. Length redistribution and edge number constraint
6.1 Metric construction



We assume in the sequel that the approximatiom ergroportional to the interpolation error,
in order to use directly the proposed estimate utideypothesis:

J¢>0,Ju—u,| <clu—mu]

mUu(X")=u(X"),Vie N
We will only assume in the sequel that the constagtobal over the whole domain and thus,
the interpolation error estimate works correctlyoiie seeks for the optimal mesh under some
convenient other constraints. We fix the total nemf edges and in this case the exact figure ef th
approximation error is not necessary to set uprtesh.
In order to build a metric depending on the ermalgsis, one has to calculate a new length for
each edge and to rebuild the length distribution.

Lets;, i, j € N be the set of edges scaling factors by:
§ =57
X%

(3.13)

where éet ‘)Z‘ are respectively the goal error and associated kxhgth.

Let introduce S= (s;,i j€ M) and the following functional:go(S):%Zsfeij . We seek for a
i

minimum under the constraint of a fixed numbd’rginSD(S). Or by introducing the Lagrangian
S, 1=A

ij,i<j

multiplier A : E(S )\ go(S)—i— . Then get the following.

|-

Theorem :
Let Abe a given number of edges of the me(ﬂ},: ‘G” X D the calculated error along and

in the direction of the edgep €[1,d] to be defined latter.

The continuous metric field defined at the mesheasaak :
-1

[ STgxteX'|  with s = ; (3.14)
jer() ]
p+2
E E ep+2} P
A= |0 (3.15)

A

Minimize the error for A edges. Moreover, whgn= 1,Vi,Vj € T ()then the mesh is optimal.
p eP+2

oL § |°*? ' Z !
aA_o;»Z S =A==

A null error gives an infinite edge and in practmee has to fix something up. This can be
done by considering a uniform isotropic mesh untteg constraint of number of edge by:

= MiN(Eg X" | ,max(\G” XI| £ x”f) (3.16)




5. Applications
In this first example (Figure 3) we consider théiofeing function C being the upper right
corner:

a(x) = tanh(E sin(5725x ))xe[ OJLu X Faca|X| yaca|x—C| (3.17)

The parameter E may vary from 1 to 32. Larger & sharper is the gradient of this function
favoring the construction of an anisotropic meshordbver, the addition of the two contribution
mimics interferences between two sources forcioggapic mesh at the intersecting place.

Figure 1. The adapted mesh has about 1 million nodes and it is the lighter possible mesh required just to
represent the proposed function.

In this second example, we consider the metric tcoction to the so called “Immersed
Volume Method”. We calculate the distance funciil®fined from the immersed boundary giving rise
to the Level Set:

a(x)=d(x,IN = rymirnd(x,y) and T ={xax)=¢ (3.18)

FO0Qbeing an immersed boundary and the interpolation ingbe given by
a,(X")=a(X"), iON .Then the hyperbolic tangent is a smoothing of eawiside function

showing two maxima of the second derivative nearittterface. The parameter E enables to control
the steepness and location of the Hessian mattixiofunction.

u(x) = Etanh@) (3.19)

In combination to the convected level set methd],[tve adapt the mesh periodically using
the present work on the heuristic function defirlgd (3.19). The results are very realistic while
maintaining an affordable mesh. The remeshingegiyatemains very crude here since the mesh is
only adapted periodically without care of time degency and extrapolation, our purpose being only
to illustrate this approach and the possibilityténms of simulation which is clearly not affordable
without mesh adaptation, the filament thinning gemportant and j{t:\s pgsitipn not predictable.

T TN

Figure 6: Fluid buckling simulation by the convected Level Set method with anisotropic adaptive meshing and a
fixed number of nodes of about 50 000.



6. Conclusion

In this paper we propose a different route to deftre metric directly at the node of the mesh. In
order to get an averaging procedure that producsgnanetric definite positive tensor we use a
statistical descriptor: the length distributionden Adaptivity is just to redistribute the edgedth via
this tensor. A 1d error analysis is proven to b#igant when considering the interpolation error.
Several examples are proposed showing that theopeopprocedure drives correctly the mesher to
highly adapted solution. In order to show the pguii of the method, we propose to apply it difgct
to the interpolation error of a level set functidthere again, the error is exact for the static case
(representation of an immersed geometry) and besdmeeristic in the dynamic case. The entire
process looks quite simple and competes immedidtelessian based metric and patch recovery
procedure. Extension to approximation error would done by plugging in edge based error or
residual estimate.
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Résumé

De nombreuses hypersurfaces w dans RY peuvent étre considérées comme la frontiére
I' d’un ensemble ouvert Q de RY. Dans ces cas, le gradient et la matrice hessiennne de la
fonction distance orientée associée b a I’ensemble 2 donne des expressions analytiques de
la normale extérieure unité et des N formes fondamentales de la surface w, et une théorie
intrinseque fort complete des espaces de Sobolev définis sur des surfaces C'!"! est maintenant
disponible dans [7].

En théorie des coques minces, le modele asymptotique ne dépend que du choix de la
loi constitutive ou compliance, de la surface moyenne et de 1’espace de solutions qui rend cor-
rectement compte des charges, moments, et conditions frontieres appliqués a la coque. Une
question centrale est de déterminer la régularité minimale pour que les équations asymp-
totiques membranaires (membrane equation) et de flexion (bending equation) conservent un
sens mathématique précis sans faire appel a des hypothéeses mathématiques ou mécaniques
ad hoc. La chose est possible pour les surfaces moyennes de classe C! avec ou sans fron-
tiére et sans bases locales ou symboles de Christoffel via les méthodes purement intrinseques
développées par Delfour et Zolésio commengant par [11] en 1992.

Anicic, LeDret, et Raoult [1] introduisirent en 2004 une famille de surfaces w qui sont
l'image d’un domaine ouvert, borné connexe lipschitzien dans R? par une application bi-
Lipschitzienne sous I’hypothése que la normale est globalement lipschitzienne. A partir de
cela, ils construisent un voisinage tubulaire d’épaisseur 2h autour de la surface et montrent
que pour h suffisamment petit, 'application voisinage tubulaire associée est bi-lipschitzienne.

Dans cet exposé, on montre tout d’abord que de telles surfaces sont de classe C! avec
des formes fondamentales bornée et mesurables. Dans un second temps, on montre que le
voisinage tubulaire peut étre completement décrit par une fonction distance algébrique a
w, et qu’il n’est généralement pas un domaine lipschitzien dans R? en donnant I'exemple
d’une surface plate w vérifiant toutes leurs hypothéses. Les résultats classiques d’élasticité
linéaire pour des domaines lipschitziens ne sont donc pas directement applicables a leur
classe de coques minces. Comme autre conséquence, la jonction G; de pieces K-régulieres
(K-regular patches) le long de la jonction de deux pieces développée par Le Dret [16] génére
une nouvelle «K-regular patch» qui est une surface de classe C! et le joint ou la jonction
est CLL,
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En conclusion, C*! demeure pour I'instant la régularité minimale pour la surface moyennel]

d’une coque mince pour donner un sens mathématique précis aux équations asymptotiques

membranaires et de flexion.

Mots clés: coque mince, coque asymptotique, régularité, représentation de surfaces, fonction distance

orientée, application bi-lipschitzienne, voisinage tubulaire.
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Résumé

This talk applies a verification methodology that is able to assess the precision and
convergence of an anisotropic adaptive process as it applies to control the interpolation error
of sample 2D and 3D reaction-diffusion problems. To do so, the technique of manufactured
solution is used to devise problems for which analytical solutions are known. The conver-
gence rate of the Hessian-based error estimator used in this unstructured mesh adaptation
method is first evaluated through mesh convergence studies. Two distinct mesh quality mea-
sures are then used to illustrate mesh improvement in the course of adaptation. Finally, the
overall adaptive process is verified by measuring the convergence rate of the interpolation
error as well as measuring how evenly the interpolation error is distributed over all the

elements of the adapted meshes.

Mots clés: Verification methodology, anisotropic mesh adaptation
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Résumé

Les méthodes d’éléments finis mixtes duales pour la résolution d'un large éventail de
problémes aux limites linéaires et non linéaires (élasticité linéaire, probléme de Stokes, équa-
tions de Navier-Stokes, équations de Boussinesq, etc.) ont connu un grand développement
ces dernieres années. Ces méthodes permettent d’obtenir simultanément des approxima-
tions de I'inconnue et son gradient avec le méme ordre de précision. De plus, ces méthodes
possedent la propriété de conservation locale de certaines quantités physiques (la masse, la
quantité de mouvement) comme dans les méthodes des volumes finis.

Le propos de cet article est de présenter des méthodes d’éléments finis mixtes duales

pour des écoulements de fluides non newtoniens.

Mots clés: Meéthodes d’éléments finis mixtes duales, Ecoulements de fluides non newtoniens

1. Introduction

Les équations qui régissent ’écoulement d’un fluide, dans un domaine Q C R%,d = 2 ou 3,
découlent des lois de base de la mécanique des milieux continus. Pour un fluide homogene et
isotrope, ces équations sont :

D
pZ Y _dive —pf = 0, dans ©, 1)
Dt

dp .

Fn + div(pu) = 0, dans (), (2)
ou % est la dérivée particulaire, i.e., % = % + (u-V), et o est le tenseur des contraintes de
Cauchy défini par :

oc=-pl+T. 3)

Dans le systeme d’équations précédent, p désigne la pression hydrostatique, 7 le tenseur des
extra—contraintes, I le tenseur identité, u la vitesse du fluide, p la masse volumique, et f repré-
sente les forces de masse par unité de volume.

Dans toute la suite, le fluide est supposé incompressible, la masse volumique p est constante, et

laminaire, i.e., les termes d’inertie p(u -V) u sont négligeables devant les termes visqueux.

1
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A T'ensemble de ces équations, il faut ajouter une loi de comportement reliant le tenseur
des extra—contraintes au tenseur des taux de déformation D(u) = 3(Vu+Vu'). Cette rela-
tion exprime le comportement rhéologique du fluide. Pour les fluides newtoniens ou quasi—

newtoniens cette relation est explicite et elle s’écrit :
T=2n(D(u))D(u) ou T=2n(Vu)Vu. 4)

Les fluides newtoniens, régis par le probleme de Stokes, sont des approximations raisonnables
de fluides plus réalistes appelés fluides non newtoniens. Pour ces fluides la viscosité est une
fonction du tenseur des taux de déformation, de la température, du temps, etc. L'écoulement
laminaire, dans un domaine 2 de IR?, d = 2,3, d’un fluide newtonien généralisé ou quasi-
newtonien est régi par le systéme de Stokes avec une viscosité variable. Dans le cas d"un écou-

lement stationnaire, le modele mathématique s’écrit de deux manieres différentes.

La premieére formulation, voir Bird et al. [4], utilise le tenseur symétrique des taux de défor-

mation D(u), et est donnée par :

—div (ZT](D(’U,)) D(u)) +Vp = f, dansQ,

. )
dive = 0, dans(,

ou la viscosité 7(-) dépend du second invariant du tenseur D(u) suivant les deux modeles

couramment utilisés :
— loi puissance :

n(r) =mno|7|""?,vr € R, (6)

— loi de Carreau :
r—2
n(r) =m(1+ X)) ,vre R, 7)

oit |7|*> = tr(7'T) et, pour les deux modeles, 77, > 0 est une viscosité de référence et 1 < r < 0o

un parametre caractéristique du fluide.

La seconde formulation, due a Ladyzhenskaya [9], utilise le tenseur gradient des vitesses

V u et elle s’écrit :

—dz’v(n()Vu+m|Vu|”*2Vu)+Vp = f, dans(,

. (8)
divu = 0, dans¢,

ou les parametres physiques 79 > 0 et ; > 0 sont des viscosités de référence.

Dans les prochaines sections, nous allons présenter des formulations mixtes duales des pro-
blémes (5) et (8) en dimension deux avec des conditions de Dirichlet homogenes. En se basant
sur ces formulations, nous analyserons des méthodes d’éléments finis mixtes duales et nous

donnerons les estimations d’erreurs.



Méthodes d’éléments finis mixtes duales

2. Modele de Ladyzhenskaya

Soit 2 un ouvert borné de IR* a frontiere I' lipschitzienne. On considére le probléeme de
Ladyzhenskaya avec des conditions de Dirichlet homogenes :

—div (770Vu+771 \Vu|r_2Vu) +Vp = f, dans(,
divu = 0, dans¢, )
u = 0, surl.

Une approximation en éléments finis standards du probleme (9) a été développée dans Du et
Gunzburger [5]. On s’intéresse ici a une formulation mixte oti, en plus des variables primales
u et p, les tenseurs oy = yVueto = |V u|T_2 V u sont introduits comme de nouvelles
inconnues. Signalons que le cas 1y = 0 a été considéré dans Manouzi et Farhloul [10]. Pour les
démonstrations des résultats de cette section et pour d’autres détails, nous renvoyons le lecteur
a Farhloul et Zine [7].

2.1. Formulation mixte duale

En introduisant les nouvelles variables oy = nyVueto =1 |V u|’"_2 V u, et en utilisant le

fait que

1 1
ot 7’ est le conjugué de r (i.e., — + — = 1), le probléme (9) devient :
roor

oy = nVu, dans(,

F— ]Jl’“/*2 o = Vu, dans Q,
—div(oy+o—pl) = f, dans (2, (10)
divu = 0, dans €2,
u = 0, sur [,

ot f € [L*(92)]. Dans ce qui suit, nous considérons le probléeme (10) avec 1 < r < 2.

Pour écrire la formulation mixte de (10), on introduit les espaces :

£ = {7=(rn.70) € [L(QP? x [L7(Q)]? x L§(Q); div(rn +7 —qI) € [LAQ)},
= [L(Q),

munis des normes :

I7lle = lITxlloq + 17l o + ldlloo + ldév(Ty +7 = ¢ Dl o

[0l = l[vlloq-

3
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L'espace L3(9) est défini par L2(Q2) = {q € L*(Q); /qua: =0}.

En posant
1 |T’72

T

g,

la formulation mixte associée au probleme (10) consiste a trouver o = (on,0,p) € Xetu € M

tels que V(7n,7T,q) € ZetVv e M:

1
—(on,™n) + (A(o), )+ (div(Ty + 7 —qI),u) = 0,
To (11)
(divioy +o —pI),v)+ (f,v) = 0.
Pour montrer I'existence et 1'unicité de la solution du probleme (11), nous avons besoin des
résultats suivants.

Lemme 2.1 Il existe une constante positive C' telle que

lalloe < C([lTnlloge + [ITllo0), YT = (T, 7,q9) €V,

~

V= {1 e (div(ry +7—ql)v) =0, Vo e M.

Lemme 2.2 Il existe une constante positive 3 telle que

. (div(ty +7 —qI),v)
inf sup
VEM Tex v ||l ls

> f.

A l'aide de ces deux lemmes, on montre le résultat suivant :

Théoréme 2.1 Le probleme (11) admet une solution et une seule (o,u) € 3 x M. De plus, cette

solution vérifie la condition de stabilité :
lglls +llully < €
ot C' est une constante positive dépendant de f.

2.2. Le probléme discret et les estimations d’erreurs

On suppose que la frontiere I' de (2 est polygonale et on considére une famille réguliére de
triangulations 7, du domaine Q. Pour K € 7;, un élément de la triangulation et & € IN, on note
par P, (K) I'espace des polynomes de degré inférieur ou égal a k sur K. On considere ’élément
tini de Raviart-Thomas du plus bas degré (voir Raviart et Thomas [12], Nedelec [11]) :

RTH(K) = [Py(K)]* + Py(K), = = (21,22).

4
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On introduit les espaces de dimension finie suivants :

Eh = {(‘TN,T,C_]) € Z; TNk € [RT()(K)}Z,’T‘K - [RT()(K)]Q, 4% - Po(K), VK € IZ;L},
M, = {veM; v, € [P(K)’ VK € T}

Le probleme approché de (11) est donné par : trouver op = (ON K Oh, L) € Ly et u, € M, tels

que, V(Tn,T,q) € XpetVo e My, :

7710(0']\;7;“ ™)+ (A(op), )+ (div(ty + 7 —qI),uy) = 0, 12)

(div(ony +on—pul),v)+(f,v) = 0.

Nous avons I'équivalent en discret du lemme 2.1 et du lemme 2.2 avec des constantes indépen-
dantes de h. Ceci permet de montrer que le probléme variationnel (12) admet une solution et
une seule.

Pour les estimations d’erreurs, nous avons le résultat suivant :

Théoreéme 2.2 Si la solution du probleme (11) vérifie
g = (on,0,p) € [H' Q)72 x W (Q)? x H'(Q),u € [H(Q),

alors il existe une constante C' > 0, indépendante de h, telle que

HO-N - O-N,hHQQ S Ch7 (13)
lo —oullo, o+ Ip—pilloa < CR¥", (14)
|u—wunllpq < Ch (15)

Pour l'implantation de cette méthode et des résultats numériques pour un écoulement confiné
dans une cavité entrainée ainsi qu’un écoulement dans une conduite avec marche, voir Farhloul
et Zine [7].

3. Ecoulement de fluides quasi-newtoniens

Soit 2 un ouvert borné de IR* a frontiére I' lipschitzienne. On considére le probleme aux

limites :
~2nydiv (|D(uw)|"?D(u)) +Vp = f, dansQ,
divu = 0, dans¢, (16)
u = 0, surl.

Le probleme de Stokes généralisé (16) ainsi que son approximation par éléments finis standards

a été étudié dans Baranger et Najib [1]. Des extensions de ces résultats ainsi que des améliora-

5
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tions des bornes d’erreurs ont été obtenues dans Sandri [13] ainsi que dans Barrett et Liu [2, 3].

Le but de ce travail est d’étendre I'approche développée dans la section précédente au pro-
bleme d’écoulement de fluides quasi-newtoniens régi par le systeme d’équations aux dérivées
partielles (16). L'intérét principal de ce modele réside dans le fait que nous pouvons envisa-
ger des conditions aux limites naturelles faisant intervenir le tenseur des taux de déformation
D(u). Mais il faut aussi noter que la symétrie de ce tenseur introduit une difficulté supplémen-
taire qui sera dualisée par un multiplicateur de Lagrange. Pour les démonstrations des résultats

de cette section et pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur a Farhloul et Zine [8].

3.1. Formulation mixte duale

Pour simplifier 1'écriture, on choisit 7o = 3. On introduit, & = |D(w)|" " D(u), le tenseur

des extra—contraintes et on inverse la loi en écrivant

I
9
£

|0_‘7'/72 o
Le probléme (16) devient :

A(o)=|o|"?6 = D(u), dansQ,

—div(oc—pI) = f, dans €2, 1)
divu = 0, dans (2,
u = 0, sur [

otr f € [L"(Q))
Notons que pour tout (T,q) € [L"(Q)]>*? x Ly (Q) tel que div(T — ¢ I) € [L"(Q)]?, comme
divu = 0, nous avons :

(A(e),7)=(D(u), Tt —qI)=(Vu—w, 7 —qlI)=—(div(t —qI),u) — (w,T)

1 ! /
olw=w(u) = §(Vu—Vut) et Ly () ={qe L™ (Q); /qux = 0}.
Pour écrire la formulation variationnelle mixte associée au probleme (17), nous introduisons

les espaces :

2 = {r=(ro e @P?x L5 (@) div(r - D) € L@},

M= o= (m) e [N@PF x [17QP% n+n' =0},

munis des normes :

ﬂ\‘ =

/ . /
Izl = (Il 0 + gl + ldiv(r — g Dll5,.0) "

6
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=

r

1wl = (Iollg,.0+ 10l5,.0)

La formulation mixte s’écrit alors : trouver o = (o,p) € X etu € M tels que

(A(e), ) + (div(T —gI),u) + (T,w) = 0, VT =(7,9) €L, as)
(div(ec —pI),v)+ (o,n)+ (f,v) = 0, Yv=(v,m)eM

Notons que de la seconde équation de (18), on tire (o, ) = 0 pour tout n € [L"(Q2)]**? vérifiant
n+ n' = 0. Ceci correspond a la relaxation de la symétrie du tenseur o par un multiplicateur
de Lagrange.

Pour montrer I’existence et 1'unicité de la solution du probleme (18), on montre d’abord les
résultats suivants.

Lemme 3.1 Il existe une constante positive C' telle que

lalloso < CliTllgma, Y(T.9) €V,

V= {Z’ €y (div(t —qlI),v)+(T,m) =0, Vv c M}_

Lemme 3.2 Il existe une constante positive (3 telle que

di —ql
ot sap @00 D))+ (.)
vt Jellulizlls

> (.

Encore une fois, a I’aide de ces deux derniers lemmes, on montre le résultat suivant :

Théoréeme 3.1 Le probléme (18) admet une solution et une seule (o, u) € ¥ x M. De plus, il existe
une constante positive C, dépendant de f, telle que

lolls + [Jullxw < C.

3.2. Le probléme discret et I'analyse de I’erreur

Pour K € 7;, un élément de la triangulation, on note par bk la fonction bulle définie par

br(x) = M(x)\a(x)A3(x), Vo € K, ou \;,i = 1,---,3, désignent les coordonnées barycen-

0 —1
1 0

triques dans K. Soit

R(K) = [Pl(K)]Q@]RI'OtbK et x =
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On introduit les espaces de dimension finie :

S o= {T=(r.0) €% q, € A(K). 7|, €[RE), VK € T},
My = {v=(v,n) € M; v, € [P(K)]’,n=0xavec, €Pi(K),YK € T,}.

Notons que de tels espaces ont été introduits en premier dans Farhloul et Fortin [6] pour le
probleme de 1’élasticité linéaire.
Le probleme approché de (18) est donné par : trouver o, = (o), pr) € Lp, et up, = (up, wy) €

M, tels que :

(A(op), )+ (div(T —qI),up) + (T,wrn) = 0, V(1,q) € Xy,

19
(div(a, —pn 1), 0)+ (o) + (F10) = 0. ¥(v.m) € My, 49)

L'existence, l'unicité de oy, = (o4, p) € Ep et up = (up, wp) € M), solution du probleme (19)
ainsi que les estimations d’erreurs sont obtenus d’abord en montrant 1'équivalent en discret du
lemme 3.1 et du lemme 3.2. Ensuite, modulo un résultat d'interpolation, on démontre les deux
théoremes suivants qui donnent les estimations d’erreurs pour le parametre r compris entre 1

et 2 et pourr > 2.

Théoréme 3.2 On suppose que 1 < r < 2. Soit u}, = P (u) la projection—L? de w sur [ xer, Po(K)].
, 2%2 , )
Sig = (o.p) € W' ()] x W' (@) et w = (w,w) € W (@) x W7 (@)%, m = 1,2,

existe alors une constante C, indépendante de h, telle que :

lo—onllg,rg+llp = prllg,g < CR™CY, (20)
e, = wnllg o+ llo = willg,q < CR™0/?, (21)
lw—wplly,q < CH? sim=1, (22)
lu—wunllg,q < Ch, sim=2. (23)

Théoréme 3.3 On suppose que r > 2. Soit u}, = PP(u) la projection—L? de wu sur [ ke, Po(K)]>. Si
g = (o.p) € W (@] ) W@ et = (ww) € WIQ)F x W@ m = 1,2,
existe alors une constante C, indépendante de h, telle que :

lo—anlloq+ 1P —pullg,q < CR™/?, (24)
[, — unlly,q + llw — willg,.q < CA™T D, (25)
lw—wpllg,q < CR"', sim =1, (26)

lw—wnll, q < CH™20DY sim = 2 @7)

Notons que les estimations d’erreurs, obtenues ici, sur la vitesse et la pression sont iden-

tiques a celles obtenues dans Sandri [13] et Barrett et Liu [3]. De plus, pour le tenseur des

8
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contraintes, nous obtenons des estimations en O(h™"~Y) pour r € (1,2) eten O(h™=e=1)) pour
r > 2.

4. Discussion et conclusions

Nous avons présenté et analysé des méthodes d’éléments finis mixtes duales pour deux
modeles d’écoulements de fluides non newtoniens. Pour les deux modeéles, nous avons utilisé
la loi puissance. Cette loi permet d’écrire explicitement le tenseur gradient des vitesses V u
ou le tenseur des taux de déformation D(u) en fonction du tenseur des extra—contraintes o
Cependant, pour la loi de Carreau (et d’autres lois) on ne peut pas obtenir explicitement V u
ou D(u) en fonction de o. Nous pensons que dans ce cas il faudrait introduire o, = Vu ou

o5 = D(u) comme une nouvelle variable et réécrire le tenseur o en fonction de o.
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1 The Variational Calculus of Euler—Lagrange

The most famous contributions of Walther Ritz concern decisive progress for
variational problems, initiating thereby important algorithms for modern scien-
tific computations. Going back to the roots, we will see how variational calculus
started in 1696 with the famous challenge concerning the Brachystochrone prob-
lem, which led to endless disputes between the Bernoulli brothers. Euler [9] gave
in 1744 a general solution of variational problems in form of a differential equa-
tion. Eleven years later, nineteen year old Lagrange then communicated, in a
famous letter to Euler, an elegant justification for this equation. The prodi-
gious contributions of Euler concerning the analytic and numerical solutions of
differential equations, in particular his Institutiones Calculi Integralis [10] from
1668-1670, then add the finishing touch to the theory.

1.1 The Brachystochrone Problem

In 1696, Johann Bernoulli challenged his brother Jacob with the following prob-
lem (see Fig. 1): given two fized points A and B in a vertical plane, find a curve
AM B such that a body gliding on it under gravitation, starting from A, arrives
after the shortest possible time at B, or in beautiful Latin: Datis in plano verti-
cali duobus punctis A & B, assignare Mobili M viam AM B, per quam gravitate
sua descendens, € moveri incipiens a puncto A, brevissimo tempore perveniat
ad alterum punctum B. Already Galilei, in 1638, knew that the shortest path,
the straight line between A and B, is not the quickest and that it is better to
begin with greater slope in order to increase the speed right from the start. But
the true shape of the best curve remained a mystery for nearly a century.

A X A H

-

ds dy

B

y
Figure 1: The Brachystochrone problem (left); Jacob Bernoulli’s solution (right)

In order to turn this physical question into a mathematical form', we notice

that the time for passing through a small arc length ds is dJ = %. Inserting

1Letter of de ’'Hépital to Joh. Bernoulli, June 15th, 1696: “Ce probleme me paroist des
plus curieux et des plus jolis que ’on ait encore proposé et je serois bien aise de m’y appliquer ;



= \/ (Gahlel) we obtain the problem of finding a function y(x) with
y(a) = A, y(b) = B such that the integral

/m/mm

v

min ! where p:d—y. (1)

dx

1.2 Euler’s Differential Equation for a Variational Prob-
lem

Euler (Caput II of E65 [9], 1744): Let a general variational problem be given as

b
d
J :/ Z(x,y,p)dr = min! or max! where p= d—y . (2)
o x
Euler’s Theorem For an optimal solution we have
d 0z 0Z
N—-——P=0 h N=— P=—. 3
. where 9 o 3)

We come back later to a proof of this formula. Because P contains in general
p =1v’, and is differentiated once more, this equation consists usually of a second
order ordinary differential equation for y(z), and may be difficult to solve. In
the case where Z is independent of z, i.e., if dZ = N dy + P dp, Euler found, in
§30 of caput II of E65, an elegant reduction of the order: multiply

dP
dx
add and subtract P dp to obtain

=0 by dy=pdr = Ndy—pdP=0,

Z
Ndy+ Pdp— (pdP + Pdp) =0 = Z—p-g—:Const. (4)
P
dz d(p- P)

Example 1 (smallest curve length, smallest energy; Euler E65, Caput II, §33).
We search for a curve with y(a) = A, y(b) = B of shortest arc length, i.e.,

b
J:/ v 1+ p? dz = min! (5)

Here, N = 0 and we obtain from (3) that ‘;—1; =0, ie, P = must be

P

+p?

constant, thus p = constant too. Not surprisingly, the solution is a straight line.

Euler explains that the same result is valid for any problem where Z depends
uniquely on p. An interesting case is

b, 2 2
J= [ L 4z = min! for which (3) becomes _ &y
0 2 dz?

=0. (6)

mais pour cela il seroit necessaire que vous me ’envoyassiez reduit a la mathématique pure,
car le phisique m’embarasse ...”.



Here J represents the energy of a stretched elastic cord. If a transversal force
f(z) acts on the cord, we get the problem

b pz
J:/ (57f~y>dx:min! A

which leads to - (7)
2 /()
-~ = @) il

This case was too simple for Fuler to mention, but its extension to higher
dimensions will become very important later.

Example 2 (the Brachystochrone problem; Euler E65, Caput II, §34). For (1)
we obtain from (4)

VTP v
- =C 1=+/14p2/2gy-C . 8
V29y 29y /1 + p? o Py ®

It is still not a trivial matter to find a curve with this property. We remark
that Johann Bernoulli arrived, with one of his typically brilliant intuitions, at
once at this last equation, by applying Snellius-Descartes’ law of light refraction.
Because *-% = const = %j—ﬁ =1/(v/1+ p*>/2gy), by (8) this law is everywhere
satisfied and represents, by Fermat’s principle, the quickest path.

1.3 Euler’s Integral Calculus

A considerable part of Euler’s tremendous work is devoted to analytical and
numerical methods for the resolution of integrals and differential equations.
This work culminates in the three volumes of Institutiones Calculi Integralis
[10] (E342, E366, E385) from 1768-1770. Let us apply some of his methods to
find the solution of the Brachystochrone problem (8): we resolve the equation

for p = g—g and obtain
1 dy 1 c—y
2 _ — — —

with ¢ = C~2. Euler (and the Bernoulli brothers) tell us that, whenever possible,
the variables « and y should be separated, which here leads to

Y
c—Yy

-dy = dx.

This must be integrated on both sides. For such integrals, Euler found many
substitutions. Here, the easiest is to set y = ¢ - sin® u, so that the denominator
becomes ¢ - cos? u and the square root disappears. We then obtain

. 9 c ¢ c .
Yy = c-sin u:5—5c052u, x—xozcu—§sm2u



Ipsins | : valores swecessivi
x a, @, a’, «”, &, . . . . ‘z, x
Yy b, ¥, b7, v, MY, . L . L Ty, y
v A A A7, A7 AY L L o L TV

Figure 2: First publication of Euler’'s numerical method for differential equa-
tions.

so that “curvam quaesitam esse Cycloidem”.

Numerical Solution. Whenever such an analytical solution is not possible,
Euler proposes (in Vol. I, Sect. Secunda §650) to compute the solution wvero
proxime assignare, by writing an equation as (9) in the general form

d
d—y =V(z,y) sothat wxp1 =2 +Ax, yir1 =y +Az-V(x,y) (10)
x
are, for i = 1,2,3,..., valores successivi of numerical approximations to the

solution. The smaller we choose the “step size” Az, the better will be the
numerical approximation. We see in Fig. 2 the first publication of this method,
and in Fig. 3 (left) the numerical result by computing 16 steps with this formula
for the Brachystochrone problem?. This is the first of the so-called difference
methods, which dominated all scientific calculations during two centuries.

alA X alA b x

L oy

y 9B y B

Figure 3: Numerical solution of the Brachystochrone by Euler’s method (exact
solution dotted, left); Lagrange’s variation edy of y for e = —1, —%, %, 1 (right).

1.4 Joseph Louis de Lagrange

On August 12th, 1755, Ludovico de la Grange Tournier (19 years) writes to Vir
amplissime atque celeberrime L. Euler, from whom Vir praestantissime atque
excellentissime Lagrange receives a kind and enthusiastic answer (6 sept. 1755).

2The formula does not work for i = 0, because here V becomes infinite. Such singularities
must be treated separately.
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Figure 4: Euler’s legacy for the theory of variational and integral calculus.

Lagrange’s idea is the following: suppose that y(z) is the optimal solution
and choose an arbitrary variation® dy(z). If we add this variation (for a simpler
understanding multiplied with €) to y(z) (see Fig. 3, right) and insert the result
into (2), this integral must increase in all directions, i.e., the derivative of

b
J(e) :/ Z(x,y +edy,p+ €dp) de = min ! (11)
with respect to € must be zero for e = 0. We differentiate:
b
ag—f)k:o:/(N-éy—}—P-(Sp)dx:O. (12)
Since 0p is the derivative of dy , we integrate by parts:
b d
/ (N — d—P) S0y -dx=0. “weak solution” (13)
a x

Because dy(a) = dy(b) = 0 (the end points of y are fixed), the integrated part
of (13) vanishes. Since dy is arbitrary, we conclude that for all x
d
N—-—P=0 “strong solution” . (14)
dx
This last step, a trivial conclusion for the young discoverer, later caused the
greatest difficulties.

3From here originates the name of the whole theory.



The passage from the variational problem (11) by differentiation to (12), then
by partial integration to (13), finally to (14) is the central highway of variational
calculus. In modern times (12) will be called the “directional derivative” of J,
the function dy(x) in (13) will be called a “test function”; this equation will
be the starting point of the “Galerkin method”. If we then manage to solve
equation (14), we have solved the original variational problem & la Fuler. A
very important application of the theory appeared in 1788 with Lagrange’s
Mécanique analytique, where the above “highway” connects the Lagrangian of a
mechanical system (difference of potential and kinetic energy) to the differential
equations of its motion. This later led to Hamiltonian mechanics.

2 Laplace’s Equation and Dirichlet’s Principle

Figure 5: Attraction of a non-spherical celestial body

Since Newton’s Principia from 1687, we know that celestial bodies move un-
der the action of forces obeying the inverse square law, and since Euler’s work
(in particular E112 from 1749) their motion obeys second order differential equa-
tions with the corresponding term f, ~ zr_f, r=+(r =62+ (y—n)?2+(z— =
But this is only valid for point-wise, or at most, perfectly spherical bodies. If
our body has another shape (see Fig.5), the attracting forces become

fo= [[[ olen 0 255 dcanac. (15)

r

and similarly for f, and f., which are no handy expressions. Here Laplace
(Théorie des attractions des spheroides et de la figure de la terre, 1785; see also
Ocuwres I, Mécanique céleste, p. 157) had the idea to introduce the Potential

1 av
v [[[enoy deandc somar f—-55 (o

and similarly for f, and f.. If we differentiate (15) once again with respect to
z (and y and z respectively) we find for V the elegant expression

LBV oV oV

A = 1
v Ox2 + Oy? + 022 0, (17)

which bears the name Laplace’s equation.



Soon later, this equation also found many important applications, not only
in heaven, but also down to earth:

e theory of stationary heat transfer (Fourier 1822);

e theory of magnetism (Gauss and Weber in Gottingen, C.F.Gauss [12],
Werke 5, p. 195, 1839);

e theory of electric fields (W. Thomson, later Lord Kelvin [19], Liouville J.
12, 1847);

e conformal mappings (Gauss 1825, Werke IV, p. 189);

e in complex analysis (Cauchy 1825, Riemann [22] Thesis 1851);

e rotation free fluid motion in 2D (Helmholtz 1858).

All these applications led young Riemann to the following enthusiastic state-
ment:

“Eine vollkommen in sich abgeschlossene mathematische Theorie,
welche . .. fortschreitet, ohne zu scheiden, ob es sich um die Schwer-
kraft, oder die Electricitdt, oder den Magnetismus, oder das Gleich-
gewicht der Warme handelt.” (Manuscript of Riemann, Nov. 1850,
Werke p. 545.)

2.1 Conformal Maps and the Riemann Mapping Theorem

With his thesis [22] from 1851, Riemann founded geometric function theory, a
subject which studies theorems from complex analysis through elegant geomet-
ric considerations, and which was later brought to perfection mainly through
the work of Richard Courant (cf. the second part of Hurwitz and Courant
[15]). The starting points are the Cauchy-Riemann differential equations for
C-differentiable functions f(z) = u(z,y) + iv(z,y) with z = = + iy,

(18)

(in Riemann’s hand-writing; courtesy of Prof. E. Neuenschwander), which, when
differentiated, give
Pu 0% B v 0%

0 and Av=—+—-— =0, (19)

Au=2Y -
= a2 + Oy? or2  0y?

i.e., u and v are harmonic. Furthermore, equations (18) tell us that the Jacobian
in R? of a C-differentiable function is of the form

du 8 .
<g—?; g—Z>_< a b):Const~( Cos ¢ s1n¢> (20)
o B_Z -b a —sing cos¢
i.e., consists locally of a homothesy and an orthogonal rotation. Such everywhere

angle-preserving functions are called conformal (”in kleinsten Theilen dhnlich”;
see Fig. 6).



Figure 6: A conformal mapping

Riemann mapping theorem. For any simply connected domain ) there exists
a bijective conformal mapping to the unit circle f : Q@ — B. The point zo mapped
to the origin can be freely chosen in the interior of Q) as well as the image point of
one point of the periphery. (“Zwei gegebene einfach zusammenhéngende Fléchen
konnen stets so aufeinander bezogen werden, dass jedem Punkte der einen Ein
mit ihm stetig fortriickender Punkt entspricht... ... und ihre entsprechenden
kleinsten Theile dhnlich sind;...”; Riemann [22], 1851, §21).

Riemann’s proof of the mapping theorem: Riemann sketched a dubious proof
of this audacious vision in the last two paragraphs of his thesis [22]. Some
years later, in [23], he explained his ideas “in etwas verdnderter Form”. The
theorem is illustrated in Fig.7, where Q) is an “inverse ellipse” defined by the
radius 7(¢) < (1 —0.99 cos® $)'/2; for 2y we choose the origin. We then place a
logarithm log(z —zp) = log r+i¢ at the point zy. The level curves of its real part
uo(z,y) are the concentric circles around zp; the level curves of the imaginary
part, orthogonal to the first ones, are the star rays out of zg. The problem is that
the boundary of € is normally not a level curve of ug. We postulate that there
exists an everywhere harmonic function ui(x,y) such that ui(z,y) = uo(x,y) on
the boundary 0Q. The function u(x,y) = uo(z, y) —ui(z, y) will be harmonic in
Q with the exception of the point zg, where we have the logarithmic singularity,
and it will be zero on 99Q. By solving the differential equations (18), we complete
u(z,y) to a complex function u(z,y)+iv(z,y). The exponential function of this
will then map zg to the origin and the boundary of 2 to the boundary of the
circle. Q.E.D.

These ideas of Riemann left much to do for scientists over a century, clarifying
the above proof, clarifying regularity conditions, more general domains, and
better computational algorithms; see the last chapter of [15], Chapters 16 and
17 of Henrici’s trilogy [14], and Gutknecht [13]. The principal obstacle was the
existence of the function w1, which we will discuss in the next subsection.
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Figure 7: Example for Riemann’s mapping theorem for the domain Q defined
by r(¢) < (1 — 0.99 cos? ¢)'/2; (computed by M. Gutknecht 18.12.1975)

2.2 Dirichlet’s Principle

Problem. Let €2 be a bounded domain and F' an arbitrary function defined on
the boundary 9. Find a function w(x,y) with Aw = 0, such that w = F for
(z,y) € 0N (see Fig.8 for an example).

wxy)

Figure 8: Stereogram of the solution of Aw =0,0 <2 < ®, & = 1.618..,0 <

y <1, F(2,0) = \/(~2c0s 22) ", F(z,1) = min(Z2, =L=2))  p(0,y) = 0,
F(®,y) =sinmy.

Riemann’s solution [23]. This is based on the fact that the generalization of
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the variational problem (7) to higher dimensions is

17,0w,2 ow 2 Pw  Pw
Z((= il L IR — min! =
//Q<2((8w) + (8y) ) f w) dr dy = min! = 92 02 I

1)
This relation had been discovered independently by Gauss [12], W. Thomson [19]
and Dirichlet (in his lectures which Riemann attended). The proof is precisely
the same as above. Slightly more complicated is the step from (12) to (13): for
one term we have partial integration with respect to x, which is straightforward,
since the integration dx is inside the integration dy. For the second term we
have partial integration with respect to y; before doing this, we exchange the
order of integrations.

“Hierzu kann in vielen Féllen ... ein Princip dienen, welches Dirich-
let zur Losung dieser Aufgabe fiir eine der Laplace’schen Differen-

tialgleichung geniigende Function ... in seinen Vorlesungen ... seit
einer Reihe von Jahren zu geben pflegt.” (Riemann 1857, Werke
p. 97)

Riemann concludes: for all functions defined on Q with the prescribed boundary
values F', the integral

J(w) = //Q %((Z—Z)Z + (2—3)2) dxdy s always > 0. (22)

Choose among these functions the one for which this integral has the smallest
possible value !

In other words, we pass through the Euler-Lagrange highway (11) = (14) in
the opposite direction (11) < (14). In contrast to “Euler’s world”, here the
solution of the differential equation (14) is hopeless, while the variational prob-
lem (11) appears “trivial”. From here originates the name “Dirichlet principle”
and “Dirichlet boundary conditions”.

Weierstrass’ Critics: Soon after, this “Brave new world” was destroyed by
Weierstrass [31] (1870), with the counter-example

1
b
"2 .
/ (@-y) dr=minl| . arctanz
—1 y==5 +=

y(=1)=a, y(1)=">

arctan % a (23)

-1 0 1

The factor z in the integral allows 3’ to do anything close to the origin, and the
solution of the problem becomes discontinuous (“Die Dirichlet’sche Schlussweise
fithrt also in dem betrachteten Falle offenbar zu einem falschen Resultat.”)
F.Klein (Entw. Math. 19. Jahrh., p.264) reports that Riemann had an-
swered to Weierstrass “my theorems remain nevertheless true” (meine Existenz-
theoreme sind trotzdem richtig), and that Helmholtz declared “for us physicists

11



Dirichlet’s principle remains a proof” (Fiir uns Physiker bleibt das Dirichletsche
Prinzip ein Beweis).

Proof without Dirichlet Principle: The majority of the mathematicians,
however, abandoned Riemann’s idea and started to search for alternative meth-
ods of proof. One of these was the invention of the alternating method by
H.A.Schwarz (1870, Crelle 74, 1872). It is based on the fact that for rectangles,
as well as circles, the existence of the solution is assured by Fourier series me-
thods. A more complicated domain is represented as an overlapping union of
such simple domains:

Solve alternatively in €1 and Qo;

new boundary values on dotted curves;
prove that iteration converges;

add third, fourth domain etc.

Rehabilitation of Dirichlet’s Principle by Hilbert: Precisely half a cen-
tury after Riemann’s thesis, D. Hilbert (Gottingen 1901, Annalen 1904, Crelle
J. 1905) undertook to put Dirichlet’s principle on a new basis. Certainly, Weier-
strass’ counter-example is embarrassing, but the integral in (23) is not the same
as in (22). So Hilbert managed, in an extraordinary tour de force, to establish a
way of proving the existence of u directly from the properties of the integral (22).
A couple of theses written under Hilbert’s direction, including Courant’s [6] and
[7], then improved this theory by making it simpler and more complete. These
discussions were additional motivation for W. Ritz for developing his method.

“Das Dirichletsche Prinzip verdankte seinen Ruhm der anziehen-
den Einfachheit seiner mathematischen Grundidee, dem unleugbaren
Reichtum der moglichen Anwendungen ... und der ihm innewohnen-
den Uberzeugungskraft.” (D. Hilbert)

“Mittlerweile war das verachtete und scheintote Dirichletsche Prinzip
durch Hilbert wieder zum Leben erweckt worden;...” (Hurwitz-
Courant [15], p. 392)

3 The Elastic Plate

The main motivation for Ritz was the announcement of the Priz Vaillant for
1907 of the Academy of Science in Paris (see Fig.9), published in vol.53 of
Journal fiir Mathematik und Physik, p. 65. This announcement was sent by his
friend Paul Ehrenfest to W. Ritz on a post card, in order for the “Scheusalthe-
orie” of Ritz’ thesis to find a new application. The deformation of an elastic
plate under an acting force was a very difficult problem of that time, initiated
by Sophie Germaine in several articles (1811/13/15), to which Lagrange and

12



Poisson had added corrections and improvements. The definitive break-through
was achieved in a long article by Kirchhoff [16] (1850) in form of the differential
equation
*w *w *w
AAw=—+2—"_4+° = 25

w Ot + ax28y2 + ay4 (may)a ( )
to which are added suitable boundary conditions. If the plate is assumed to be
clamped on all sides, we would have

ow
w=0 and T = 0 on 0N. (26)

Preisaufgaben der Académie des Sciences de Paris aus der angewandten
Mathematik und Physik.

Fiir 1907.7)

Priz Vaillant (4000 fr.): Perfectionner en un point important le
probléme d’Analyse relatif & Iéquilibre des plaques élastiques encastrées,
c'est-a-dire le probléme de lintégration de 1'équation

04w o0*u o0*u
i 23‘“0023?/2 SE TrAne f(z, )

avec les conditions que la fonction u et sa dérivée suivant la normale au
contour de la plaque soient nulles. Examiner plus spécialement le cas d'un
contour rectangulaire. — Les Mémoires devront 8tre envoyés au Secrétariat
avant le 1°F janvier 1907.

Figure 9: Announcement for Priz Vaillant in Journal fir Mathematik und
Physik

Ritz had worked with many such problems in his thesis, where he tried to

explain the Balmer series in spectroscopy (1902); it therefore appeared to him
that he had good chances to succeed in this competition.

4 Ritz’ Treatment of the Plate and Dirichlet’s
Principle

We now come to the publication in the Crelle Journal [24]

Uber eine neue Methode zur Losung gewisser
Variationsprobleme der mathematischen Physik.
Von Herrn Walter Ritz in Géttingen.

with which Ritz entered immortality. As did Riemann, we proceed on the Euler-
Lagrange highway backwards and arrive, starting from (25), at the variational

13



problem

O*w, 0 02 .
// ax2 2(8—3;))(8—;5)—%(8—;5)2)—f'w)d:cdy:mm!(27)

The standard procedure (“wie man ohne weiteres einsieht”) transforms term par
term the formula (27) to (25), we just have to perform each time two integrations
by part, so that the minus sign in (21) disappears again. Ritz writes this
expression in the elegant form

://Q(%(Aw)z ,f.w) dz dy = min !

J=[[ [} ey - f(z, ) w) s,

(28)

4.1 Ritz’ method

The main idea is the following: we choose a sequence of functions

Yi(x,y), Yo(x,y), Y3z, y), Yalz,y), ... (29)

and try to approximate the solution of (27) as a linear combination
U](l’,y) = a11/)1(507 y) + azwz(% y) + .o+ amwm(‘ra y)

Wy =W + O YW+ + Ay W),

(30)

with coefficients aq,aq,...,a, to be determined. The quality of the method
depends, of course, on a good choice of these functions. For example, if we
suppose ) to be a square, one choice discussed by Ritz is

Ui(z,y) = (1—2?)*(1 —y?)?

Ua(z,y) = (1—2%)*(1 - y*)*(2® + y?)

1/13(5(37y) (1 _ 1.2)2(1 y2)2 1‘4 + y4)

¢4($, y) (1 _ 1.2)2(1 y2)2x2y2 (31)
Us(x,y) = (1 —2%)*(1 = y*)*(2° +9°)

¢6(5U7 y) (1 _ 1‘2)2(1 y2)2(x4y2 + x2y4)

Each of these 1; contains the factor (1 — z2)2(1 — y2)? in order to assure the
validity of the boundary conditions (26) for any choice of the a;. We suppose
f(z,y) = 1 and conclude that by symmetry odd powers of x or y will not
appear. For the same reason the terms containing z? and 2 will have the same
coefficient, so we simplify our calculations by collecting such equal terms into
one function ¥. A further good property of our basis is that, for m — oo, it
contains all (symmetric) polynomials; therefore they are able, by Weierstrass’
approximation theorem, to approach any (symmetric) solution function w. This
will be important for establishing convergence proofs of the method.

14



If we insert the expression (30) into (28), we obtain a finite dimensional
expression in ag, ag, ..., a,. By chance, J in (28) contains only quadratic and
linear terms of w. Hence, if we multiply out all terms, we obtain a finite dimen-
sional quadratic function

Z kijaa; — Zb a; (32)

171

kij:/_ll/_llmpim/;jdxdy, bi:/_ll/_llz/zi-fdxdy. (33)

Differentiating (32) with respect to ag, for £ = 1,2,...,m, we find that J,, is
minimal if

with

S kejag =be. (34)
j=1

This is a linear system which, in theory, is easy to solve. In practice, however,
things are different. Just one of the 21 k-values needed if m = 6, the coefficient
kgg, requires to compute

Adps - Ahg = 822 (1—y2)” (aty? + 22y?)

-8 (1 — x2) (1 - y2)2 (4x3y2 + 2:ry4) T

4 (1 _ 9622 (1 _ y2)2 (x4y2 +1‘2y4)

+ (1 —2?) (1—y2)2(12$2y2+2y4)

+8 (1—]’2)2y2 (r y? + 22y )
(1—3:2)2 (1 )(2;17 y—|—4$2y3)y
(1—3:222(1—312 xty? + 22 y

+(1—x2) (22* +122%y?)

1ol . o
and then [~ [*, Avpg - Avpg dwdy = 302494736 e understand, why Ritz did

not use this basis for the numerical demonstration of his method. We, however,
have modern computers and find the system

53.49878  9.72705  2.13385 0.54039 0.63739 0.30484
9.72705 21.94822 10.91868 1.74588 5.99358 1.25965
2.13385 10.91868  9.63314 0.90947 7.10042 1.01770
0.54039  1.74588  0.90947 0.47237 0.51468 0.39553 (35)
0.63739  5.99358  7.10042 0.51468 6.32258 0.73117
0.30484  1.25965 1.01770 0.39553 0.73117 0.44246

1.13778  0.32508 0.10836 0.02322 0.04925 0.01548
If we set m = 1, only k11a1 = b1 has to be considered and we obtain by a simple
division
ay = 1.13778/53.49878 = 0.021267 . (36)
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m = 2, errmax= 0.003
Figure 10: Solutions of the plate problem for m =1 and m = 2

The solution w = a1y is drawn in the first picture of Fig. 10 and has an error
of 4%. If we include also polynomial terms of degree 6, i.e., if we set m = 2, we
have a linear system of two equations to solve and obtain

a1 = 0.02020, a2 = 0.00586, (37)

which leads to a precision of 0.3% (lower picture of Fig. 10). Taking into account
also 8-th degree terms (m = 4) leads to a relative error of 107> with precisely
the same graphical representation as for m = 2. For m = 6 the solutions are

a1 = 0.02025, as = 0.00521, a3 = 0.00028, (38)
as = 0.00612, a5 = —0.00002, ag = 0.00012 .

4.2 A Basis Using one-dimensional Elastic Curves

As satisfying as the above numerical results are, they are not suitable for hand
calculations. Instead of these polynomials, Ritz suggests to use the eigenvibra-
tions of the clamped rod:

§W=K'"¢ g0)=¢1)=0, £0)=¢1)=0. (39)

Ritz cites Lord Rayleigh [26], Theory of Sound, p. 174 for the formulas; however,
they were already extensively studied by Euler, in an Additamentum I, De curvis
elasticis of [9], §68-97.

Standard methods for differential equations with constant coefficients lead,
together with the first three boundary conditions, to the formula

cos K,, — cosh K,

n(T) = K,z — cosh K,z — (sin K,z — sinh K,,x) —————F——
&n(x) = cos Kpx — cos x — (sin Kz — sin x) Sn K, suh K,

(40)
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The condition &’'(1) = 0 then gives cos K, cosh K,, = 1, which determines dis-
crete values of K, as follows (see Fig.11),

Ky = 4.7300, Ko =7.8532, K3 =10.9956, K, = 14.1372,... (41)

Because cosh K tends to infinity very fast, these values tend quickly to the roots
of the cosine K, ~ (n+ %)m.
Taking again into account the symmetry of the solution, we use the basis

Y1(x,y) = & ()61 (y), Y2(x,y) = & (2)E(y) + E3(2)6(y),
Y3(x,y) = E3(0)&(y), Yalz,y) = &1 ()& (y) + & (@) (y), - -

The advantages of this basis are 1. that we have only one defining formula
(40) for every m, 2. that the condition (39) leads to, using integration by parts,
easy formulas for the integrals (33), and 3. that the linear system (34) becomes
strongly diagonal dominant

[-431,56= 60118 ay,—239,2a,,+ 94,7 a3 — 188 a5 + 148a,,4+-58 a5
1:188,5=—119,6 a,,+ 8867 a;; — 96 L a5 — 226 2,5, — 515 a3+ 186 a5

I 82,7= 94,6a,—1922a;+24390 a;+ 474 a);— 4820 a5+ 592 ay;
1:120,0 =—93,8 a;,— 226 a); + 237 a5+ 48100 ;s - 2370 2, — 2015 a5
I 52,5=74,3a,—515a,,—2410a;—2370a,; +- 78600 a5,— 642005

- 33,5= DB8a;+372a,;+5920a;,—4030a,; — 12840 ¢35+ 158500 a5

It can thus be solved easily (“der Rechenschieber angewandt werden kann...”) by
a sort of “Gauss-Seidel” iteration. (“Eine direkte Losung durch Determinanten
wirde 5stellige Logarithmentafeln erfordern”). In this way, Ritz obtained the
solutions

wi (z,y) = 0.6620& ()€1 (v),
wo(x,y) = 0.6727& (x)&1(y) + 0.0307(&1(2)E3(y)
+&3(2)&1(y)) +0.003185(2)E5(y),
(y)

w3(r,y) = 0.674081(x)&1 (y) 4 0.0380(&1(2)€3(y) + E3(2)61(y))
+0.0032€3(2)&3(y) + 0.0040(&1(2)E5(y) + &5(2)€1 ()
40.0004(&3(2)&5(y) + &5(2)€3(y)) + 0.000085 ()5 (y).-

whose graphical representation is not different from those in Fig. 10.
Theorem of Convergence and Existence. Based on
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e a careful study of speed of convergence based on the asymptotic values of
K, allowing exchange of differentiations and limits;

e Weierstrass’ approximation theorem;
e modifying a lemma from Hilbert’s proof (1901) ...

Ritz managed, in paragraphs 3, 4, and 5 of his paper, to prove rigorously that
the wy, (z,y) converge towards a function w(z,y) which is the solution of the
minimization problem.

4.3 Dirichlet’s Principle

In the second part of [24], Ritz applies his proofs to Dirichlet’s problem (see
Section 2.2)
Aw =0 w|@Q =F.

In order to have the boundary values equal to 0, we subtract F' from w and
obtain a problem of the type

—Aw = f w|aQ =0. (42)

Inserting (30) into (21), we obtain this time

azplawj ay;i% ./1 /1 B
5 / ax oz ay ay)dxdyv b = ) 71% fdzdy . (43)

instead of (33). Ritz then proceeds to establish again convergence and existence
proofs with his method, but he does not show numerical examples — for the
square they would have been too simple.

Let us show them here, by modifying the basis functions according to the
new boundary condition as

Uiz, y) = (1—2?)(1 -y

Yo(z,y) = (1 —2%)(1 - y?)(a® + ¢?)
Ya(z,y) = (1 —2?)(1 - y?)(a* +y*)
Ya(z,y) = (1 —2°)(1 - y?)z?y?

U5z, y) = (1 —2?)(1 - y?)(a® + ¢°)
Yo(z,y) = (1 —2?)(1 - y?)(a'y® + 2%y*)

and obtain, proceeding as above, the solutions

form=1: a3 =0.3125,

(44)
form=2: a; =0.2922 ay =0.05923.

The solutions are drawn in Fig. 12. Again, the higher order terms don’t change
the graphic representation of the function. One observes that for each increase
of the degree by 2, the error decreases by a factor 4.

Epilogue. ... and what happened with the prize from the Academy ?? ... Ritz’
contribution was refused !! For more details see Ritz’ biography in this volume.
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Figure 12: Solutions for Dirichlet’s principle

5 Ritz Computes Chladni Figures

In 1787, Ernst Florence Friedrich Chladni, a musician and physicist from Leipzig,
made an extraordinary discovery [3]: he noticed that when he tried to excite a
metal plate with the bow of his violin, he could make sounds of different pitch,
depending on where he touched the plate with the bow, see the experimental
setup shown in Figure 13 on the bottom left. The plate itself was fixed only in
the center, and when there was some dust or sand on the plate, for each pitch
a beautiful pattern appeared. Chladni carefully collected all the figures he was
able to create, and made drawings of each and every one, see Figure 13 on the
right. These figures, now called Chladni figures after their inventor, attracted
great attention among scientists and laymen alike, because of their intriguing
beauty. We show in Fig.14 more recent high tech experiments from Munich and
San Diego, which recreate Chladni’s experiments to very high accuracy. We in-
vite the reader to compare those results with the historical drawings of Chladni
to find similarities and differences.

5.1 The Mathematical Model for Chladni Figures

For the vibrating plate, the above equations (25) and (26) of Kirchhoff [16]
(1850) are to be modified as follows. Chladni figures on a square plate corre-
spond to eigenpairs (eigenvalues and corresponding eigenfunctions) of the bi-
harmonic operator

A*w=> v  inQ:=(-1,1)2 (45)
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EHnies’s At A

Figure 13: Ernst Florens Friedrich Chladni and his famous experiment. On the
right the drawings of Chladni of the figures he managed to create with his violin
bow exciting an iron plate with some sand on it

with the free boundary conditions

2 2 2 2
2 2 2 2
w=(Gpr2-wEE) = 0, FE+uFE = 0, y={-11},

where p here is the elasticity constant. Even before the correct mathematical
model had been established, Wheatstone [32] had tried in 1833 to approximate
Chladni figures using sine and cosine functions?. Kirchhoff, who came up with
the correct mathematical model in 1850, also managed to solve the Chladni
problem for the special case of a circular plate, which is a very special case
that due to symmetry only has radial and concentric circular Chladni figures.
For other configurations, the partial differential eigenvalue problem (45) with
the free boundary conditions (46) simply proved to be too difficult to solve®.

4Ritz: “.., dass es sich hier nur um einen in besonderen Fillen anwendbaren Kunstgriff
handelt”

5Ritz: “Die von Kirchhoff erhaltene partielle Differentialgleichung ist vierter Ordnung, und
es miissen am Rande zwei Differentialausdriicke dritter und zweiter Ordnung verschwinden,
die von einer Elastizitatskonstante[n] abhéangen. Die grosse hieraus sich ergebende Komplika-
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Figure 14: Creation of Chladni figures in a modern laboratory environment in
Munich and San Diego

There were even erroneous attempts: based on experiments preformed by the
master violin maker Konig [18] in 1864, which suggested that Chladni figures
can only contain straight lines, Tanaka tried in 1887 to obtain solutions by
integration starting from straight lines®. In the case of clamped boundaries,
the problem greatly simplifies, and Voigt [30] found the general solution in 1893
for a rectangular plate with two or four clamped boundaries by elementary
integration. Toward the end of the 19th century, the great expert in sound,
John William Strutt, later Baron Rayleigh, summarized the situation in [26]:
“The Problem of a rectangular plate, whose edges are free, is one of great

tion des Problems erklart es hinreichend, dass die Lésung bis jetzt nur im Falle des Kreises
(Kirchhoff) gefunden wurde, wobei sich ein sehr befriedigender Anschluss an die Erfahrung
ergab. Die Klangfiguren bestehen hier nur aus konzentrischen Kreisen und aus Radien.”

6Ritz: “ ... Tanaka glaubt, allgemeinere und strengere Formeln zu erhalten. Dies ist aber
schon deswegen nicht der Fall, weil tibersehen ist, dass eine Randbedingung die Losung gar
nicht bestimmt.”
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difficulty, and has for the most part resisted attack”.

5.2 Ritz’ Computation of Chladni Figures

In his second groundbreaking paper [25], Walther Ritz presents and analyzes
his own method in order to compute Chladni figures: instead of trying to solve
the partial differential eigenvalue problem (45,46) directly, he proposes to use
the principle of energy minimization, from which the equations were derived”,
and thus he considers the functional

Lot 92w\ 92w\ > 9w 8w 9w\
= [ (%) *(W) ““Wa—ya”“‘“)(m)
(47)

According to the minimization principle, the solution w of (45,46) is a minimum
of the constrained problem

11
J(w) — min, / / w?dzdy = const, (48)
—1J-1

and from this minimization problem, one can obtain again the partial differen-
tial eigenvalue problem simply using again the central highway of variational
calculus.

Even though Ritz explains his new method on the concrete example of
Chladni figures on a square plate, he points out that his new method is com-
pletely general, and could be applied to plates of arbitrary shapes, provided the
basis functions are well chosen®. The fundamental idea of Ritz’ new method is
to search for an approximate solution of the problem as a combination of well
chosen so called coordinate functions (“Grundfunktionen”), of the form

ws = Z A (z,y). (49)
m=0

If a simple solution is sought, for example the lowest pitch, Ritz points out that
one could simply choose polynomials for the basis functions w,, (z,y)°. For more

"Ritz: “Das wesentliche der neuen Methode besteht darin, dass nicht von den Differential-
gleichungen und Randbedingungen des Problems, sondern direkt vom Prinzip der kleinsten
Wirkung ausgegangen wird, aus welchem ja durch Variation jene Gleichungen und Bedingun-
gen gewonnen werden kénnen.”

8Ritz: “Im folgenden entwickle ich am Beispiel der quadratischen Platten mit freien
Réndern eine neue Integrationsmethode, die ohne wesentliche Anderungen auch auf rechteck-
ige Platten angewandt werden kann, sei es mit freien, sei es auch mit teilweise oder ganz
eingespannten oder gestiitzten Randern. Theoretisch ist die Losung in dhnlicher Weise sogar
fiir eine beliebige Gestalt der Platte moglich; eine genaue Berechnung einer grosseren Anzahl
von Klangfiguren, wie sie im folgenden fiir den klassischen Fall der quadratischen Scheibe
durchgefiihrt ist, wird aber nur bei geeigneter Wahl der Grundfunktionen, nach welchen en-
twickelt wird, praktisch ausfiihrbar.”

9Ritz: “Fiir den Grundton, wofern grosse Genauigkeit nicht gefordert wird, fithrt das
Verfahren fiir die meisten Platten durch den Ansatz von Polynomen zum Ziel.”
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accuracy however for higher eigenmodes, a better choice is, as in the previous
Section'®, to use for the coordinate functions
wmn

“m(@)un(y) + um(y)un(m‘),

W = U (2)Un(Y) — um(y)un(2),

where u,,(z) are the known eigenfunctions of a free one dimensional bar, where
the boundary conditions of (39) must be adjusted to the new situation,
d*u,
dz?

These conditions lead to the functions

cosh ky, cos ky, x+cos ky, cosh kmz tan km + tanh km =0 m even
\/C()bh2 ko +cos2 ko, ’ ’

sinh k,, sin k., x+sin k,, sinh k,,, © _
m m s m® - tank,, —tanhk,, =0, m odd.

\/sinh? k,,, —sin? k,,,
(50)

Ritz approximation of the solution then takes the form

Z ZAmnum Jun (y)- (51)

m=0n=0

2 3
= kpUm, with Tp =0, Lo =0 at o = {-1,1}.

In order to determine the coefficients A,,,, we again insert this solution into
the functional (47), and we require that the so obtained functional

Lot 0%w, \ > 0w, 0wy 0%w, 9%w, \ >
//[(ax> +(ayz) #ouy s gt v (o ) |

(52)

is minimal'! under the constraint

11
U(ws) ::/1/1w§dxdy:const. (53)

In this approximate problem, we only need to determine a finite number of
coefficients A,,,.

In order to evaluate the functional J(ws) in dependence of the coefficients
Apmn, we have to evaluate several integral terms. The first one is

[ ] (Y o [ [ (LBt

U (T 2u,(z
=SS Aty [ [ L ) P . G

m,n p,q

1 o—
Comnpq =

10Ritz: “Samtliche Eigentone der Platte lassen sich bis auf einige Prozent darstellen durch
die Formeln...

HRitz: “Es liegt nahe, als Massstab des Gesamtfehlers die Abweichung der potentiellen
Energie von ihrem exakten Wert beim wirklichen Vorgang zu wahlen
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Now ¢! can be computed, since u, is known; it suffices to evaluate the

mnpq
integrals numerically to obtain the numbers c}nnpq. Similarly, one can also

evaluate all the other terms in (52), and obtains

Lot 82w32 9
[ f @Y - S

R m,n p,q
0?ws 0%w, .
2p drdy = Apin Apgcs
/;1 /;1 Ox? 6y2 ;; mn<ipqgtmnpq
1 1 azws 2 .,
/ / (1 a M) (axay) dudy = Z Z Am"Achmnpm
-1/ ) | m,n p,q
/ / widedy = Z A2 by orthogonality,
—1J-1 m,n
where all the coefficients ¢2,,,,,, Conpg 80d €, are defined by concrete inte-

grals, like in (54). Using a Lagrange multiplier A, we now need to minimize
J(ws) — AU (ws) — min,
which is equivalent to minimizing the finite dimensional problem
Js(a) :=a’Ka — Aa’a — min (55)
with respect to a, where we defined the vector
a := [Aoo, 4o1, A1o, - - ],

and the matrix

. pq . 1 2 3 A . ) .. .
with o, = Cpng + Coinpg T Crmnpg T Cmnpg USINg Ritz” original notation.

In order to minimize (55), we compute the gradient with respect to a and

set it to zero, to obtain
Ka = )a, (56)

a discrete eigenvalue problem. For each eigenvalue X, we get an eigenvector
a’ = [Af,, AL, .. ], and the corresponding eigenfunction

W= 3 S AL (@) (y).

m=0n=0

Note the similarity with the underlying continuous eigenvalue problem

A%w = \w
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we started with in (45).

The infinite partial differential eigenvalue problem has been reduced to the
numerical evaluation of several integrals in order to obtain the matrix, and to
call an eigenvalue solver from a numerical linear algebra package, both easy tasks
nowadays, if one has a computer available. However, at the time of Ritz, no such
tools were available, and Ritz had to compute approximations of all the integrals
by hand, and then he still had to solve the eigenvalue problem, also by hand,
two daunting tasks. For the integrals, Ritz had to first approximate the one
dimensional basis functions (50), which contain in their definition the solution
of transcendental equations. Here he notices that only the first few values of
k., need to be computed, since they quickly become close to mm/2 — /412, and
then approximates the basis functions for m even by!3

m 1 (=1)% cosh(Z — 1wz
U = COS(— — — )7 + R
" ( 2 4) V2cosh(Z — L)

(by neglecting cos k,,, in the denominator of the defining formula (50) compared
to coshky,,) and a similar expression for m odd. Further approximations are
needed throughout (“Begniigt man sich mit vier genauen Ziffern, ... “Mit einer
Genauigkeit von mindestens 2 Prozent...”, “Zur Vereinfachung wird man die
aus der Symmetrie der Losung sich ergebenden Beziehungen zwischen den A,
sogleich einfiihren...”), before Ritz finally arrives from the theoretical eigen-
value problem to be solved, namely

0= (aif” — As) Ago+ a®® Agi+ a®® Ajo-+...+ ald® Ag,
o= a’y Agp=+(aV — Ae) Agr+ @4 Ao +.. .+ afdV Ay,

........... D R I R I I AT IR A

0 = af’f) Ago-+ affP Aoi+ al’s) Ao+ .o (a5 — Ag) Ass.

to the concrete numerical one, for six coefficients Ay, ..., A5 to be determined
for a particular symmetry in the eigenfunction,

Um(y) = vm gesetzt und

w = At ¢1+ A (U103+ o1us) 4 Ag vy + Ag(uy 05+ Ugoy)
-+ A.{,(u;;Vs_—l— u593) -+ A5 Usvs.

Das System (53) wird hier

0= (13,95 — A) Ag— 32,08 A; + 18,60 Ay + 32,08 A5 — 37,20 A4 + 18,60 As,
0="16,04A0+ (411,8 —A)A;—120,0A,—133,6A;4166,8 A, 140A;,
©=-+18,60A0— 240,0As+ (1686 — AJA,— 218,0A;— 1134 A, -+ 330As,
0=-16,04 Ag—133,6 A1 - 109,0 Ayt (2945 — M) Ag— 424 A, + 179 A5,
0=—18,6A0+166,8 Ay— 567 Ay — 424 A -+ (6303 — A) Ay — 1437 Ay,
0=-18,6 A0+ 280A;— 330A,+ 358A;— 2874 A, + (13674 — M) A;.

(54)

12Because tanh ky, approaches very rapidly 1; Ritz: “Die Wurzeln von tan k., +tanh k., = 0
unterscheiden sich nur wenig von mn/2 — 7 /4
13Ritz: “Fiir m > 2 ist auf vier Stellen genau fiir gerade m”
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Nowadays, the symbolic calculator Maple can easily perform all these opera-
tions! We first define the solution of the transcendental functions defining k.,
in (50) using the command

k:=m->if type(m,even) then
fsolve(tan(x)+tanh(x)=0,x=m*Pi/2-Pi/4)
else
fsolve(tan(x)-tanh(x)=0,x=(m-1/2)*Pi/2)
end if;

Having k,,, available, we can now define the one dimensional eigenfunctions u,,
used by Ritz to construct his coordinate functions, using the Maple command

u:=(m,x)->if m=0 then
1/sqrt(2)
elif m=1 then
sqrt (3/2) *x
elif type(m,even) then
(cosh(k(m))*cos (k(m) *x) +cos (k (m) ) *cosh (k (m) *x) ) /
sqrt ((cosh(k(m))) ~"2+(cos(k(m)))"2)
else
(sinh(k(m))*sin(k(m) *x)+sin(k(m) ) *sinh (k (m) *x) )/
sqrt ((sinh(k(m))) "2-(sin(k(m)))"2)
end if;

We now simply have to evaluate numerically the integrals in order to obtain the
matrix entries,

mu:=0.225;
for m from 1 to 5 by 2 do
for n from 1 to 5 by 2 do
for p from 1 to 5 by 2 do
for q from 1 to 5 by 2 do
K(m,n,p,q) :=evalf (Int (Int (diff (u(m,x) ,x,x)*u(n,y)*diff (ulp,x),x,x)
*xu(q,y),x=-1..1),y=-1..1)
+Int (Int(diff (u(n,y),y,y)*ulm,x)*diff (ulq,y),y,y)*ulp,x),
x=-1..1),y=-1..1)
+2+mu*Int (Int (diff (u(m,x) ,x,x)*uln,y)*diff (ul(q,y),y,y)*ulp,x),
x=-1..1),y=-1..1)
+2% (1-mu) *Int (Int (diff (u(m,x) ,x)*diff (u(n,y) ,y)*diff (ulp,x),x)
*diff (ulq,y),y),x=-1..1),y=-1..1));
od;
od;
od;
od;

and now we put the entries into a matrix,

Ke:=matrix([[K(1,1,1,1),K(1,1,1,3)+K(1,1,3,1),K(1,1,3,3),K(1,1,1,5)
+K(1,1,5,1),K(1,1,3,5)+K(1,1,5,3) ,K(1,1,5,5)1,
[(K(1,3,1,1)+K(3,1,1,1))/2,(K(1,3,1,3)+K(1,3,3,1)+K(3,1,3,1)+K(3,1,1,3))/2,
(x(1,3,3,3)+K(3,1,3,3))/2, (K(1,3,1,5)+K(1,3,5,1)+K(3,1,1,5)+K(3,1,5,1)) /2,

26



o-—(13 95 — M) Ag— 3% 08A1+|8 60A, 1 32, 08A£m37,9.7oA,,+ 18 60A5

0 =—16,08 Ao (411.8 ——)\)A1—1210 %Ag-—133g6A3~+—166 SA,.+[40A5
0=-+18,00A0— 240, 2A1+(1686——)\)A,-—+21187 Ay — 1134 Ay 330 As,
0 =-16 04A0—1339,6A,+109 oA2—§—7(2945——1\ A,—424A@—20179A5,
o=—18 6A0+1gf73 8A,+-§2562A,-—424A3+56303-—)\)&-—1437A5,

0=--18 6A0+ 280 A, — 330A, + 358A;— 2874 A, + (13674 — M)A,

Figure 15: High Accuracy of the Results of Ritz

(X(1,3,3,5)+K(1,3,5,3)+K(3,1,3,5)+K(3,1,5,3))/2,(K(1,3,5,5)+K(3,1,5,5)) /2],
[k(3,3,1,1),K(3,3,1,3)+K(3,3,3,1) ,K(3,3,3,3),K(3,3,1,5)+K(3,3,5,1),
K(3,3,3,5)+K(3,3,5,3),kK(3,3,5,5)],
[(k(1,5,1,1)+K(5,1,1,1))/2,(K(1,5,1,3)+K(1,5,3,1)+K(5,1,3,1)+K(5,1,1,3))/2,
(k(1,5,3,3)+K(5,1,3,3))/2,(K(1,5,1,5)+K(1,5,5,1)+K(5,1,1,5)+K(5,1,5,1)) /2,
(k(1,5,3,5)+K(1,5,5,3)+K(5,1,3,5)+K(5,1,5,3)) /2, (K(1,5,5,5)+K(5,1,5,5)) /2],
[(k(5,3,1,1)+K(3,5,1,1))/2,(K(5,3,1,3)+K(5,3,3,1)+K(3,5,3,1)+K(3,5,1,3))/2,
(k(5,3,3,3)+K(3,5,3,3))/2, (K(5,3,1,5)+K(5,3,5,1)+K(3,5,1,5)+K(3,5,5,1)) /2,
(x(5,3,3,5)+K(5,3,5,3)+K(3,5,3,5)+K(3,5,5,3)) /2, (K(5,3,5,5)+K(3,5,5,5)) /2],
[k(5,5,1,1),kK(5,5,1,3)+K(5,5,3,1) ,K(5,5,3,3) ,K(5,5,1,5)+K(5,5,5,1),
K(5,5,3,5)+K(5,5,5,3) ,K(5,5,5,5)11);

This leads to the matrix

13.95000000—-32.21614500 18.60000000 32.21614504 —37.20000000 18.60000002
—16.10807250 406.1196695—119.9256010—133.5499734 172.0806028 —83.55402336
18.60000000—239.8512019 1684.464298 217.9828187—-1136.623991 329.5350388
16.10807252—133.5499735 108.9914093 2945.466708 —427.1327599 179.2413502
—18.60000000 172.0806029—568.3119956 —427.1327599 6325.441344 —1441.531357
18.60000002—167.1080467 329.5350388 358.4827005—2883.062714 13672.20612

Comparing this result, computed accurately to about ten significant figures in
Maple with the results obtained by Ritz, who had to both approximate the roots
of the transcendental functions, the functions themselves, and also intermediate
results during the computation, we are stunned by the accuracy of Ritz’ results:
we show in Figure 15 the original results of Ritz, in red the digits which would
need to be modified if Ritz had performed his computations to 10 digits accuracy,
but with his approximations used for the functions, and in green the digits which
would further need to be modified if also no approximations to the functions
had been made. We can see two likely misprints, the sign of the coefficient A3
in the third equation, and the sign of the coefficient of A, in the last equation,
and maybe one real error, the coefficient in front of A5 in the second equation,
and A; in the last equation, where one should be the double of the other, and
both are consistently incorrect by a large margin.

Once Ritz had obtained the discrete eigenvalue problem, he still needed to
solve it in order to obtain eigenvalues and eigenvectors, which then allowed him
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to reconstruct the vibrational modes of the plate using the coordinate functions.
At the time of Ritz, there were no numerical methods available to compute eigen-
values and eigenvectors of a matrix. And again Ritz proved to be much ahead of
his time: instead of trying to compute the eigenvalues using the characteristic
polynomial, a disastrous approach as we know today for numerical purposes, he
invents an iterative method, an approach which has now become standard for
eigenvalue problems and also linear systems, and where very powerful methods
are available today. Ritz first fixes one component of the eigenvector, namely
Ap = 1, and takes as an approximation to the eigenvalue the first diagonal entry.
Then the remaining last 5 equations can be used to determine an approxima-
tion of the other components A; of the eigenvector (“...setzen wir Ay = 1, und
in erster Anndherung Ao = 13.95. Dann ergeben die fiinf letzten Gleichungen
die iibrigen A;.”). But again, solving this linear system of five equations is too
much work by hand, so Ritz proposes to just invert the diagonal of the matrix,
what we would today call a Jacobi step (“Wir berechnen fiir die A; eine erste
Approximation, indem wir alle Glieder rechts vernachléssigen neben den Dia-
gonalgliedern . .. “). Having this approximation for the eigenvector, one can now
compute a correction to the eigenvalue using the first equation, and according
to Ritz, one or two successive iterations suffice in order to obtain about four
digits of accuracy ( “Ein oder zwei sukzessive Korrektionen geniigen meist, um
die vierte Stelle bis auf wenige Einheiten festzustellen.”). It is worthwhile to
write this algorithm in todays notation: solving the eigenvalue problem

Ka = )Xa
for a := (ag,a,...,a,) and X is equivalent to solving the nonlinear system of
equations
f\ai,...,an) = Ka—Xa=0,

where we fixed, like Ritz, one component of the eigenvector, ag := 1. Ritz’
algorithm now starts with A\ = 13.95 and af,...,a% = 0, and computes for
iteration index k = 0,1,...

FiAFal, o ak o ab kel =0, =12, n, (57)

and then solves for a new approximation of the eigenvalue \*+!
foOARFL bt ekt = 0.

Note that in each step of the algorithm, only a scalar linear equation needs to be
solved. Implementing this method in Matlab gives the following short program:

K=[13.95 -32.08 18.60 32.08 -37.20 18.60
-16.04 411.8 -120.0 -133.6 166.8 140
18.60 -240.0 1686 -218.0 -1134 330
16.04 -133.6 109.0 2945 -424 179
-18.6 166.8 -567 -424 6303 -1437

18.6 280 -330 358 -2874 13674];
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Kr=K(2:end,2:end) ;
Kd=diag(Kr);
Ko=Kr-diag(diag(Kr));

last 5 equations
Jacobi splitting for Ritz’
eigenvalue iteration

O 2

la=K(1,1) % first eigenvalue and
a=zeros(1,size(K,2)); a(1l)=1; % eigenvector approximation
for j=1:6 Ritz iteration

b=-K(2:end,1);

bj=b-Ko*a(2:end) ’;

a(2:6)=bj./(Kd-1la)

la=K(1,1)+K(1,2:end)*a(2:6)"’
end

rhs of the system

rhs for Jacobi step

Jacobi step

new eigenvalue approximation

I I A

whose output is

la =
13.9500
a =
1.0000 0.0403 -0.0111 -0.0055 0.0030 -0.0014
la =
12.1388
a =
1.0000 0.0342 -0.0038 -0.0027 0.0002 -0.0017
la =
12.6565
a =
1.0000 0.0387 -0.0061 -0.0036 0.0011 -0.0020
la =
12.3996
a =
1.0000 0.0374 -0.0049 -0.0032 0.0007 -0.0020
la =
12.4972
a =
1.0000 0.0380 -0.0053 -0.0034 0.0009 -0.0020
la =
12.4525
a =
1.0000 0.0378 -0.0051 -0.0033 0.0008 -0.0020
la =
12.4711

we see that the dominant eigenvector component is the first one, corresponding
to the diagonal element, and the eigenvalue indeed seems to converge. In order
to obtain the exact eigenvalue of Ritz’ matrix, we can use the Matlab commands

>> ev=sort(eig(K));
>> ev(1)
ans =

12.4653
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which first computes all eigenvalues, sorts them and then shows the first one.
We see that about four iterations are needed in this case in order to determine
the first three digits. It is also interesting to check if the approximations chosen
by Ritz have a significant influence on the eigenvalues. We therefore computed
the eigenvalues of Ritz’ matrix, the matrix obtained when computing exactly
using Ritz’ approximations of the quantities in the matrix, and the exact matrix.
We obtain for the eigenvalues

12.47 12.49 12.49
379.85 379.14 379.34
1579.79  1556.84  1559.28
2887.06 2899.82  2899.93
5969.67  5957.80  5961.32
14204.92 14233.73 14235.30

which shows that the influence, including the small error in Ritz’ computation
in the elements, has little influence on the final result.

Having obtained these numerical results, all by hand calculations, Ritz now
goes on to compare his results to the physical experiments performed by Chladni.
We show in Fig. 16 the results for the first type of symmetry Ritz computed.
We see that in case II, there is excellent agreement between the theoretical
and experimental results (in case one trivially also). In case III, there were no
measurements available. Case VI was not obtained by Chladni, and we see that
already quite complicated patterns arise in Fig. 16 for later cases. Ritz used his
method to estimate also the pitch of the sound, and compared the result with
the pitch measured by Chladni. Due to the enormous demand in computations
however, Ritz only used his full method of approximation with several terms
in the expansion for the first 9 notes, marked with a star in the original Table
17. For the remaining notes, he only uses the first term in the expansion.
It is remarkable how well Ritz’ results agree with the physical experiments of
Chladni!

5.3 First Reactions to Ritz’ Work in Western Europe

In Gottingen itself, where Ritz had spent the last years of his life and which
was then the principal center of mathematical research, the importance of Ritz’
invention was not immediately accepted. None of the many theses and habilita-
tion theses written under Hilbert in these years on the Dirichlet Principle, gives
any reference to Ritz’ work. The only exception is the paper of Konig [17], who
just says that Ritz had simplified somewhere some lines of Hilbert’s proof. Ten
years later, we read in a footnote in the famous book of Hurwitz and Courant
[15] (see Fig. 18) the following:

The actual, for this proof of existence unimportant [italics by us],
construction of minimal sequences causes no problems in principle.
For example if G is a finite domain, bounded by curves C' without
multiple points, we imagine that G is covered by a triangular grid
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A. Losungen, die in x und y ungerade und symmetrisch sind.

Fig. 1.

I Gl'undton. A=12,43 —18,08p,

W= Vi+ 0,0394(uy 3+ 04U3)
.= 0,00§0Uzv3— 0,0034 (U 95+ Usvy)

40,0001 (U305~ UsPy) — 0,0019 Uy V5.

Fig. 2.

. A=378—35738pu.

w=--0,075u1 91+ (W V3~ U3Vy)
~+ 0,173 Uz w3+ 0,045y 05+ Usvy)
—0,015(Usv5+ Usvs) — 0,029Us 9. /

Es ist - !
¥ beob. : 9,530 0,578 0,630 0,690 0,752 0,819 0,893
 beob. : 0,9375 0,8750 o0,8125 0,7500 0,68-; o0,6250 0,562

x ber,— z beob. ; —0,003 —0,002 0,000 —0,00I —0,0005 0,000 0,000

II. X = 1554. " Fig. 3.

W = 0,009 91— 0,075 (Usvs+ ¥  U3g)
“+ U3V3— 0,057 (U vs+ uzv;)
~+ 0,121 (U054 UsPy) — 0,007 U ¥

Messungen fehlen.

R. 20
s

Fig. 4.

IV, A =ag45.

W= Uy V5 Us Oy

Diese Figur fehlt bei Chladni.

OO
Q1O

Fig. 5.

V. A=633. : f/
W= U3P5 -+ Us 03, ‘ \\
\L\

Fig. 6.

)

VI, A= 13674

W= Uy ¥Vs.

Figure 16: Comparison done by Ritz, of his computational results with physical
experiments, for the first few cases
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Tabelle der Tonhohen (i = 0,225).

HAUPTGLIEDER A BER. BEOB. |[HAUPTGLIEDER| A BER. | BEOB.
U v, 12,43 G G U0,k u, 0, 3240 | g+ fis,
Uy, — 0y U, 26,40 d* d Uy 0, U, 0 3927 | a3+ | gis;+ |.
Uy ¥yt 0o, | 35,73] e* e u, v, 5480 | ais;+ | ais, |
u v, = u,y 0, 80,8 h* h Uy vg— ugvy | 5500 |1 ¢,— | — (?)
U0y uy 0, | 237,10 |gis,* 4| gis,+ || wsos—uge, | 5570 | ¢— | ais,—

u, v 266,0 |ais,* — |ais,* — || ©, 05+ Uz, 5640 | ¢,— | — (?)
w v;— w0, | 316,1 h* h, u, v v u 6036 | ¢,;+ | .¢,—
u s+ uye, | 378 cis,* cis, Uy Vg Us ¥y 6303 | cis, =
Uy vy = Uy, | 746 Sis,*+|  fis, Uy Vg— U ¥, 7310 | di+ | cisy+
u,vi— v u, | 886 gis, | gis, U V4 Ugwy | 7840 | dis,— | d;—
Uvi+ 0oty | obt | gis,+ | gis,+ || useimwios | 9030 | e dis,
w v, w0 f113: ais, | ais,— || ugvy=£ uyv; | 10380 I e,

u, v, 1554 Cy ¢, Us 9y 13670 | g+ | Sfis;+
U0 — U0y 1702 dy— cis, ugv,— u g | 13840 | g+ | &+
Uy v+ Uy v, |2020 dis, dy || ugvi+ uyvg | 15120 | gis, 4| g+
uyv, = 9 u; 2500 Ja— | Fi— || wevs w05 | 20400 hy - | ais,—
Uy 0y~ 0 Uy |2713 Sisy | fis;— Ugvg | 28740 d —(*)
u v+ 0 us 2945 Sisy+ | fisg ()

Figure 17: Table of frequencies obtained by Ritz for the pitch of the sound of
the plate, compared to the results measured by Chladni

T}, whose triangles become smaller when j increases. We consider
now only functions ¢ or ¢ = ¢ — S, where the difference ¢ — QCQITJZ
in each Triangle of T} is a linear function. The function ¢; is then
the function associated with T, such that D[¢] has as small a value
as possible. The requirement that D[¢] = Min is now a problem
of minimization with a finite number of variables, namely the inte-
grals, understood in dependence of the values of ¢ in the nodes of
the triangular mesh; this problem can certainly be solved, as one
can easily see, with linear equations. The fact that the functions so
created form a minimization sequence follows immediately from the
easy to prove fact that one can approximate each admissible func-
tion ¢ and the corresponding Dirichlet integral with the help of our
construction with sufficiently large j to arbitrary accuracy.

We see that Courant had little interest in Ritz’ method and did not mention
Ritz at all. His low esteem for practical questions at that time led Courant even
to remove this footnote from the second edition (1925) of the book. He removed,
at the same time, the historically first description of what later became one of
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1y Die wirkliche, fiir den ‘blofien Existenzbeweis unerhebliche Konstruk-
tion solcher Minimalfolgen macht keinerlei prinzipielle Schwierigkeiten. st
z. B. G ein ganz im Endlichen gelegener Bereich, begrenzt von Kurven C
ohne mehrfache Punkte, so denken wir uns denselben mit einem noch von dem
Index j abhédngigen Dreiecksnetz T; iiberdeckt, dcssen Maschen mit wachsen-
dem j immer enger werden. Wir betrachten nun nur solche Funktionen @ bzw.

®=¢p—S, wo die Differenz (p————+ -in jedem Dreieck von T; eine lineare
Funktion wird. Unter ®; verstehen wir diejenige unter den so entstehenden
zu T; konstruierten Funktxonen fir welche D[®] einen moglichst kleinen

‘Wert erhalt Diese Forderting"D | ®] = Min. ist jetzt ein Problem eines Minimums
einer Funktion von einer endlichen Anzahl von Variablen, ndmlich des Integrals,
aufgefafit in seiner Abhingigkeit von den Werten von ¢ in den Eckpunkten
der Dreieckseinteilung; dieses Problem ist gewifi 15sbar, und zwar, wie leicht
ersichtlich, mittels linearer Gleichungen. Dafi die so entstehenden Funktionen
®; wirklich eine Minimalfolge bilden, folgt sofort aus der unschwer beweisbaren
Tatsache daB man jedes zuldssige Funktmn @ und deren Dirichletsches Integral
mit Hilfe unserer Konstruktion bei hinreichend grofiem j beliebig genau appro-
ximieren kann.

Figure 18: Footnote in the first edition of the book by Hurwitz and Courant
[15]

the most important tools for scientific computations, the finite element method.
We will come back to this in Section 7.

Even more sad was the fact that the famous, and meanwhile old, Lord
Rayleigh published an article [21], in which he accused Ritz of plagiarism and
claimed that all of Ritz’ ideas were already present in his own previous work.
This led to the name of “Rayleigh-Ritz” for this method, accepted by many
scientists. A very careful study of all the original papers by Leissa [20] made
clear that this claim, and the corresponding name of the method, are not at all
justified.

6 Immediate use of Ritz’ Method in Russia

In contrary to Western Europe, Ritz’ method was immediately put to use in
Russia, in order to solve hard problems coming from engineering.

6.1 Timoshenko

S.P. Timoshenko (1878-1972), a professor working at that time at the Politech-
nitsheskogo Instituta of Kiev, later in St. Petersburg and still later in Stanford,
was the first to realize the importance of Ritz’ invention for applications [28]:

Nous ne nous arréterons plus sur le c6té mathématique de cette ques-
tion: un ouvrage remarquable du savant suisse, M. Walter Ritz, a
été consacré a ce sujet. En ramenant 'intégration des équations a la
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lBelilapckoro yyesoro Baabrepa Purtna

Figure 19: ’schweizarskogo utshenogo Waltera Ritza’, as Timoshenko refers to
the inventor of the method in his original publication in Russian

CTPOUTENBHAS MEXAHMKA KOPABJISI[]
[PA3ZENB, OTHOCAWMECH K TEOPHH INIACTHH|

Structural Mechanics of Shipbuilding
[Part concerning the theory of shells]

Figure 20: Ivan Bubnov (1872-1919) and the title of his monumental manual
for the construction of ships

recherche des intégrales, M. W. Ritz a montré que pour une classe
tres vaste de problemes, en augmentant le nombre de parametres a1,
as, as,. .., on arrive a la solution exacte du probleme. Pour le cycle
de problemes dont nous nous occuperons dans la suite, il n’existe
pas de pareille démonstration, mais I’application de la méthode ap-
proximative aux problemes pour lesquels on possede déja des solu-
tions exactes, montre que la méthode donne de treés bons résultats
et pratiquement on n’a pas besoin de chercher plus de deux approx-
imations'*

We also show the ’schweizarskogo utshenogo Waltera Ritza’, of this quote in the
original russian publication in Fig. 19. Timoshenko then shows how many inter-
esting problems can immediately be solved approximately, using Ritz’ method.

6.2 Bubnov

Ivan Bubnov (1872-1919), see Fig. 20, was a structural engineer specialized in
the construction of ships, in particular submarines. Like Timoshenko, he was
also working at the Polytechnical Institute of St. Petersburg, and needed to

14We will not address the mathematical aspects of this method: a remarkable publication
of a Swiss scientist, M. Walter Ritz, was dedicated to this subject. Transforming the problem
of integrating the equations into a problem of evaluating integrals, M. W. Ritz has shown for
a large class of problems, that by increasing the parameters ai, a2, as,..., one can find the
exact solution of the problem. For the problems we are interested in here however, such a
proof does not exist, but the application of the method to problems for which we know an
exact solution shows that the method gives very good results and in practice one does not
need to compute more than two approximations.
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CTEPHHI ¥ ILIACTHHIH
PATLL B HEROTOPBIX BOIPOCAX ¥TIPYIOTO PARHOBECH
CTEPMHER W IUIACTHHOE*
( 1empnz pad, I915)
Beams and Plates

Series solution of some problems in
elastic equilibrium of rods and plates

(Petrograd, 1915)

Figure 21: Boris Grigoryevich Galerkin and the famous paper which is now
quoted in the literature for the invention of the “Galerkin” method

calculate the behavior of shells for the construction of submarines. Fascinated
by the work of Timoshenko (Bubnov does not cite the work of Ritz directly),
the simplicity of the approach and the accuracy of the results, he developed an
entire battery of problems with approximate solutions in his manual on ship
building [2]. A main contribution of Bubnov to the development of the finite
element method is that he realized in [1], after having studied the Zhuranskii
prize-winning work of Timoshenko, that

“... extremely simple solutions can also be obtained in the usual
way, i.e., without resorting to a consideration of the energy of the
system [...] we simply substitute the expansion for w in the general
differential expression for equilibrium, multiply the expression ob-
tained by ¢rdrdy and integrate over the entire volume of the body,
then we obtain an equation relating the coefficient a with all others
[...] and will be identical to those found by Prof. Timoshenko.”

This remark simplified the construction of the linear systems for the compu-
tation of the coefficients by giving an easy to remember recipe. Bubnov also
required the coordinate functions to be orthogonal in his remark, without giving
a justification. He used in general trigonometric functions for ¢y.

6.3 Galerkin

Boris Grigoryevich Galerkin (1871-1945), see Fig. 21, was from a poor family,
and had to start working already at the age of twelve as a calligrapher. Nev-
ertheless he managed to study in the Mechanics Department of St. Petersburg
Technological Institute, and then worked for the Russian Steam-Locomotive
Union and the China Far East Railway. He was also interested in politics, and
was arrested in 1905 for political activities, and put into prison for one and a
half years. This completely changed his interests, and it is in prison where he
decided to devote the rest of his life to science. Galerkin went on an extensive

35



W3 npubnmwKeHHHX METONOB peleHnil IIMPOKOe IPHMeHEHWe IOIYdYHiI
B mocilefHee Bpems Merop Pmrma (6 7. Dror Meron cBomgmTeA BKpAaTHE K Clle-
Aymomemy.
JATEPATY¥PA

3. By6ror H. I'. CrpowTensean wexaswra xopadaa. 9. 2, CIIG., 1914,

f, Ritz W. Uber eine neue Methode zur Lisung gewisser Veriationsprobleme der
mathemsatischen Physik.— Journal f. reine w. angewandle Mathematik, {908, Bd.
1385, 5. 1—01.

7. Rivz W. Theorie der Transversalschwingungen einer guadralischen Platbe mit

freien Rindere.- Annalen der Physik, 1905, Bd. 28, N. 4, S, 737788,
. Tamoprenxo G 11 00 yveTodghroers yopyrax cncres. Hmep, 1940, 136 ¢,

oo

Figure 22: Galerkin himself calls the method which carries today his name the
'Ritz Method’, and cites all of Ritz papers, as well as the work by Bubnov and
Timoshenko

scientific trip through Europe in 1909, and visited, among other countries, also
Switzerland. We do not know if he met Walter Ritz on this trip, but Galerkin
makes precise references to both papers of Ritz in his most famous publication
[11], which is now usually quoted when referring to the Galerkin method, and
Galerkin himself calls this method the Ritz Method, see Fig. 22. In this paper,
Galerkin introduces Ritz’ method on the first few pages, and then goes on to
show how the method can be used to solve approximately many interesting and
difficult problems from applications. Galerkin notices that the coordinate func-
tions do not need to be orthogonal, one simply gets an additional matrix, which
is today called the mass matrix. The main contribution however of Galerkin is
in this paper to realize that one does not even need a minimization principle
in order to construct a finite dimensional system following the recipe given by
Bubnov. One can only speculate why the method is nowadays mostly called
the Galerkin method; maybe Galerkin’s numerous examples from applications
were more appreciated than the theoretical analysis of Ritz. Most readers did
not even notice the name of the method in Galerkin’s introduction, and went
straight to the examples, which form the body of the paper of Galerkin.

7 Late Recognition of Ritz’ Work in Western
Countries and Birth of the Finite Element
Methods

Almost three decades after Ritz’ tragic death, Richard Courant had changed
his mind and gave an address to the American Mathematics Society, on May
3rd, 1941 [8], which he started with the text shown in Fig. 23. In this address,
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As Henri Poincaré once remarked, “solution of a
mathematical problem” is a phrase of indefinite
meaning. Pure mathematicians sometimes are
satisfied with showing that the non-existence of
a solution implies a logical contradiction, while
engineers might consider a numerical result as
the only reasonable goal. Such one sided views
seem to reflect human limitations rather than
objective values.

Figure 23: Richard Courant and the beginning of his address to the American
Mathematical Society in 1941, marking a turning point in his appreciation of
Ritz” work

Courant gives great praise to the work by Ritz:

“At first, the theoretical interest in existence proofs dominated, and
only much later were practical applications envisaged by two physi-
cists, Lord Rayleigh and Walther Ritz. They independently con-
ceived the idea of utilizing this equivalence for numerical calculation
of the solutions, by substituting for the variational problems simpler
approximating extremum problems in which but a finite number of
parameters need be determined”

“But only the spectacular success of Walther Ritz and its tragic cir-
cumstances caught the general interest. In two publications of 1908
and 1909, Ritz, conscious of his imminent death from consumption,
gave a masterly account of the theory, and at the same time ap-
plied his method to the calculation of the nodal lines of vibrating
plates, a problem of classical physics that previously had not been
satisfactorily treated.”

Clearly the tide has turned, and Ritz’ work is now held in high esteem by
Courant. In addition, Courant now also realized the importance of the footnote
from the first volume of his book with Hurwitz [15]:

“However, the difficulty that challenges the inventive skill of the
applied mathematician is to find suitable coordinate functions”

and instead of the eigenfunctions used by Ritz as coordinate functions, and
the trigonometric functions employed by Bubnov and Galerkin, Courant now
suggests to use what is nowadays called hat functions, see Fig. 24. In two
dimensions, the piecewise linear functions Courant has in mind are most easily
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Figure 24: Different choices for the coordinate functions

defined on a triangular mesh, in contrast to the up to then dominating finite
difference method:

“Instead of starting with a quadratic or rectangular net we may
consider from the outset any polyhedral surfaces with edges over an
arbitrarily chosen (preferably triangular) net.

and we show a few examples of such hat functions in Fig. 25. In his address,
Courant presents the first finite element calculation that we were able to find,
shown in Fig. 26. Courant chooses as a model problem a square domain with a

2 o Pk
MNCA N,
TN J1IN\_ /1 \
VA
a2

X

Figure 25: Examples of hat functions in two dimensions
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Figure 26: The first finite element computation we were able to find, by Richard
Courant

hole, see Fig. 26 on the left, and wants to minimize the functional

//(Vu)2+2u —  min,

with 4 = 0 on the outer boundary, and © = ¢, an unknown constant on the
inner boundary. He then compares the results he can obtain for ¢ and the total

stiffness
Si=- / / udxdy

with different coordinate functions:

Polynomials: “with negligible amount of numerical labor”

p1:=a(l—2) S=0.339, c=-0.11
w2 :=a(l —2)[1 + alz — %)y] S =0.340, ¢ = —0.109

Finite Elements: (“The results, easily obtainable, were”)
Case (a): S =0.344, ¢ =—0.11
Case (b): S =0.352, c=—0.11
Case (¢): S =0.353, c=—0.11
Case (d): S =0.353, c=—0.11
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Courant concludes that “these results show in themselves and by comparison
that the generalized method of triangular nets seems to have advantages.”
The term finite element methods was then coined by Ray Clough in [4], who
had started to work with Jon Turner from Boeing on structural dynamics, and
this work led to the first published description of the finite element method,
without the name yet, in [29], see also the historical note by Ray Clough [5]

8 An Application

We now leave the sunny Swiss alps from the beginning of this article (Fig. 1),
to turn to the cold Canadian winter, to illustrate how Ritz’ method, and at the
same time Schwarz’ method, see (24), are used today in scientific computing.
We compute the temperature distribution in a heated, but less well insulated
apartment on Durocher street in Montreal, shown in Fig. 27. The walls are
shown in blue, the windows in black on top, and there is also a door in black
at the bottom and on the right hand side. We assume that the windows are at
—20¢, and the doors at 15¢. The steady state heat equation is

—Au = f, in the apartment,

where the heat source term f is non-zero at the heater locations, which are close
to the window for the two big rooms on the left and the right, on the left wall
in the third room from the left, and there is no heater in the second room from
the left.

We use a Schwarz domain decomposition method, where the apartment is
decomposed into separate rooms, as shown by the red partitions in Fig. 27,
and a finite element discretization of the problem with linear triangular finite
elements, as shown by the mesh in the figure. The “Grundfunktionen” of the
Ritz method are therefore simple linear hat functions. In the middle in Fig.
27 we show the first iteration of the Schwarz method, where one can clearly
see the isolated effect of the heaters and warm doors in each subdomain. At
the bottom we show the final result of the simulation, which is now continuous.
This result is interesting: one can see that while the heater in the living room
on the left and the bedroom on the right is well placed to block the cold from
the windows, the heater on the left wall in the bathroom is not effective to keep
the room warm, a fact the occupant strongly felt in winter. Also the kitchen is
not heated and stays cold, except when cooking and baking.

9 Conclusions

We have tried to give an as complete description as possible of the development
which led from the variational calculus to Ritz’ work and the finite element
method. There are other descriptions of these historical developments already
in the literature, see for example the short description by Taylor [27], or the
longer study by Leissa [20].
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Figure 27: Triangulation and decomposition of the apartment in Montreal, in
the middle the first Schwarz iteration and at the bottom the converged temper-

ature distribution.
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9.1 Back to Euler — the Last Surprise

After all these controversies (should the method be called Rayleigh method?
Rayleigh-Ritz? Ritz method? Ritz-Galerkin? Bubnov-Galerkin? Timoshenko-
Bubnov-Galerkin? Galerkin method?), let’s have a fresh look at Euler’s original
work from 1744: We have heard above that Euler published 1744 the differential
equations (3) for the variational problem (2) and that the standard proof for this
equation described above was given 1755 by Lagrange. The natural question
is thus: how did Fuler himself find “his” differential equation for a variational
problem? We observe in Caput IT of E65 the following procedures:

1. Approx. curve by polygon

2. Approx. Integral
by sum ZAXx¥ Z'dx + Z' dx + 77 dx + &c.

and differen-
tiate with respect to v;

3. Set derivative (P S - N’dxr— P,) to zero;

) dp (N =22,
4. inverse Euler method = N—— 4 ==0 a0z

What did Euler? The only thing he could do, in the absence of any other
theory: in point 1 he discretized the curve by a finite dimensional object, which
is precisely the hat function finite element space applied to our 1D case. In
point 3, then, he solved directly the finite dimensional problem which he had
obtained after discretizing the integral in point 2. So, finally, the Ritz finite
element method is closer to Euler’s work than to anything else published in the
one and a half centuries between Lagrange and Hilbert.
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Résumé
Dans cet exposé, on présentera des résultats numériques concernant une formulation
mixte du probleme du Laplacien de Hodge introduite récemment par D. Arnold, R. Falk
et R. Winther [1, 2]. Ce probléme constitue une généralisation au cas vectoriel du probléeme
classique du Laplacien et possede plusieurs applications physiques notamment en électro-
magnétisme. On présentera des résultats numériques en 2D et en 3D. On traitera aussi de la

résolution itérative du systeme algébrique.

Mots clés: Eléments finis mixtes, Formes différentielles, Laplacien de Hodge, Méthode itérative

1. Position du probléeme

Le probleme du Laplacien de Hodge peut s’énoncer de maniere élégante et succincte si on
utilise le formalisme des formes différentielles. On réfere au livre de H. Flander [3] pour la
théorie des formes différentielles. Soit €2 un domaine régulier et borné de R" de frontiére I'. On
notera par A* I’espace vectoriel des formes différentielles de degré k sur Q et par d : A¥ — AFH!
la dérivée extérieure. Dans R?, la dérivée extérieure correspond respectivement aux opérateurs

grad, rot, div. L'espace A* est muni d’un produit scalaire définie par

= flan

ot x : A¥ — A*! dénote l'opérateur de dualité de Hodge. Ceci permet de définir 1’espace de
Hilbert L2A* comme étant le complété de A* par rapport a ce produit scalaire et ’espace de
Sobolev (Hilbert)

HA* = {w € L*A* | dw € L*AM1}

L'opérateur adjoint de la dérivée extérieure
(dw,n) = (w,0n)  w€ A" e A

sera noté par § = (—1)"" 1 x dx. Dans R3, 'opérateur § correspond a -div, rot, -grad.
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En utilisant ces notations, la formulation mixte du probleme du Laplacien de Hodge s’énonce

comme suit :
Pour f € L?>AF, déterminer (u, p) € HA* x HA*! satisfaisant

(du,dv) + (dp,v) = (f,v), Vo € HAF,

(u,dq) — (p,q) = 0, Vg € HAF1. @

Dans l'exposé, on traitera de l'existence et unicité de ce probleme continue. La solution de (1)

est caractérisée par

p = du, dans (,
odu—+dp = f, 2
*u = 0, sur [,
*du =

On notera que les deux conditions aux limites sont fournies naturellement par la formulation
mixte (1). Ceci constitue une formulation mixte du probleme du Laplacien de Hodge défini

formellement par
Au = f

ot A = §d +dé : L*A* — L2A*. La formulation mixte (1) posséde plusieurs avantages par

rapport a 'approche qui consiste a minimiser la fonctionnelle
o1 1
min §(dv, dv) + 5(62}, o) — (f,v)
En utilisant les notations vectorielles usuelles dans R? et en faisant varier l'indice k, on ob-

tient les problemes suivants :

— Pour £ = 1:1l s’agit de trouver un champ vectoriel @ et un champs scalaire p vérifiant

p = —div, dans €2,
rotrotu +gradp = f,
Lo 3)
u-n = 0, sur [,
rotuxn = 0.

ou 7 est la normale extérieure au domaine.
— Pour k = 2 : Un élément de A? s’identifie & un champ vectoriel @ via 'opérateur * et la

variable p € A' devient un champ vectoriel . On obtient le systéme

p = rotu, dans (,
—graddivi +roty = f,
L (4)
uxn = 0, sur I,
divu = 0.

2



Discrétisation du Laplacien de Hodge

— Pour k = 3: Un élément de A? s’identifie & un champ scalaire u tandis que p € A? est de

nouveau un champ vectoriel p. On obtient le systeme

p = —gradu, dans (2,
divg = J, (5)
u = 0, sur I

On reconnait la forme mixte du probleme de Poisson avec les conditions aux limites de
Dirichlet.

2. Discrétisation

On désire discrétiser le probleme mixte (1). Pour cela, on introduit une triangulation 7" du
domaine Q2 = (.., K par des triangles ou des tétraedres. On notera par \;,i = 0,..., 3 les co-
ordonnées barycentriques d'un élément K. Pour chaque face f (ou aréte) définie par les indices

i1, 12, i3, on considere la forme de Whitney de degré 2
wr = 2( Ay dAiy AdNiy — NiydNip A dXiy + Nigdhi, A dN,).

Ces formes vérifient la relation, pour deux faces f et f’ de K,

/ { 1 sif=/f,
Wy = .
' 0 sinon.
Pour les arétes, la forme de Whitney de degré 1 s’écrit

Wy — )\ild)\ig — >\i2d)\i1

et on obtient une relation similaire pour les arétes
1 sia=d,
W = .
af 0 sinon.

Fixons l'indice k. On discrétise l'espace HA* en choisissant comme degrés de liberté I’ensemble
des k-simplexes de la triangulation. Par exemple, pour k = 2, il s’agit de I'ensemble des faces.
Les fonctions de bases sont les formes de Whitney w; de degré k associées aux k-simplexes f de
7. On note par A} le sous-espace discret qui approxime 'espace HA* D A¥. Ces éléments finis
sont aussi connus sous les noms de Raviart-Thomas ou Nedelec selon 'indice k. On consultera

le livre de Brezzi et Fortin [4] pour une étude exhaustive de ces éléments.

3
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Le probléme discret s’énonce comme suit :

trouver (uy, pn) € AF x AF! satisfaisant

(dup, dvy) + (dpn,vn) = (f,vn), Yo, € AF,

_ (6)
(un, dgn) — (P, qn) = 0, Vg, € AF7L

Le probleme approché s’écrit sous la forme d’un point de selle

(= 5) ()= ()

B -M,) \p 0

ou M, est la matrice masse associée a la variable p. Si le domaine (2 est simplement connexe, le
probleme discret (6) admet une solution unique. La matrice globale du systeme est symétrique
et inversible toutefois le bloc A n’est pas inversible.

Dans 'exposé, on présentera des résultats numériques en 2D et en 3D. On traitera aussi de

la résolution itérative du systeme algébrique par 'algorithme MINRES.
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Résumé

La simulations des phénomenes de combustion dans les chaudieres de taille industrielle
présente des défis considérables au plan numérique. En effet, les dimensions physiques
d’une chaudiére se mesurent typiquement en metres ou méme en dizaines de metres, alors
que la taille appropriée des cellules de calcul afin d’obtenir une précision adéquate du
champ de température et de la fraction de mélange des espéces dans la région du front
de flamme, se situe dans l'ordre du dixieme de millimetre ou moins. De telles disparités
d’échelles font en sorte qu'une approche consistant a mailler entierement le domaine de
calcul avec des éléments partout suffisamment fins pour résoudre adéquatement les phé-
nomenes de combustion ne sont pas envisageables en pratique, puisqu’elle menerait a des
maillages comportant des dizaines, voir des centaines de millions de nceuds de calcul en
trois dimensions. Un calcul précis de ces quantités est pourtant essentiel afin de prédire les
taux de production des polluants et en particulier des oxydes d’azote (NOx).

Dans cet article, nous décrirons une approche d’adaptation de maillage basée sur un es-
timateur a posteriori de l'erreur d’interpolation afin de controler localement la taille des cel-
lules de calcul et ainsi accroitre la précision du calcul des champs de température et de frac-
tion de mélange des especes. L'estimateur d’erreur est obtenu en combinant, sous la forme
d’un tenseur métrique, les champs des dérivée seconde des principales variables décrivant
le probleme, soit les composantes de la vitesse, la température et la fraction de mélange com-
bustique/comburant. Les dérivées de chacune des variables sont obtenues par une méthode
de reconstruction locale [1] appliquée aux champs de solution calculés a I'aide du résoluteur
commercial Star-CD d’Adapco. Les métriques sont ensuite combinées a 'aide d'un algo-
rithme d’intersection [2] afin de fournir une métrique cible a 1’algorithme d’adaptation de
maillage. Une combinaison d’opérations de lissage géométrique, de lissage topologique, de
raffinement et de déraffinement est utilisée afin de modifier localement le maillage afin qu’il
satisfasse au mieux la métrique cible spécifiée. Chacune des opération d’adaptation tente de
modifier le maillage afin de minimiser une norme de distance entre la métrique du maillage
actuel et la métrique spécifiée. Cette norme, appelée coefficient de non-conformité de 1'é1é-
ment ou du maillage [3, 4], permet de formuler des criteres compatibles d’adaptation pour
différents types d’éléments (triangle, quadrilateres en 2D, tétraedres, héxaedres, prismes en
3D) et d’obtenir un algorithme d’adaptation convergent pour des maillages hybrides [5],
c’est-a-dire comportant plusieurs types d’éléments.
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Un cas de simulation d'un combusteur pour laquelle des résultats expérimentaux sont
disponibles [6, 7] sera utilisé afin d’illustrer le gain en précision et la réduction en cotit de

calcul que permet I'approche d’adaptation de maillage proposée.

Mots clés: Adaptation de maillage, maillage hybride, métrique, combustion, polluants
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Résumé

With the power of computers and supercomputers increasing exponentially, there is a
growing thrust for more advanced multi-disciplinary CFD simulations in aerospace. A par-
ticular current interest is the application of simulation techniques for the better understan-
ding of in-flight icing. Recent and recurring incidents/accidents clearly demonstrate to the
general public that the problem is far from being fully mastered and that certification does
not mean immunity from accidents, and hopefully impresses on in-flight icing specialists
that they have to embrace in a much faster way new technologies. The applications of CFD
in the icing field are literally light-years behind aerodynamics analysis/design methods, of-
ten used within the same organizations. A significant number of ice protection system desi-
gners are still mired in correlations and 2D, inviscid, incompressible flows. The presentation

introduces a paradigm shift within that community that demonstrates that :
1. Icing simulation is an invaluable tool and an indispensable companion to testing,

2. Icing simulation and aerodynamics should be integrated based on “identical” CFD

tools,
3. Ice protection ought to be for the aircraft as a system not as disconnected components,

4. This means that the same icing simulation code should handle aircraft, rotorcraft and

engines,
5. The icing certification envelope and the aerodynamic envelope have to be coupled,

6. CFD, when combined with Reduced Order Modeling, can lead to real-time solutions

that can be used for effective pilot training in in-flight simulators.

Mots clés: Multi-disciplinary CFD, Icing,
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Résumé

The main goal of this presentation is to present different new and old techniques of mesh
adaptation, under the assumption : The mesh generation needs a metric to define the “mesh
size” constraint [3],[4].

The Hessian error indicator gives naturally the metric, but the construction is clear for P;
and L norm. I explain how to build anisotropic error indicator for high order finite element
(61, [71.

The other error indicators (residual or hierarchical [5]) give just a level of error, so how
to build a metric from this local error indicator.

By using of a priori error estimates, the new mesh size is almost given by the following
formulae :

B (2) = @)

where E,,(z) is the level of error at point x given by the local error indicator, A, is the pre-
vious “mesh size” field, and f,, is a user function, generally just linear.

I will present how to test and use all this techniques with FreeFem++ software , see [1, 2].

Mots clés: FreeFem++, metric based adaptation, high order finite element
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Résumé

Stochastic partial differential equations (SPDEs) play fundamental and important roles
in many problems. Their mathematical treatment is more involved compared to that of de-
terministic partial differential equations. Their numerical simulations become an important
strategy in practical applications.

We propose the development of finite element approximations of SPDEs, particularly
those SPDEs modelling fluid flows such as the stochastic pressure equations or the stochas-
tic Navier-Stokes equations that involve additive and multiplicative white noises. We give
existence and uniqueness results for the continuous problem and its approximation by finite
element method. Optimal error estimates are derived and algorithmic aspects of the method
are discussed. Our method will reduce the problem of solving SPDEs by solving a set of
deterministic ones. Moreover, one can reconstruct particular realizations of the solution di-
rectly from Wiener chaos expansions once the coefficients are available. Finally, we present

numerical results of some test problems.

Mots clés: Stochastic PDEs, FEM, Error estimate
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Résumé

Les estimations a posteriori et les procédures d’adaptation de maillage sont devenues ces
dernieres décennies, 1'un des principaux axes de développement dans le domaine de 1’ana-
lyse numérique et un outil indispensable dans la discrétisation des équations aux dérivées
partielles. Elles ont pour but d’améliorer la qualité de la solution calculée et permettent d’as-
surer, d"une part que la solution approchée est d"une précision fixée, et d’autre part que cette
précision est equidistribuée.

Ayant obtenu un estimateur d’erreur a posteriori, ce dernier est utilisé comme critére pour
construire un procédé d’adaptation de maillage de maniere a amener l'erreur réellement
commise a un niveau choisi par l'utilisateur. Les algorithmes d’adaptation sont générale-
ment basés sur des procédés de remaillage par création de noeuds (raffinement), retourne-
ment d’arétes, suppression de noeuds (déraffinement) et déplacement des noeuds.

La premiére question qui peut se poser est : ayant un nombre fixé de nceuds d"un maillage,
quelle est la position "optimale" de ces nceuds dans le sens qui réduit I'erreur d’approxima-
tion d’un probléme. Mathématiquement, ce probleme est équivalent a un probléme de mi-
nimisation d’une fonctionnelle cotit liée a I'erreur d’approximation. Une étude dans ce sens
a été réalisée dans [5] en utilisant la fonctionnelle d’énérgie comme fonction cofit. Dans [1]
on trouve une analyse et une mise en ceuvre d'une technique de déplacement des noeuds
en utilisant la norme de I'estimateur hiérarchique (Cf. [2]) comme fonctionnelle cofit sous
la contrainte de deux problemes variationnels discrets, 'un 1ié a la solution approchée et
'autre lié a I'estimateur d’erreur hiérarchique.

Soit 7j, un maillage du domaine 2 et notons M 'ensemble de ses nceuds. La fonctionelle

a minimier dépend de M a travers la solution approchée qui dépend de 7}, :

JM) = J(un(T}))-
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ol uy, est la solution numérique associée au maillage 7;. Le probléme ainsi posé, est un pro-
bleme d’optimisation de forme dont les parametres sont la position des nceuds du maillage.
Les techniques classiques (cf.[6]) ont été utilisées pour calculer la dérivée de forme de la
fonctionnelle cotit par rapport aux vraiables de contdles qui sont ici les nceuds du maillage,
et une position optimale des nceuds est obtenue.

Les méthodes classiques de I'optimisation de forme excluent le changement topologique
du domaine et ne permettent pas la création de trous. Pour le probléme du maillage ces mé-
thodes ne permettent pas le changement de la topologie du maillage en ajoutant un nceud
supplémentaire dans la grille. Une alternative, qui permettrait d’ajouter, et surtout de trou-
ver I’endroit optimal pour ajouter ce nceud est I'utilisation des techniques de développement
asymptotique topologique . L'idée de ces techniques, qui au départ revient a Céa, Gioan et
Michel [3] et dont une présentation dans le context de 1’optimisation topologique se trouve
dans [4] , permet d’ajouter des trous dans le domaine.

Pour ajouter un nceud a une distance € de de I'un des sommets dun triangle Ky de 73,
on consideére la nouvelle paramétrisation constituée des nceuds du maillage ainsi perturbé,
notée

M. = M {x%, }.

Le développement asymptotique de j(M) est de la forme

J(Me) = §(M) + f()g(Ko) + o(f(e)),

f(e) >0, lim f(e) = 0.

e—0
g(Kj) est le gradient topologique de j(-) et va fournir des informations pour ajouter un
neceud dans le triangle K.

Dans cette présentation nous allons montrer comment calculer le gradient topologique
de la fonctionnelle a minimiser et qui est liée a I'estimateur hiérarchique. On introduit le
lagrangien et on montre que ce gradient topologique va dépendre de I'état adjoint. On mon-
trera enfin sur quelques tests numériques que 1’adaptation avec cette technique se fera a

moindre cofit.

Mots clés: Estimateur hiérarchique, développement asymptotique topologique, adaptation de maillage,

optimisation de forme.
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Résumé

Nous proposons une stratégie d’adaptation de maillage et d’estimation d’erreur a pos-
teriori pour la modélisation de problemes a surfaces libres dans un contexte Eulérien de
capture de l'interface. L'objectif de cette étude est d’appliquer avec précision la modélisa-
tion de la dynamique des surfaces libres en se concentrant sur la qualité de la discrétisation
de la variable de capture de l'interface.

Une stratégie d’adaptation de maillage non structuré basée sur une méthode de point
fixe, proposée par Alauzet et al.[1], est utilisée pour obtenir une discrétisation spatiale op-
timale des équations aux dérivées partielles régissant le probleme a surface libre considéré.
Parmi ces équations on retrouve les équations de Navier-Stokes et une équation de transport
dont la variable de marquage est solution. Nous proposons une extension de cette stratégie
d’adaptation en incluant une étape de réinitialisation de la variable Eulérienne de capture
de l'interface, combinant différentes approches proposées par Remacle et al. ([2],[3]) et par
Claisse et al. ([4], [5]). Cette extension est complétée par un prédicteur peu cotiteux (en se
basant sur une méthode de Galerkin discontinu) de I’évolution de la surface libre et par 1’ap-
plication des estimateurs d’erreurs a posteriori applicable a I'équation de transport, proposé
par Pelletier et al.[6], permettant de corriger la discrétization afin de confiner I’évolution de
l'interface a l'intérieur d’une région raffinée. Le transfert des variables discrétisées sur un
nouveau maillage afin de reprendre ou continuer les calculs nécessite 1'utilisation d"une mé-
thode d’interpolation. Si ce transfert n’est pas effectué a 'aide de méthodes numériques
adéquates, alors surviennent des problemes de conservation de la masse et de perturbations
des dérivées temporelles. L'impact de la stratégie de transfert sur ces quantités sera étudié.
Une stratégie spécifique pour le transfert des variables est présentée et inclue 1'étape de ré-
initialisation de la variable de marquage. Afin d’assurer une application précise du modéle
a la Brackbill régissant les effets de tension de surface, le probleme du calcul d"une carte de
métrique adéquate est abordé.

La stratégie d’adaptation de maillage proposée permet de réduire le nombre d’itération
d’adaptation, et de ce fait le nombre et I'impact des étapes d’interpolation. L'évolution de la
surface libre est prédite par la résolution efficace d"une équation de transport supplémen-
taire a I'aide des méthodes de Galerkin discontinus. L'étape de réinitialisation a pour effet de
supprimer la diffusion de la densité de maille dans le temps, permettant d’évaluer convena-
blement les quantités physiques et d"appliquer correctement le modele régissant les effets de

tensions de surface. Des problemes a surface libre permettant la vérification des méthodes
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de résolution seront présentés afin d’illustrer la méthodologie, la précision et le cofit total des

calculs. Les problemes représentatifs de la dynamique des surfaces libres seront privilégiés.

Mots clés: Adaptation de maillage, surface libre, normale, courbure, reconstruction, estimation d’erreur
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Résumé

On discute des enjeux de vérification, validation et de prédiction d’incertitudes en CFD.
On utilise des maillages adaptatifs lors des études systématiques de raffinement de maillages
requises pour la vérification de code et de simulation. On présente la méthode des solutions
manufacturées pour la vérification de code. Des exemples de vérification réussie et échouée
démontrent qu'une prédiction fiable s’obtient uniquement avec un modele mathématique
approprié et une solutions numérique précise (vérifiée) des équations différentielles. L'ar-
ticle met I’accent sur les bonnes pratiques en CFD pour assurer une vérification systématique
et la rigueur de la validation. Finalement, on utilise la méthode de I'équation des sensibilités

pour obtenir des estimés des incertitudes sur les prédictions induites par celles des inputs.

Mots clés: éléments finis adaptatifs, Vérification, validation, incertitude, Navier-Stokes

1. Introduction

La prédiction numérique des écoulements turbulents a fait 1’objet d’efforts de recherche in-
tenses de puis plusieurs années. On constate que les prédictions difféerent souvent grandement
entre auteurs, et ce pour un méme probleme. Cette observation est d’autant plus déconcertante
lorsque les utilisateurs obtiennent des résultats trés différents alors que leurs algorithmes sont
similaires. Le tableau 1 présente les prédictions de la longueur de la zone de recirculation pour
un écoulement turbulent sur une marche descendante. Tous les auteurs sauf deux (Donaldson,
and Ilinca et al.) utilisent une variante du modele k£ — e standard, des lois de parois et un algo-
rithme de type TEACH [1]. La seule explication possible des différences observées réside dans
la qualité du maillage et peut-étre dans des détails d'implémentation.

Pour contrer ce phénomene, Roache propose une approche permettant de distinguer les
erreurs de modélisation de erreurs numériques [2]. L'étape dite de vérification apporte une
réponse a la question La résolution des équations est-elle faite correctement ? La question des
erreurs numériques est au centre du processus de vérification. L'essence de la vérification est de

déterminer si les erreurs numériques de la prédiction sont suffisamment petites pour que nous

1
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Réference Turbulence L/H
Model
Kim et al. experiment 71+0.5
Mansour and Morel k—e€ 5.2
Pollard k—e€ 5.88
Rodi et al. k—e 5.8
Launder et al. ASM 6.9
Abdelmeguid et al. k—e 6
Demirdzic et al. modified £k — ¢ 6.2
Donaldson et al. RSM 6.1
Ilegbusi and Spalding modified K —¢ 7.2
Nallasamy and Chen £ — ¢ 5.8
Syed et al. k—e 5.8
Ilinca et al. k—e¢ 6.2

TABLE 1 - Longueur de la zone de reciculation pour la marche descendante

puissions dire qu’a toutes fins utiles nous avons trouvé LA solution des EDPS. La deuxiéme
étape dite de Validation pose plutot la question Résolvons-nous les bonnes équations pour ce
probléme ? Le point central en validation est de déterminer si le modele mathématique est une
représentation fidele des phénomenes physiques considérés.

La méthode d’éléments finis adaptatives que nous utilisons pour effectuer la vérification et
la Validation (VnV) a fait ses preuves pour un large spectre de d’écoulements laminaires [3],
turbulents et incompressibles [4, 5, 6], compressibles [7, 6], incluant les effets de transfert de
chaleur convectifs et conjugués [8, 9, 10, 11]. Plus récemment elle a été appliquée avec succes
en analyse de sensibilité et d’incertitude ainsi qu’en design optimal [12, 13, 14].

2. Definitions

Etablissons d’abord la distinction entre Vérification et Validation. En francais courant ces
deux mots sont synonymes. Par contre, en CFD, ils ont acquis un sens technique propre au
contexte de la CFD. Nous adoptons les définitions reconnues [15, 2, 16] : la Vérification c’est de
bien résoudre les équations et elle de la Validation c’est de résoudre les bonnes équations.

Lorse de la vérification de son code le développeur définit précisément les équations diffé-
rentielle a résoudre, fait la démonstration qu’elles sont résolues correctement avec un ordre de
précision donné et ce, de fagon consistante de sorte que lorsque la finesse du maillage tend vers
zéro, le programme produira LA solution des EDPs. On peut aussi faire la distinction entre vé-

2
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rification et validation en faisant le parallele entre mathématiques et sciences de 1'ingénieur. La
vérification releve exclusivement de I’analyse numérique et cherche a répondre a la question :
Faisons nous un bon travail d’analyse numérique pour résoudre ces équations ? La validation,
quant a elle, releve des sciences de 1'ingénieur car elle tente de répondre a la question le modéle
mathématique est il adéquat pour le probléme qui nous intéresse ?

A la lumiere de qui précede il dévient évident qu’on ne peut pas valider un code. Au mieux,
on pourra valider le code pour une classe restreinte d’écoulements. Il devient clair aussi que
le code et les simulations doivent faire I'objet de vérifications séparées. La vérification dun
code de simulation nécessite "évaluation de I’erreur entre une solution analytique et la solution
numérique. La vérification d"'une simulation nécessitera des estimations ou des encadrement de
'erreur pour s’assurer que rien n’empéche le code de livrer I'ordre de précision attendu.

La validation s’intéresse a la fidélité du modele mathématique des phénomeénes physiques
d’intérét. On compare prédictions numériques et données expérimentales pour déterminer a
quel point le modéle constitue une représentation adééquate de la réalité. On notera que tout
exercice de validation perd son sens et sa crédibilité si le code et la simulation n’ont pas été véri-
tiés au préalable. Roache prone les études de raffinement systématique du maillage et I’extrapo-
lation de Richardson comme outil de vérification pour les maillages structurés. Nous pensons
que remaillage adaptatif est outil efficace pour automatiser le délicat processus de génération
de maillage complexes.

On assimile souvent la validation a une simple comparaison entre mesures et prédictions.
En pratique cela s’avere plus complexe. Premierement, il faut entreprendre 1'exercice sur un
cas pour lequel on détient des mesures suffisamment complétes pour définir entierement le
probléme de simulation afin de garantir que la simulation et I'expérience traitent exactement
le méme probleme (méme géométrie, mémes conditions limites et initiales etc.. En pratique,
il est difficile d’obtenir des données de qualité. En effet, plusieurs sources d’erreur peuvent
compromettre la précision des données recueillies (calibration, biais, techniques d’acquisition
et d’essais etc. [17] Finalement, la plupart des expériences rapportées dans la littérature n’ont
pas été congues a des fins de validation. Il leur manque souvent des données critiques pour la
simulation : détails géométriques, des conditions limites ou initiales, [2]. Oberkampf note aussi

que

“as one progresses down the list to more difficult quantities for CFD to predict, the
experimental uncertainty generally increases also” [18]. Ces considérations peuvent
entrainer de fausses validations ou encore de fausses invalidations.

Nous avons choisi délibérément les données expérimentales et des modeles d’écou-
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lements afin d’illustrer une variété de situations. Toutes nos prédictions sont véri-
fiées au sens de Roache. Les exemples retenus montrent qu'un code vérifié peut tres
bien conduire a la validation d’une simulation dans un cas, et l'invalidation d’une

autre, illustrant ainsi la difficulté de 'opération.

3. Le modeéle mathématique

On utilise les équations de Navier-Stokes pour un gaz parfait :

1
p

pu~V'u,:—Vp—|—V~[,ue(Vu—irVuT)—guIV-u}—irpf (1)
pepn - VT =u-Vp+ V- (AVT) + pgs
_ P
P=Rr

ici p. et A sont la viscosité et la conductivité efficaces qui incluent les effets de la
turbulence via le modéle k& — ¢ standard :

2

k

ou-Vk=V- Ku + ”—T) Vk} + prP(u) — p*C,—
Ok HT

2

pu-Ve=V_- [(,u + /;—T) VE} + pCiCLEP(u) — C'Qp%

€

de sorte que . et A, sont dénnées par :

2
pr = pCﬂ% A = %
L’effet des parois solides est incorporé par le biais de fonctions de parois (wall func-
tion [8]). On utilise le changement de variable suivant afin de garantir la positivité
des variables de turbulence : £ = In(k) & = In(e). Cette tranformation ne change
en rien le modele de turbulence [7, 8, 4]. On résout ces équations par une méthode
d’éléments finis utilisant le triangle quadratique de Taylor-Hood [19] (P> — P;). On

consultera [4, 10, 11] pour les détails.
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4. Adaptation de maillage

Nous procédons par remaillage adaptatif a la maniere de Peraire [20]. Ignat présente
une description détaillée de notre approche [8]. On obtient des estimations locales et
globales des erreurs a 1’aide de reconstruction de type moindres-carrés des dérivées
que 'on calcule pour tous des champs de solution. [voir 21]. On calcule une estima-
tion del’erreur pour chaque variable dépendante ( vitesse, pression, température, et

variables de turbulence K and €£.

L’algorithme procede comme suit : (1) étant donnés un mallage et sa solution on
évalue la taille idéale de chaque élément de ce maillage en utilisant les estimations
d’erreurs et le taux de convergence asymptotique de I'élément ; le maillage suivant
est concu de fagon a réduire I'erreur par facteur prédéfini par l'usager (2 ou 3). Il en
résulte une nouvelle distribution de taille des éléments pour chacune des variables
dépendantes ; sur chaque élément on retient la plus petite ; (2) le maillage adapté est
généré par un mailleur de type frontal, puis (3) on résout le probleme sur ce nouveau
maillage. On répete ce processus jusqu’a I’obtention d"une solution dont la précision

est satisfaisante.

5. Vérification de code et solution manufacturée

La méthode des solutions manufacturées (MSM) est une technique tres efficace pour
la vérification d"un code de calcul. Les solution analytiquues qu’elle produits offrent
un cadre rigoureux pour évaluer simultanément la performance et la précision du
code de simulation, de l'estimatuer d’erreur, et de la méthode adaptative, en une

seule étude de raffinement de maillage.

Notre premier exemple (CV-1) imite un jet rond laminaire impactant une parois so-
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lide fortement chauffées [voir 22] :

= e—400(a:2+r2)
200z
T fy el+4'r*2
_ W MZp+1
=
T_TT +1
U= 100%2(6—9327«2 _ 6_0'01)/,0
v = —100177“(6_:”%2 —e MM /p

Note : toutes les propriétés physiques du fluide dépendent de la température[22] On
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FIGURE 1 - Jet laminar (CV-1) : Trajectoires des erreurs

substitue ces expressions de de lae solution manufacturée (SM) dans les equations
de Navier-Stokes pour déterminer les termes source f et ¢;. La figure 1 montre 1'évo-
lution des erreurs avec le raffinement du maillage. Lerreur relative sur le maillage
final est inférieure a 1%, une indication que la prédiction converge vers la solution
exacte. Les erreurs diminuent au taux prévu par la théorie de sorte qu’on peut dire
que le code est Vérifié pour ce genre d’écoulement. On peut aussi affirmer que ’esti-
mateur d’erreurs est lui aussi vérifié et asymptotiquement exact puisqu’il converge
vers l'erreur exacte.

La vérification de code par la MSM est un atout tant pour le développeur que pour

6
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l'utilisateur. Pour le premier, elle sert a convaincre le dernier que 1'implémentation
du schéma de discrétisation est correcte. L'utilisateur s’en servira pour confirmer
qu’il comprend et utilise correctement son outil de simulation. En pratique la MSM
est si sensible a toute erreur affectant le taux de convergence que plusieurs per-
sonnes utilise la MSM pour débugger leur programme. Une SM bien congue activera
tous les termes et dérivées apparaissant dans les EDPs pour garantir la rectitude
du processus et q'on observera un taux de convergence optimal et conforme a la

théorie.

Le deuxiéme exemple (CV-2) imite I’écoulement incompressible turbulent dans un
jet rond [23] :

3 c 1

87reox( )
Y ¢_n =
4\/> x (1+ i )2

k=4x1035
x

3
pr=5x10"%"% +5x107°
_ pC,.k*
Kr

_1\/§\/Er
4 T € T

Le tableau 2 présente les trajectoires des erreurs sur 1’énergie cinétique de la tur-

ou:

bulence et la viscosité turbulente u7. L'index d’efficacité de 1’estimateur d’erreur
g = cstimateur tand vers 'unité. Ces données indiquent que la solution numérique et
l'estimateur convergent au méme taux. Chaque cycle adaptatif améliore dsimulta-
nément la précision de la solution et celle de I’estimateur. On peut donc afirmer que
le code, I'estmateur et la stratégie adaptative sont vérifiés pour cette classe d’écou-

lements turbulents.
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cycle noeuds erreur erreur efficacité erreur erreur efficacité

exacte estimée (%) exacte estimée (%)

K K K M He He

0 348 1.25 x 10°  1.17 x 10° 94 1.07 x 107%  9.61 x 10~° 89

1 658 6.34 x 1071 7.18 x 107! 113 4.09 x 107°  4.03 x 107 98

2 1572 257 x 1071 256 x 107! 99 1.19 x 1075 1.02 x 107° 85
3 3693 8.89x 1072 8.64 x 1072 97 443 x107¢ 3.81 x 107° 86
4 9141  3.16 x 1072 3.08 x 1072 97 1.59 x 1076 1.47x 1076 92

TABLE 2 — Jet turbulent (CV-2) : convergence de K and /4

6. Verification et Validation de simulations

Nous présentons maintenant des résultats sur quelques problemes d’intérét pra-
tique. Le jet laminaire illustre les difficultés qui peuvent survenir lorsque 1'on tente
de valider une simulation avec des données expérimentalss recueillies a d"autres fins
que la validation. Nous poursuivons avec quelques simulations turbulentes Nous
avons choisi le modele k£ — € standard avec fonctions de parois pour plusieurs rai-
sons. D’abord, ce modele est populaire et offert par tous les vendeurs. De plus, les
fonctions de parois réduisent la tache de calcul en évitant les maillages extréme-
ment fins requis pres d’une parois par la pluspart es modeles de turbulence a bas
Reynolds. Finalement 1’approche des lois de parois vit un regain d’intérét pour les

écoulements industriels complexes [24]. Il est donc raisonnable de s’en servir ici.

Un jet laminaire impactant (VnV-1)

Cet exemple tiré de [6] correspond a une expérience raportée dans [25]. La figure
2 démontre la convergence du nombre de Stanton (St). Irréguliere sur le maillage
initial, la distribution de St converge clairement avec 'adaptation du maillage in-
diquant que cette simulation est Vérifiée et est une solution numériquement exacte
des EDP. Cependant, on notera une sur-prédiction faible mais systématique des me-
sures. Scholtz explique avoir obtenu le nombre de Stanton de maniere indirecte en
utilisant une analogie entre transfer de masee et de chaleur pour convertir les me-
sures de transfert de masses en nombre de Stanton. Cette expérience date de 1970 et
avait été congue pour obtenir une caractérisation globale des échanges thermiques
et non pour valider notre simulation. De fait, I’article de Scholtz ne contient aucune

sur les conditions limites ou les incertitudes des mesures. Néanmoins on peut dire

8
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FIGURE 2 - Je laminaire (VnV-1) : Stanton

que la simulation est validée d'une certaine maniére car les prédictions présentent

un accord raisonnable avec les mesures.

Un jet turbulent impactant (VnV-2)

Cette configuration, tirée de [26], est un bon exemple d"une simulation vérifiée mais
non validée. On sait depuis longtemps que le modéle k-¢ avec lois de parois est un
pietre choix pour ce probleme. Mais c’est un excellent exemple de bonnes pratiques
CFD garantissant la rigueur des opération de vérification et de validation (une in-
validation dans ce cas précis)

La figure 3 est typique des prédictions de 'k’ qui sont vérifiées car elles sont conver-
gées. Le maillage final, montré a la figure 4, présente un raffinement prononcé dans
plusieurs régions. Ces prédictions vérifiées sont non validées. En effet, on peut consta-
ter un écart d’un facteur 8 entre prédictions et mesures de I’énergie cinétique turbu-
lente. On consultera [6] pour plus de détails.

L’étape de vérification est essentielle pour deux raisons : s’assurer que des erreurs
numériques ne faussent pas la comparaison avec les mesures, et par le fait méme ga-
rantir que les différences sont attribuables exclusivement aux faiblesses du modele
mathématique. Cet exemple frappant met en évidence 1'importance que 'on doit
accorder a la vérification du code et de toute simulation avant tirer des conclusion
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FIGURE 3 - Jet turbulent impactant (VnV-2) : k/U? atr/d = 0.5

FIGURE 4 - Jet turbulent impactant (VnV-2) maillage final

10



Vérification, validation...

sur la validité du modéele.

Ecoulement Turbulent dans un diffuseur (VnV-3)

Cet écoulement dans un diffuseur conique de 30° illustre a merveille les dangers de
procéder a un exercice de validation sur des prédcitions non-vérifiées. Les mesures

sont tirées de Chaturvedi [27]. La figure 5 présente une étude de convergence de la

45 ————————
4 - —
35 i
3F i
25 N
o
3
2 i
151 ! A'v experimental (Chaturvedi) —— |
it ,“" SU/Galerkin -¢---
1+ [ SU/SU -+
[ Galerkin/Galerkin &
0s | SUPGICSU <~ |
) / CSU/Galerkin -&---
100 1000 10000 100000

number of nodes

FIGURE 5 - Diffuseur a 30° (VnV-3) : longueur de la recirculation

longueur de la zone de recirculation obtenue avec différents schémas de discrétisa-
tion. Le trait horizontal représente la longueur mesurée. On observe des différences
importantes entre les diverses prédictions sur les maillges les plus grossiers : certains
schémas prédisent un zone de recirculation et d’autres pas. De plus, la technique
SU, reconnue pour sa diffusion excessive donne l'illusion d"une vérification quasi-
parfaite sur son troisieme maillage. Cependant en poursuivant les cycles d’adap-
tation force est de constater que cet accord n’est qu'une illusion. En fait, tousles
schémas convergent vers la méme mauvaise valeur de 3,5. La prédiction est donc
vérifiée car on n’observe aucun changement notable entre les prédiction des trois
derniers maillages. Cependant, bien que vérifiées, ces prédictions sont évidemment
non-validées.

Le cas du schéma SU présente une lecon importance. La fausse validation observée

au cycle 3 donnera, a I’analyste un faux sentiment de confiance dans son outil CFD.

11
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L'étude de raffinement de maillage n’est donc pas un luxe, mais bien un ingrédient
essentiel au bon usage des technologies de simulation.

Ecoulement turbulent dans une expansion soudaine d’un tuyau (VnV-4)

Jusqu’a présent les résultats furent plutot décevants. Pourtant, il leur arrive parfois
d’étre remarquablement bons. C’est le cas de 1’expansion soudaine dans un tuyau
telle que celle de Chaturvedi [27]. Il s’agit en fait d'un diffuseur avec un angle de
90°. On a effectué les simulations avec les mémes schémas stabilisés utilisés pour
le diffuseur de 30° [11]. La figure 6 compare les prédictions de la longueur de la
zone recirculation. La convergence avec le raffinement du maillage est évidente Les
prédictions sont donc vérifiées et validées (L'accord entre prédictions et mesures en

témoigne)

P B e
o
4+ , B
3t i i
= ¢
3
2+ experimental —— -
SU/Galerkin -o---
GLS/ICSU -+--
l - -
0 n PSR | n n P | n PSSR
100 1000 10000 100000

number of nodes

FIGURE 6 — Expansion soudaine (VnV-4) : longueur de la recirculation

Alors que les prédictions pour I'expansion sont validées, celle du diffuseur ne le sont
pas. Cela illustre I'importance d’effectuer une vérification complete des prédictions
avant de procéder a leur validation, et ce méme si le code a déja été validé sur un
cas similaire. Cette stratégie garantit que le modele mathématique de 1'écoulement
sera la seule cause possible en cas d’échec de 1’étape de validation.

12



Vérification, validation...

7. Analyse de sensibilité et d’incertitude

Il existe deux significations au mot sensibilité. La premiere fait référence au gradient
d’une fonction objectif par rapport aux parametres de design. L'autre désigne les dé-
rivées partielles de la solution de 1’écoulement par rapport a des parametres contro-
lant I’écoulement. En plus du design optimal, on trouve, pour ces sensibilités d’écou-
lement des applications autres que I'optimisation : 'identification des parametres clé
régissant un écoulement, 1’évaluation rapide de solutions d’écoulements voisins, et

I'analyse d’incertitude. [12].

I existe plusieurs facons de calculer les sensibilités d’écoulement : différences fi-
nies, différentiation automatique et la méthode de 1’'équation des sensibilités (MES).
Nous avons opté pour cette derniére et pour simplifier les développements nous
présentons la MES pour dans le contexte d’un écoulements laminaire incompres-
sible. Sa généralisation aux écoulements compressibles ou turbulents de type RANS
est simple. Les équations de Navier-Stokes pour un fluide incompressible sont notre
point de départ.

pu-Vu=—-Vp+ V- [u(Vu+ (Vu)")] (2)
V-u=0 (3)

On obtient les équations des sensibilités continues (ESC) en appliquant le théoreme
des fonctions implicites aux équations précédentes pour un parametre générique a.
Le champs de vitesse u est donc une fonction de l'espace et du parametre a, que
I'on note u(w; a). On définit les dérivées partielles s? = 2%, s = %. On identifie la
dérivée des autres quantités par (') (i.e. uj, = Z_Z)' Apres quelques manipulations on

aboutit au systeme d’EDP suivant :

pou - Vu+ psy, - Vu + pu - Vs;, = —Vs)

+ V- [ (Vu+ (Vu)") (4)
+ 11a(Vsl, + (Vi) )] ()
V-si =0

13
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Ces équations sont générales et valables pour tout parametre a. On fait '’hypothése
que toutes les quantités (écoulement, propriétés physiques, coefficients dans les lois
de comportement etc..) dépendent de I'état de I’écoulement et de a. On inclut donc
toutes les dépendances possibles dans la formulation. On note que le systeme d’EDP
précédent est linéaire. On obtient les conditions limites de la méme fagon. On obtien-
dra les équations des sensibilité a I’ordre deux en différentiant les équations précé-

dentes par rapport a un parametre b[voir 28].

On peut concevoir l'incertitude comme une perturbation de 1’écoulement au voisi-
nage de son état nominal. On suppose que les parameétres sont statistiquement in-
dépendants, aléatoires, obéissent a une distribution normale autour de la moyenne,
et que l'écart type est petit par rapport a la moyenne. La cascade des incertitudes
d’input au travers du code CFD se fait de la méme facon que pour un montage
expérimental [29]. Par exemple, supposons que les parametres d’intérét pour la si-
mulation ont une valeur nominale (moyenne de a = (ay, ..., a,) et un écart type de
04 = (Cay,- -, 04,). On peut estimer la moyenne F, et 'écart type o d’une fonction

output F' par la méthode des moments :

_ 1 < OF
F=F@)+5 2 5090, 7% (©)
' i,jzl\_f — 4
sFZ 7
" OF 1 «— O°F
2 2 2
— )2 = 5,0 7
OF Z<8ai01) +2| (aaiaajo-zo-]) ( )
=1 ~—~ i,7=1 | ,
SE s

Les systemes d’équations pour les sensibilités sont toujours linéraires. Les variables
de I’écoulement (et leur sensibilités d’ordre un, le cas échéant) apparaissent comme
des coefficients dans les équations des sensibilités. On peut donc résoudre l'en-
semble des systemes d’EDP en trois étapes : (1) résoudre les équations de 1'écou-
lement, (2) résoudre les équations des sensibilités d’ordre un, (3) résoudre les équa-
tions des sensibilités d’ordre deux. Les équations des sensibilités ont le méme opé-
rateur : celui issu de la linéarisation de Newton des équations de I'écoulement. Si
on résout aussi I’écoulement par la méthode de Newton, la matrice de la derniere
itération donne directement les facteurs L et U de la matrice des sensibilités de sorte

qu’une fois I’écoulement obtenu, on peut obtenir les sensibilités a faible cotit en ré-
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solvant des systemes triangulaires.

8. \Verification, Validation et Icertitudes

Nous présentons maintenant un exemple complet de Vérification, Validation et d"ana-
lyse d’incertitudes de notre code RANS que nous appliquons a 1'expérience effec-
tuée en soufflerie par Martnuzzi [30] : 'air s’écoule autour d"un obstacle carré placé
a proximité de la plaque sur laquelle se développe 'écoulement turbulent a un
nombre de Reynolds de 22,000 basé sur la longueur D de l'aréte du carré. Pour
une garde au sol de S < Sy = 0.25 I'écoulement moyen est stationnaire. La garde au
sol s est notre parametre d’intérét. Nous considérons des perturbations ¢s négatives
(vers le bas) autour de la valeur nominale s, pour garantir que I’écoulement pour
s = sg — 0s soit lui aussi stationnaire.

L’adaptation de maillage est pilotée par des estimations d’erreur calculées pour
toutes les variables de I’écoulement et leurs sensibilités. Les résultats sont conver-
gés. Apres 8 cycles d’adaptation le maillage contient 556,567 noeuds. La figure 7
montre le maillage 6 a 220,000 points. Les zones de raffinement prononcé sont clai-
rement visibles. Elles ont capturé 1'essence de 1’écoulement : la décélération au bord
d’attaque de la plaque, les couches limites le long de la plaque et au plafond de la
soufflerie, la couche cisaillée émanant du bord d’attaque supérieur de I’obstacle et le

jet pariétal induit par I’écoulement d’air passant sous 1’obstacle. La convergence des
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FIGURE 7 — VnV-5 : Maillages apres 6 cycles d’adaptation

coefficients de trainée et de portance est évidente sur la figure 8. La figure 9 montre
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FIGURE 8 — VnV-5 : Convergence de C, et Cp

la convergence de la distributions du coefficient de friction cp et de sa sensibilité
par rapport a s le long de la plaque. Le premier pic de ¢; se produit prés du bord
d’attaque de la plaque (/s = —15). Le second pic se trouve légerement en amont de
l’obstacle la ou 1'air est forcé a passer sous le carré. La grandeur de la sensibilité a
cet endroit indique que de petites perturbation de s auront un effet important sur c;
(voir figure 9(b)). La valeur quasi nulle en amont du carré indique que les variations
de S n’ont aucun effet sur 1'écoulement a cet endroit. La convergence avec 1’adapta-
tion du maillage nous indique que la simulation est vérifiée. Puisque la simulation
est vérifiée, le niveau d’accord avec les mesures expérimentales nous donnera une
bonne idée de la fidélité du modele de turbulence. A la figure 10 le profil transversal

du tenseur de Reynolds —u/v’ at /D = 1 est remarquablement proches des mesures,
)

o
Néanmoins il y a des différence notables entre prédictions et mesures qui indiquent

d’autant plus que —u'v/ = —vp(% + 2¢) est moins précise que u au méme endroit.

que le modele est incapables de reproduire certains détails fins de I’écoulement. Ces
prédictions seront validées ou invalidées dépendamment du niveau de désaccord

que l'on est prét a tolérer.

La figure 11 présente les lignes de courant déduites du champ de vitesse au voi-
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FIGURE 9 — VnV-5 : Convergence du coefficent de friction et de sa sensibilité
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FIGURE 10 — VnV-5: Validation du tenseur de Reynolds a x = 1
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sinage de l'obstacle. Elle montre aussi les lignes de courant des sensibilités de la
vitesse par rapport a la garde au sol s. Elles montrent clairement que l'air contourne
le carré en s’écoulant vers le haut le long de la face amont de 1’obstacle pour ensuite

étre dévié ver I’aval et se faire entrainer par 1’écoulement principal.

0.7 0.7
0.65 0.65
0.6 0.6
0.55 1 < 0.55
0.5 /2 0.5
0.45 0.45
0.4 0.4
0.35 0.35
03 T T T T T T T 03
.7 -065 -06 -055 -05 -045 -04 -035 -03 -0

-0

1

1

T T T T T T T
25 -0.7 -065 -06 -055 -05 -045 -04 -035 -0.3 -0.25

(a) Ecoulement (b) Sensibilité

FIGURE 11 - VnV-5: Lignes de courant et leurs sensibilités prés du coin

Sur la figure 11(b), certaines des lignes de courant des sensibilités ont une intersec-
tion avec la paroi du carré. Lorsque le carré est abaissé, le fluide qui était immobilisé
par les effets visqueux a la paroi se trouve maintenant libre de suivre I’écoulement.
Ce phénomene de transpiration des sensibilités est typique des sensibilités de forme

induite par un parametre de forme. Ce lignes de courant indiquent que :

1. Le fluide pres de la face amont de 'obstacle pourra se joindre plus aisément
au courant principal lorsque I'obstacle sera abaissé. Les lignes de courant sont
orientées diagonalement vers le haut comme le confirment les lignes de courant

des sensibilités de la vitesse.

2. Celles qui pointent vers le bas et se terminent sur 'arrondi du coin nous in-
diquent que : abaisser le bloc permet au fluide qui aurait été bloqué, de s’insérer
dans l’écoulement principal a une hauteur moindre. Le fluide qui se trouvait au
raz de la surface du coin dans la configuration nominale, n’a plus a faire un dé-
tour aussi long pour contourner 1’obstacle lorsqu’il est plus bas. Les vecteurs
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FIGURE 12 - VnV-5 : incertidude sur C; du a celle sur la garde au sol s

vitesses seront alors a un angle plus faible par rapport a I'horizontale. L'allure

les lignes de courant des sensibilités qui pointent vers le bas le confirment.

3. Abaisser 'obstacle permettra a du fluide qui adhérait sur la face supérieure de
I'obstacle d’étre entrainé plus rapidement dans 1’écoulement externe. Les lignes
de courant émanant de cette frontiere nous rappellent que les vecteurs vitesse

seront orienté diagonalement vers le haut et vers 'aval.

Nous procédons maintenant a la cascade de 'incertitude és au travers du code CFD
pour déterminer un interval d’incertitude sur le coefficient de friction le long de la
plaque.
oc f
dep = +£—510S
s =+55105]
La figure 12 présente la distribution du coefficient de friction et son intervalle d’in-

certitude lorsque ds = 5%. Cet intervalle est petit mais aisément détectable.

9. Conclusion

La procédure de vérification et validation proposée est une approche rigoureuse et
systématique pour améliorer la précision et la fiabilité des simulations CFD. Elle
est générique. Tout tout problame formulé sous la forme d’EDP s’y prete (élasticité,
dynamique des structures, hydrologie, conduction de la chaleur etc). La méthodolo-

gie s’applique a toute technique numérique dont l'erreurss peut s’exprimer sous la
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forme e = O(h?). La méthodologie procede en trois étapes : (1) Vérification du code,
(2) Vérification d"une simulation, et (3) Validation de la simulation

La vérification de code garantit que le solveur est implémenté correctement et que sa
précision est conforme a la théorie. La méthode des solutions manufacturées est un
outil tres puissant permettant de construire des solutions suffisamment complexes
pour garantir que tous les termes des EDP auront été testés. L’adaptation de maille
simplifie cette tiche en automatisant la génération des maillages, une tache parfois
fort délicate a accomplir, surtout pour des géométries complexes.

La vérification de simulation differe de la vérification de code en ce que la solution
exacte n’est pas disponible. On s’en remet alors a des estimateurs d’erreur et au dé-
veloppement d’intervalles de confiance des estimateurs. Ici aussi, l’adaptation de
maillage simplifie la tache de 1'usager. Finalement la validation procéde en compa-
rant des solutions vérifiées avec des mesures que qualité tirée d'une expérimenta-
tion congue pour la validation.

Grace a I’adaptivité, la généération de maillage n’est plus un empéchement e la vé-
rification. L'estimateur utilisé semble suffisamment fiable pour quatifier les serreurs
et garantir que les erreurs sont assez petites pour que 'opération de vérification soit
effectuée en toute confiance. Cependant, il faut noter que la vérification ne peut pas
se substituer a la validation. Elle se borne a en simplifier le processus.

La méthode de I’équation des sensibilités s’est avéré un outil de choix pour accroitre
la compréhension des écoulements complexes. Elle permet aussi d’identifier les pa-
rametres clé controlant 1’écoulement et de les classer par ordre d’importance. Finale-
ment, elle permet d’effectuer la cascade des incertitudes d’input au travers du code

pour obtenir une estimation des incertitudes des outputs.
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Adaptive finite elements with large aspect ratio
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Institut d’Analyse et Calcul Scientifique
Ecole Polytechnique Federale de Lausanne
EPFL SB IACS ASN, MA C2 632, Batiment MA, Station 8
CH-1015 Lausanne, Suisse

Résumé

A posteriori error estimates for finite elements with large aspect ratio will be presen-
ted for elliptic, parabolic and some hyperbolic problems. Numerical results on uniform and
adapted meshes will confirm the theoretical predictions.

Mots clés: Error estimation, large aspect ratio



L’héritage étudiant de Michel

Roger Pierre,

Université Laval

Résumé

Comme le démontre cette rencontre de trois jours, la carriere scientifique de Michel For-
tin fut tres fructueuse. En particulier, une visite du site genealogy.math.ndsu.nodak.edu,
fournirait des informations intéressantes sur son héritage étudiant. Dans cet exposé, nous
montrerons que ces informations sont beaucoup trop sommaires et nous présenterons les ré-
sultats d"une étude archéologique récente. Le reste de la journée convaincra les participants
que cet héritage est non seulement quantivement important mais, également, qualitative-

ment trés riche.

1. Perspective historique

Michel a dirigé les travaux de nombreux étudiants de maitrise (19, en rouge) et doctorat
(14, en bleu). En plus, il a codirigé, plus ou moins directement les travaux de plusieurs autres
étudiants, que ce soit des étudiants de génie ou des étudiants inscrits dans d’autres institutions
(6, en vert).
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En accord avec les regles du Math genealogy project, nous présentons une généalogie des

doctorants.
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Les étudiants

Les noms

lere génération
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3iéme génération

O 0 N O O = W N -

N R R R P B P
S O 00 N O Ol = W N —, O

A. Fortin [20]

R. Aboulaich [21]
D. Esselaoui [22]
H. Manouzi [23]
A. Souissi [25]

S. Boivin [26]

R. Guénette [27]
M. Farhloul [28]
S. El Hajji [29]

G. Yang [30]

Y. Bourgault [31]
R. Assila [32]

G. Martin [33]

A. Serghini [34]
A. Soulaimani [35]
Z. Mghazli [36]
G. Leborgne [37]
P. Fleury [38]

A. El Maliki [39]
F. Bertrand [39]
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O. Rousseau
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R. Kechroud
J.M. Zokagoa
A. Fahsi

M. Toure

57
58

A.Ramadane
H. Souhail




Conférence CRM-GIREF - 25-27 mai 2010

2. Perspective scientifique

La vérification des dates de publication des mémaoires et theses montre bien que la formation
des thésards a fait partie intégrante de 1’activité de recherche de Michel. I est intéressant d’étu-

dier I'influence de son évolution académique sur le choix des projets de recherche proposés.

1 Analyse Numérique
e Optimisation et problemes de point selle.
- De72a80:[1], [2], [3], [4]

Eléments finis mixtes.

- De 80 a 89 : [20], [23], [6], [36].
- De 90499 : [28], [34].

Algebre linéaire numérique
- De 80 a 89:[21], [8], [10].
- De90a99:[12], [15].
- De 00 a oo : [39].
Problemes instationnaires.
- De 80 a 89:[9], [11], [35].
- De 90 a99: [26], [31], [33].

Algorithmique.
- De 80 a oo : parallélisme [17], adaptation de maillage [19].
2 Applications
e Meécanique des fluides incompressibles newtoniens.
- De 80a89:[9], [11], [20], [23], [25], [35].
- De 90 a 00 : [14], [16], [18], [26], [29], [31], [33].
e Meécanique des fluides incompressibles non-newtoniens.
- De 804 89:[22].
- De 90 a99:[27], [37], [38], [39].
e Semi-conducteurs.

- De 90a 99 :[30], [32].



Les étudiants

3. Perspective sociologique

Dans cette troisieme section, nous allons nous intéresser aux étudiants eux-mémes : qui

étaient-ils, d’ot1 venaient-ils, o1 sont-ils allé apres leur passage a 'université Laval.
Notons d’abord que sur les 36 thésards de Michel 7 sont des femmes.

Sur le plan géographique : le groupe des 36 thésards est consitué de 15 québécois, 2 frangais,
12 maghrébins, 1 chinois, 1 libanais et trois représentants d’Afrique noire.

Sans surprise, la plupart de ces thésards sont devenus professeurs. Plusieurs travaillent dans
des colleges au québec et probablement ailleurs. Parmi les doctorants, six sont retournés au Ma-
roc dont deux a Kénitra et quatre a Rabbat ; trois sont professeurs a Laval ; un a 'Ecole Polytech-
nique de Montréal ; un a I'école de technologie supérieure ; deux a 1'Université Laurentienne;
un a 1'Université du Québec a Chicoutimi et un a I'Université de Moncton. A l'étranger, un

travaille a Hong Kong et un a Clermont-Ferrand.

4. Un clin d’oeil technologique

Je termine cette courte retrospective en vous présentant un coup d’oeil amusé sur les pro-
gres technologiques qu’ont connus notre domaine de recherche depuis les débuts de la carriere
de Michel. Aux fins de comparaison, j'ai choisi I’écoulement incompressible dans une cavité
carrée unitaire. Il ne s’agit pas ici de comparer la précision des résultats mais bien plutot les
moyens technologiques disponibles pour les présenter. On passe d"un tracé a main levée a une

représentation tridimensionnelle assez sophistiquée.
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~ Figure 1.1 : Probléme de la cavité
‘Fonction de courant
v=l1l.,

Michel Fortin, 1972
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High Quality Surface Remeshing Using Harmonic Maps.

J-F Remacle!, C. Geuzaine? and E. Marchandise!

YUniversité catholique de Louvain, Institute of Mechanics, Materials and Civil Engineering (iMMC), Place du
Levant 1, 1348 Louvain-la-Neuve, Belgium
2Université de Liege, Department of Electrical Engineering and Computer Science, Montefiore Institute B28,
Grande Traverse 10, 4000 Liege, Belgium

Résumé

We present an efficient and robust technique for surface remeshing based on harmonic
maps. We show how to ensure a one-to-one mapping for the discrete harmonic map. Topo-
logical and geometrical limitations of harmonic maps are also put to the fore and discussed.
More precisely, we address issues of surfaces with high genus and/or with large aspect ra-
tio. We develop a multiscale version of the harmonic parametrization of and then combine it
with a multilevel partitioning algorithm to come up with an automatic remeshing algorithm
that overcomes the above mentionned limitations of harmonic maps. We finally show that,
with the proposed approach, we are able to recover high quality meshes from both low in-
put STL triangulations (see Figure 1) and complex surfaces defined by many CAD patches.

The overall procedure is implemented in the open-source mesh generator Gmsh.
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FIGURE 1 — Remeshing of a the iliac artery presented in Fig. 1. Figure a) shows one of the
mesh partitions computed with the multiscale partitioning method and Figure b) and c) show
a zoom of the mesh near the iliac bifurcation before and after the remeshing procedure based
on a Laplacian harmonic map.



Le couplage coeur-thorax avec interfaces
définies par ensembles de niveaux
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Résumé

Le raffinement des techniques non invasives pour visualiser les tissus humains et exa-
miner leurs fonctions permet des progrés remarquables. Il est avantageux de tirer profit
de cette imposante quantité d’information pour faire des simulations numériques les plus
réalistes possible. Partant d'images médicales segmentées, des méthodes de couplage pour
simuler l'activité électrique du coeur sont explorées en tenant compte d'une description
des domaines par ensembles de niveaux. Les résultats des simulations sur des maillages
conformes aux interfaces sont comparées a des simulations faites sur des maillages non
conformes aux interfaces, ces derniéres décrites par ensembles de niveaux. L'adaptation de
maillage en fonction de la solution et de la description des domaines est également utili-
sée pour économiser du temps de calcul. Un objectif de ce travail et de prouver qu'il est
possible d’éviter de produire des maillages conformes aux interfaces, tout en ayant des pro-
priétés de convergence satisfaisantes. Cette fagon d’attaquer ce probleme est trés promet-
teuse puisqu’éventuellement, la description des domaines pourrait étre changée dans le cas
d’une géométrique mobile (e.g. durant un battement de coeur). Cela faciliterait grandement

l'intégration d’un modele combinant la conduction et la contraction du myocarde.

Mots clés: Ensembles de niveaux, maillages non-conformes, adaptation de maillage.
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(a) Front de dépolarisation se pro- (b) Propagation du potentiel
pageant dans le coeur, celui-ci extra-cellulaire dans le thorax.
amorcant la contraction (systole

ventriculaire).

FIG. 1 — Coupe 2D d’un thorax humain : les contours définissent la surface des ventricules et
des poumons. Simulation numérique par éléments finis.



Quelques techniques de stabilisation pour les problemes
d’advection-diffusion
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Résumé

L’approximation de 1’équation d’advection-diffusion via la méthode des éléments finis
standard produit souvent des résultats inacceptables. Cette équation décrit de nombreux
phénomenes de transport, et il est bien connu que les méthodes de Galerkin ne sont pas
assez stables pour des probléemes dont les effets de transport ou d’advection sont prédo-
minant. Ce manque de stabilité se manifeste par des oscillations parasites en présence de
couches limites ou de couches limites de sortie qui pourraient polluer completement la so-
lution discrete. Pour remédier a cette difficulté, diverses méthodes ont été développées au
cours des dernieres années. Nous présentons trois techniques de stabilisation dédiées a I’ap-
proximation de ce type d’EDD, et qui consistent a :

- modifier la formulation standard de sorte que la forme résultante ait des propriétés de sta-
bilité satisfaisante.

- utiliser des fonctions de base ayant un caracteére stabilisant.

- enrichir 'espace de discrétisation a I’aide de fonctions bulles ayant un lien avec la solution.

Les idées présentées ici sont en partie tirées de [1, 2].

Mots clés: Advection-diffusion, Eléments finis, Volumes finis, Stabilisation
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Analyse de structures de chaussée rigide aux arréts d’autobus
par la méthode des éléments finis : une application de
I’adaptation de maillage
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Résumé

Le passage répété des autobus urbains affectés au transport en commun dans les corri-
dors qui leur sont dédiés provoque une dégradation précoce de la structure de chaussée.
Ces dommages atteignent leur apogée dans les zones d’arrét d’autobus. Dans 1'objectif de
développer des structures de chaussée qui résisteront adéquatement aux sollicitations pré-
sentes dans les zones d’arrét d’autobus, un modele simplifié de la structure de chaussée a
été élaboré et analysé par la méthode des éléments finis. L’adaptation des maillages a permis
de simplifier considérablement le processus d’analyse.

Mots clés: Adaptation de maillage, éléments finis, structure de chaussée, revétement de chaussée, arrét
d’autobus

1. Introduction

Dans un contexte ot les différents gouvernements pronent la réduction des émissions de gaz
a effet de serre et ot1 la congestion des réseaux routiers urbains occasionne d’énormes pertes au
niveau économique et humain, le développement du transport collectif prend tout son sens.
Ce développement entraine cependant une augmentation du nombre d’autobus urbains circu-
lant sur les chaussées des villes, ce type de véhicule occupant une place importante dans les
différents réseaux de transport collectifs.

Les autobus urbains étant des véhicules extrémement agressifs pour les structures de chaus-
sée, une détérioration prématurée de celles-ci est souvent observée dans les voies ol ceux-ci
circulent fréquemment et surtout dans les zones les plus sollicitées, soit aux arréts d’autobus
situés sur les arteres principales et aux environs des stations de métro [1]. Le freinage, I'immo-
bilisation et 1’accélération des véhicules toujours aux mémes endroits imposent a la chaussée
des charges et des efforts de cisaillement trés importants. Lorsque la température s’éleve, les
propriétés visco-élastiques des enrobés bitumineux actuellement utilisés pour le revétement

des chaussées urbaines font en sorte que ceux-ci présentent un comportement peu adapté aux

1



Conférence CRM-GIREF — 25-27 mai 2010

zones fortement sollicitées qui se traduit principalement par la formation d’ornieres impor-
tantes et de fissures de fatigue dans les tracés de roue.

La mise en place de revétements composés d"une dalle de béton (revétement rigide) ou de
pavés de béton (revétement semi-rigide) en remplacement de 1’enrobé bitumineux (revétement
flexible) dans les zones d’arrét d’autobus constitue une solution intéressante pour résoudre
de fagon durable ce probleme. Malgré le fait que cette approche soit utilisée dans plusieurs
grandes villes a travers le monde, tres peu de documentation spécifique a celle-ci est disponible
actuellement.

Pour mieux comprendre le comportement des structures de chaussées comportant ce type
de revétement, des analyses basées sur un modele simplifié ont été réalisées par la méthode
des éléments finis. Comme il sera discuté au cours des prochaines sections, l'adaptation de
maillages s’est avérée une solution efficace pour simplifier la construction du modele et pour

améliorer les résultats obtenus.

2. Description du modele

Dans le cadre de cette étude, un modéle simplifié représentant une structure de chaussée
revétue d’une dalle de béton a été élaboré. La figure 1 présente le modele utilisé. Celui-ci est
constitué de quatre couches distinctes, soit le revétement, la fondation, la sous-fondation ainsi
que le sol naturel, appelé sol d’infrastructure. Le bloc formé par la fondation, la sous-fondation
ainsi que le sol d’infrastructure constitue ce qui sera appelé «la base» du modele dans la suite
du texte.

Pour le calcul de la solution, une condition limite d’encastrement a été imposée a la face infé-
rieur de la base du modele (surface inférieure) et des conditions de symétrie ont été appliquées
sur ses quatre faces verticales.

Tel que le montre la figure 1, six surfaces ont été ajoutées sur le dessus du revétement. Ces
surfaces représentent la position les pneus de I'autobus. Leurs dimensions ont été déterminées

selon les recommandations proposées par I’Association du ciment Portland [2] pour l'analyse

Revétement
Fondation

Sous-fondation

Pneus arriére
Pneus avant

Sol d’infrastructure

FIGURE 1 — Modele simplifié utilisé pour I’analyse par la méthode des éléments finis.
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de structures de chaussées rigides (revétues de béton). Leur position a ensuite été établie a
partir des dimensions d’un autobus urbain de type NovaBus LFS, soit le modele de véhicule le
plus couramment rencontré sur les chaussées municipales du Québec.

Le maillage du modele a été réalisé a I'aide du logiciel gmsh [3] en utilisant 1’algorithme Me-
shAdapt+Delaunay pour le maillage des surfaces (2D) et 1’algorithme Tetgen+Delaunay pour
le maillage des volumes (3D).

Dans l'objectif de faciliter I’analyse du probleme, plusieurs hypotheéses simplificatrices ont
été posées. D’abord, les matériaux sont supposés homogenes et isotropes et le comportement de
la structure de chaussée correspond a une loi linéaire-élastique. Ensuite, les charges appliquées
sont statiques et les différentes couches se comportent de fagon liées. Ces différentes hypotheses
sont justifiées par le comportement des structures de chaussée rigides et semi-rigides dans la
gamme de sollicitations en cause dans le cas étudié.

La résolution du probleme a été effectuée a 1’aide du code MEF++ faisant appel a un solveur
itératif de type HP.

La figure 2 montre une représentation graphique du champ des déplacements verticaux
U. obtenu lors de la résolution a partir d’'un modele ayant une base présentant une largeur
excédentaire de 5 metres tout autour de la dalle.

Afin de s’assurer que la présence des conditions aux limites imposées aux différentes faces
de la base n’influence pas significativement les déformations obtenues dans les zones d’intérét,
soit sous les empreintes des quatre pneus,

Afin de s’assurer de l'indépendance des résultats par rapport aux conditions aux limites
imposées aux différentes faces de la base, une étude de l'influence des dimensions de la base
sur les déplacements verticaux U,, mesurés au centre de chacune des zones de chargements

pour les pneus avants et au centre entre chaque paire de pneus jumelés pour les pneus arrieres,

Pneus arriére

Pneus avant

Uz
N B ol |

-0.29314 -0.23206 -0.17088 -0.1099 -0.048816 0.012266

FIGURE 2 — Déplacements verticaux U, obtenus avec le modéle ayant une largeur excédentaire
de 5 metres tout autour de la dalle et possédant un sol d’infrastructure d’un épaisseur de 5
metres.
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a été effectuée. Cette étude a permis d’établir qu'un modele ayant une base qui présente une
largeur excédentaire de 50 metre tout autour de la section de revétement et qui posséde un sol
d’infrastructure d’une épaisseur de 50 metres permet de réduire adéquatement 1'influence des
conditions aux limites. C’est donc avec un modele présentant ces dimensions que les simula-

tions sont réalisées.

3. Adaptation de maillages

Comme les charges appliquées sur le modele sont concentrées en quatre endroits précis
correspondant aux pneus de 1'autobus et que la taille de ces zones est restreinte par rapport a
la dimension du modele, il est devenu souhaitable de procéder a un raffinage du maillage dans
ces zones. Cette procédure peut étre réalisé de facon manuelle en construisant conséquemment
le modeéle dans la logiciel de maillage, gmsh dans notre cas, et en assignant adéquatement les
parametres controlant la création du maillage. Cependant, cette approche devient rapidement
fastidieuse et complexifie beaucoup la construction du modéle.

Pour palier a cette situation l'adaptation de maillage « automatisée » a été introduite. Cette
approche permet de débuter 1’analyse a partir d’'un maillage grossier, donc peu cotiteux autant
au niveau des efforts nécessaires pour le générer qu’au niveau du temps de calcul et de la
mémoire, car celui-ci sera raffiné au cours du processus. Elle permet également de retirer les
surfaces des pneus qui étaient présentes a la surface du revétement. Ces surfaces, sur lesquelles
les charges étaient appliquées par 1'imposition d'une condition de Neumann, permettent de
définir précisément les zones chargées et d’éviter certains problemes de convergence lors de la
résolution. Ainsi, plutdt que d’appliquer les charges sur des surfaces prédéfinies, une fonction
conditionnelle liée a la position sur la surface du revétement est utilisée. Cette situation a pour
grand avantage de permettre la modification de la position des charges appliquées sans avoir
a faire de modifications au niveau du modele; il n’y a qu’a modifier la fonction conditionnelle
et a redémarrer le processus de résolution-adaptation pour qu'une nouvelle solution basée sur
un maillage adapté au nouveau cas de chargement soit obtenu.

Plusieurs variables d’adaptation peuvent étre introduites dans le processus d’adaptation.
Dans le cas présent, quatre variables ont été retenues, soit le champ des déplacements (U,, U,
et U,) ainsi que le champs des contraintes verticales o..

Le nombre de sommets souhaités a pour sa part été fixé a 50000 de facon a laisser libre court

au processus de raffiner adéquatement les zones d’intérét.

4. Reésultats et Discussion

La figure 3 présente une vue globale du champ des déplacements verticaux de la surface

supérieure du modéle obtenu apres la premiere résolution ainsi que du maillage initial, qui
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présentait 13514 sommets. Comme le maillage de départ était relativement grossier, la figure
3 permet de constater que la solution initiale est de trés mauvaise qualité. La figure 4 montre
pour sa part le champ des contraintes verticales o, sur la surface supérieure du modele ainsi
que pour deux coupes transversales effectuées directement au centre des empreintes des pneus
avant et arriere. Cette figure permet de constater que le champ des contraintes est de mau-
vaise qualité en raison du fait que ce champs est obtenu par un calcul utilisant le champ des
déplacements U.

A la suite de la premiére séquence de résolution-adaptation, les résultats obtenus montrent
une amélioration importante de la solution (figures 5 et 6). Effectivement, le champ des dé-
placements verticaux U, est beaucoup plus «lisse» et le champ de contraintes o, présente une
résolution fortement accrue. Cela peut principalement étre constaté sur les deux coupes trans-

versales du modele montrant I’évolution de la contrainte o, avec la profondeur.

Le calcul de la norme L2 entre la solution obtenue initialement et celle obtenue apres la

premieére séquence de résolution-adaptation conduit a une valeur de 4525.

Apres quatre séquences de résolution-adaptation, la solution obtenue est de bonne qualité,
tel que constaté sur les fiqures 7 et 8. En comparant visuellement les figures 5 et 7, nous pou-
vons constater que le champ des déplacements verticaux U, n’évolue pas de fagon significative
a la surface du modeéle. Cela est confirmé par la valeur de la norme L2 calculée entre la solu-
tion obtenue apres la premiere séquence de résolution-adaptation et celle obtenue apres quatre
séquences qui passe a de 4525 a 1633. La comparaison des figures 6 et 8, qui présentent les
champs de contraintes verticales .., montre clairement que la qualité de la solution au niveau
des contraintes est grandement améliorée par les trois séquences de résolution-adaptation sup-

plémentaires.

La poursuite du processus de résolution a ensuite été poursuivi jusqu’a dix itérations. La
tigure 9 présente le champ de contraintes verticales o, alors obtenu. On y constate que 1'en-
veloppe des contraintes verticales o, est encore plus raffinée. Tel qu’attendu, le champs des
déplacements verticaux U, reste pour sa part pratiquement inchangé tel que I'indique la valeur
de la norme L2 qui est maintenant de 1261 pour la différence entre les solutions issues de quatre
et dix itérations.

Finalement, la figure 10 montre qu’une variation négligeables des valeurs des déplacements
verticaux U, survient rapidement lors du processus d’adaptation du maillage, ce qui confirme
les résultats fondés sur les valeurs de la norme L2 discutés ci haut. Les déplacements relatifs
présentés sur ce graphique sont mesurés au centre de chacune des zones de chargement pour
les pneus avant et au centre entre chaque paire de pneus jumelés pour les pneus arriére, tel que

mentionné précédemment.
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FIGURE 3 — Déplacements verticaux U, obtenus suite a la résolution avec le maillage de départ.
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FIGURE 5 — Déplacements verticaux U, et maillage obtenus suite a la premiére séquence de
résolution-adaptation.
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FIGURE 6 — Contraintes verticales o,, obtenues suite a la premiere séquence de résolution-
adaptation.
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FIGURE 7 — Déplacements verticaux U, et maillage obtenus apres quatre séquences de
résolution-adaptation.
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FIGURE 9 - Contraintes verticales o, obtenues apres dix séquences de résolution-adaptation.
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FIGURE 10 — Déplacement relatifs mesuré au centre de chacune des zones de chargements pour
les pneus avants et au centre entre chaque paire de pneus jumelés pour les pneus arrieres,
exprimés par rapport aux valeurs obtenues avant les séquences de résolution-adaptation.
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5. Conclusion

En conclusion, l'utilisation des éléments finis et de ’adaptation de maillage permet de com-
prendre la répartition des déplacements et des contraintes au sein des structures de chaussée

rigides et d’étre un complément intéressant au programme expérimental du projet de recherche.
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Résumé

Cette présentation fera une revue des travaux effectués durant les dernieres années sur

des méthodes numériques de résolution de problémes a frontieres mobiles.

On s’intéresse d’abord aux problemes de propagation d’ondes de bris de barrage sur des
terrains complexes qui sont modélisés par les équations de Saint-Venant en deux dimen-
sions. La difficulté réside dans la détection des interfaces entre les zones seches et mouillées.
Une autre problématique qui intéresse les ingénieurs est ’estimation des incertitudes qui af-
fectent les résultats des modeles numériques apres la prise en compte des incertitudes sur les
données physiques. Au cours des derniéres années, on a exploré des méthodes particulaires
Lagrangiennes (méthode SPH et méthode NEM) et des méthodes Eulériennes (VF). Dans la
premiere classe de méthodes, la discrétisation se base sur la notion de particules en mouve-
ment Lagrangien. On part de la prémisse qu’en adoptant une description Lagrangienne les
fronts seraient plus faciles a déterminer et ce avec une bonne précision. Aussi, ces méthodes
sont souvent dites dans littérature comme méthodes sans maillage. Nous montrons qu’il est
presque toujours nécessaire de recourir a un maillage. Ces méthodes ont aussi besoin d"une
stabilisation comme avec les méthodes Eulériennes. En particulier, la méthode développée
dénommée Natural Volume Method s’est avérée une discrétisation (Lagrangienne) de type
Volumes Finis dont le flux est évalué avec une interpolation de type NEM (Natural Element
Method). Dans la deuxieme classe de méthodes, on a développé un modele numérique basé
sur un schéma de Volumes Finis qui respecte les conditions de conservation et de stabilité
(C-property) sur un domaine qui est partiellement mouillé. Les résultats des expériences
numériques montrent les avantages et les inconvénients de chaque approche numérique.
Comme certaines données du probleme (conditions aux limites, bathymétrie, coefficient de
frottement) sont en général entachées d’incertitudes, les résultats du modele numérique sont
aussi incertains. Une approche fiabiliste est adoptée pour estimer la probabilité de dépasse-

ment d"un mur de protection.

Le deuxieme probleme concerne la stabilité aéroélastique d'une aile d’avion en vol trans-
sonique. Il s’agit de modéliser l'interaction dynamique entre une structure flexible et un

écoulement compressible a haute vitesse. En effet, il s’avere que la vitesse critique de stabi-
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lité est minimale en vol transsonique. Nous avons développé une suite de modeles numé-
riques basés sur différentes modélisation du fluide (équation du potentiel complet FP, équa-
tions d’Euler et équations Navier-Stokes moyennées) alors que la structure est modélisée
par I’élastodynamique linéaire. Pour traiter le probléme de frontiére mobile, une description
ALE est adoptée si bien que le maillage est continuellement en mouvement. Comme il s’agit
d’un probléme trés gourmand en temps de calcul, les codes développés sont entierement
parallélisés. Des résultats de simulation sur l'aile aéroélastique Agard montrent une bonne

comparaison avec des données expérimentales.

Mots clés: Frontieres mobiles, propagation d’ondes, équations d’Euler et de Navier-Stokes
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Résumé

Les résidus et les problemes duaux sont fréquemment employés pour l'estimation des
erreurs de discrétisation a posteriori en dynamique des fluides computationnelle. Ici, on uti-
lisera une méthode similaire dans le but d’estimer les erreurs de modélisation associées aux
modeles de flammelette sous-maille en combustion turbulente non prémélangée. Les flam-
melettes sont des solutions asymptotiques pour le transport complet des réactifs dans la
limite de flammes tres minces. Elles sont utilisées comme fermeture turbulente du systeme,
méme pour les flammes modérément minces. Le défi est d’estimer les erreurs sur le vif,
a un cott computationnel au plus celui lié a 1'utilisation des librairies de flammelette, des
relations précalculables entre les scalaires réactifs et les scalaires passifs appropriés. Nous
montrerons que cela est possible en utilisant 1’estimateur de Braack et Ern, basé sur les ré-
sidus pondérés par une solution duale, et des libraries de flammelette duales. Les erreurs
estimées sont utilisées pour choisir un modele performant parmi une hiérarchie, ainsi que
pour l'optimisation des parametres d'un modele donné. Les travaux de recherche ont été
effectués sous la supervision des professeurs Anne Bourlioux (Université de Montréal) et

Alexandre Ern (Ecole Nationale des Ponts Paris-Tech).
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Résumé

In this work, we apply an anisotropic mesh adaptation strategy to benchmark turbulent
flow problems. We show that anisotropic meshes can be very efficient to reduce the number
of elements while maintaining the accuracy of the solution. The equations for the turbulence
variables are solved in a logarithmic form, in order to preserve their positivity. The whole
strategy is applied to a shear layer flow problem with a closed form solution, and to the flow

over a backward facing step.

Mots clés: Turbulent flow; k — e turbulence model ; wall functions ; logarithmic formulation ; anisotro-

pic mesh adaptation

1. MODELING OF THE PROBLEM

1.1. Turbulence model in logarithmic form

We consider the time-averaged continuity and momentum equations for an incompressible

fluid in turbulent regime with Boussinesq’s hypothesis :

V-u = 0, (1)
pu-Vu = —Vp+V-[(u+pp)(Vu+Vul)], (2)

where p is the density, u the velocity, p the pressure, i the viscosity, and s, the eddy viscosity.
We close this system of equations with the k — e turbulence model of Launder and Spalding [1].
The eddy viscosity is expressed in terms of two turbulence variables, the turbulence kinetic
energy k and its rate of dissipation € :

/{72
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The turbulence quantities are governed by the following transport equations :
pu-Vk = Vo [(u+ BV k] 4 i Pw) — pe, (4)
pu-Ve = V-[(ut "DV e+ Oy pprP(u) - Cop ®)
where P(u) is the production of turbulence defined by
P(u) = Vu : (Vu + Vu').

The standard k — € turbulence model is not valid for low values of the turbulent Reynolds num-
ber defined as Re, = t This is often the case in the vicinity of solid walls. The strategy adopted

here uses wall functions which describe the solution in the near wall region (see Lacasse et al.

[2]).

1.2. Adaptive strategy

The main steps of the adaptative procedure are the following :

— An initial mesh is provided and the problem is solved providing a numerical solution for
u,pKand &;

— Approximations of the gradients of the different variables are computed.

— A hierarchical error estimator is used to estimate the error on the mesh (see Bois et al. [3]).

— The mesh is then modified using local operations. Nodes and edges are swept a few times
in order to perform :
— Edge refinement and node suppression to control the error in L? norm;
— Edge swapping, and node displacement to equidistribute the error and to minimize the

energy norm;

— A new mesh is produced and the process is repeated until the desired number of nodes is
reached.

As will be seen in the numerical results, the resulting meshes may present elements with

large aspect ratio in regions where the different variables allow it.

2. Results and discussion

2.1. A shear layer with a closed form solution

This problem served as a validation case in reference [4] to test the accuracy of their er-
ror estimation technique and the efficiency of their adaptive isotropic meshing strategy. This is

an example of a so-called manufactured solution. The computational domain is the rectangle



[100, 300] x [—75, 75]. The exact solution is substituted in the Navier-Stokes and turbulence trans-
port equations and appropriate source terms are determined using Maple™. The velocity and
the turbulence fields depend on = and y while the eddy viscosity is a linear function of  only :

Uy + Uy

ugy(z,y) = 5 5 erf( " ), (6)

) = (22
e (e o (- (22))) o - 242

br = HP1,7T,

plr,y) = 0

2.2. Flow over a backward facing step

This problem was studied experimentally by Kim [5] and served as a benchmark solution
for the 1981 Stanford Conference on Complex Turbulent Flows. The Reynolds number based on
the inlet mean velocity U and the step height HT is Re = (UHT')/; = 47625. Uniform profiles

are specified for all variables at the inlet section.
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FIG. 1 - Adapted mesh : 17300 elements, 34989 nodes
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FIG. 3 — Energy norm of the error



Zoom on the adapted mesh from = = 10L to x = 20L

FIG. 4 — Computational meshes for the backward facing step
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FIG. 5 — Velocity profile in the backward facing step, at a distance = = 4L /3 after the step
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