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Avant-proposCe texte est une 
ourte introdu
tion aux prin
ipales étapes de l'implantation de la méthodedes éléments �nis. Il servira de base théorique pour le 
ours d'introdu
tion à MEF++, version 2.0.Dans la mesure du possible, nous essaierons de garder des notations similaires à 
elles utilisées dansMEF++. Bien entendu, il ne sera pas possible d'entrer dans les détails et nous vous suggérons à 
esujet deux référen
es1. Fortin A., Garon A., Les éléments �nis : de la théorie à la pratique, Notes de 
ours.2. Dhatt, Touzot, Introdu
tion à la méthode des éléments �nis, Presses de l'Université Laval,1981.
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Chapitre 1Éléments �nis multidimensionnels1.1 Problème typeDans 
e 
ourt exposé, nous allons introduire un problème type, de nature a priori a
adémique,mais qui possède de nombreuses appli
ations. On fera le développement en dimension 3, les autres
as étant fa
iles à déduire. Nous 
onsidèrerons l'équation aux dérivées partielles suivante :p(x)u(x)�r � (D(x)ru) = r(x) dans 
u(x) = g(x) sur �0(D(x)ru) � n = h(x) sur �1 (1.1)où l'on a introduit les notations suivantes :D(x) = 24 Dxx(x) Dxy(x) Dxz(x)Dxy(x) Dyy(x) Dyz(x)Dxz(x) Dyz(x) Dzz(x) 35 et ru = 26666664 �u�x�u�y�u�z
37777775La variable s
alaire in
onnue u peut désigner une température, un potentiel éle
trique, et
. L'ex-pression ��� dénote le produit s
alaire de 2 ve
teurs et l'opérateur �r�� dénote la divergen
e d'unve
teur. Les fon
tions p(x), r(x), g(x), h(x) et la matri
e symétrique (ou le tenseur symétrique)D(x) sont supposées 
onnues sur le domaine 
 (ou sa frontière). Cette matri
e 
ontiendra les 
oef-�
ients de di�usion suivant les di�érents axes de 
oordonnées. Dans plusieurs situations pratiques,la matri
e D sera de la forme kI où k est une 
onstante et I la matri
e identité. On aura alors(D(x)ru) = kru.Nous supposerons de plus que les frontières �0 et �1 
onstituent une partition de la frontière� du domaine 
.-à-d. �0 \ �1 = ; et �0 [ �1 = �. La première 
ondition aux limites sur �0 est1
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Figure 1.1 - Géométrie, lieux et entités géométriquesdite de Diri
hlet tandis que la deuxième est dite de Neumann. Le traitement de 
es deux sortes de
onditions aux limites est fort di�érent, 
omme nous allons le 
onstater.La méthode des éléments �nis nous permettra de 
onstruire une approximation de la variablein
onnue u. Cette approximation sera 
onstruite à l'aide de polyn�mes qui seront dé�nis sur dessous-domaines du domaine 
. Ces sous-domaines 
onstitue le maillage. MEF++ permet l'utilisationsimultanée de plusieurs types d'éléments.1.1.1 La géométrieOn résout généralement un problème d'éléments �nis à l'intérieur d'un domaine que nous avonsnoté 
. Ce domaine 
ontient une frontière qui peut à son tour être dé
omposée en di�érentesrégions. La géométrie, au sens de MEF++ est don
 
onstituée de points, 
ourbes et surfa
es (quel'on nomme lieux géométriques qui dé�nissent le domaine et ses frontières. On regroupe ensuite leslieux géométriques en entités géométriques, sur lesquelles on pourra dé�nir les 
onditions aux limitesou assigner les propriétés physiques du problème (
ondu
tivité thermique, densité, vis
osité, et
.)Par exemple, si on souhaite résoudre un problème à l'intérieur d'un domaine de forme 
arrée,la géométrie est don
 le 
arré, qui est 
onstituée de 4 points (les sommets p1 à p4), de 4 
ourbes(les 
�tés 
1 à 
4) et d'une surfa
e S qui est l'intérieur du 
arré. Ce sont les 9 lieux géométriques de
ette géométrie. Si on veut imposer une 
ondition aux limites sur la paroi supérieure du 
arré, onpeut dé�nir une entité géométrique 
onstituée des 2 sommets p3 et p4, et du 
�té 
3.



Éléments �nis multidimensionnels 31.1.2 Le maillageLe domaine 
 est ensuite dé
oupé en sous-domaines de forme géométrique simple que l'onnomme éléments. Dé
omposer un domaine de forme quel
onque en éléments n'est pas une tâ
hefa
ile, parti
ulièrement en dimension 2 ou 3. Plusieurs te
hniques de génération de maillage existentave
 des avantages et in
onvénients de toutes sortes. Citons par exemple les travaux de Trépanier [?℄ave
 le logi
iel ADX et 
eux de Coupez [?℄.Avant de parler de maillage, il faut dé
ider de la forme géométrique des éléments. En dimension1, 
e 
hoix est fa
ile mais déjà en dimension 2, des variantes existent. Il faut 
hoisir une forme géo-métrique simple. MEF++ permet d'utiliser les triangles et les quadrilatères tandis qu'en dimension3 les tétrahèdres, les prismes à base triangulaire et les hexahèdres (briques) sont disponibles. En fait,la vaste majorité des mailleurs modernes produisent des triangles en dimension 2 et des tétrahèdresen dimension 3. Il est en e�et beau
oup plus di�
ile de dé
omposer un domaine en quadrilatères(en dimension 2) et en hexahèdres (en dimension 3).1.1.3 Les noeudsSur 
haque élément K, on dé�nit nG noeuds géométriques. Les noeuds géométriques 
orres-pondent souvent (mais pas toujours) aux sommets du triangle, du quadrilatère, du tétrahèdre, et
.Le 
hoix des noeuds géométriques déterminera la transformation à l'élément de référen
e.On introduit également les nC noeuds de 
al
ul où on évaluera les valeurs des variables in
onnuesdu problème. On supposera i
i que les noeuds de 
al
ul 
omprennent les noeuds géométriques, bienque 
e ne soit pas toujours le 
as.1.1.4 Les degrés de libertéOn asso
ie à 
haque noeud de 
al
ul un 
ertain nombre de degrés de liberté (au total nD sur
haque élément), dépendant du nombre de variables du problème. Dans le 
as de l'équation 1.1,
haque noeud de 
al
ul se verra attribué un degré de liberté, 
ar il n'y a qu'une variable in
onnuedans 
e problème. La valeur de 
ertains de 
es degrés de liberté sera �xée par les 
onditions deDiri
hlet. Pour les �ns de 
et exposé, on numérotera en dernier les degrés de liberté qui sont imposéspar les 
onditions aux limites essentielles du problème donné. On a don
 la partition :U = 2664 u1u2...unddl 3775 = � U IUC �où nddl désigne le nombre total de degrés de liberté du maillage. Ce ve
teur se dé
ompose en 2parties distin
tes : UC est la partie de U qui est 
onnue (d'où l'indi
e C) en vertu des 
onditionsde Diri
hlet imposées. Le reste est noté U I (I pour in
onnu) et sera éventuellement 
al
ulé. Nousreviendrons sur 
ette partition de U lors de l'imposition des 
onditions aux limites et lors de larésolution du système global.À 
haque degré de liberté, on asso
ie une fon
tion d'interpolation qui sera 
onstruite élémentpar élément. La méthode de Ritz-Galerkin nous mènera à la résolution d'un système linéaire global



4 Chapitre 1de la forme : AU = F (1.2)1.2 Formulation variationnelleLa formulation variationnelle s'obtient à partir de l'équation aux dérivées partielles de départen intégrant sur le domaine 
, après avoir multiplié par une fon
tion test v(x) s'annulant sur �0puisqu'on y impose la variable u, 
'est-à-dire une 
ondition de Diri
hlet. On interprète la fon
tionv 
omme une variation (d'où la notation v) de la variable u. Là où la variable u est �xée par une
ondition de Diri
hlet, v s'annule. On obtient ainsi :Z
 p(x)u(x)v(x) dV � Z
r � (D(x)ru)v(x) dV = Z
 r(x)v(x) dVOn intègre ensuite le deuxième terme par parties à l'aide de la relation A.5 :Z
 p(x)u(x)v(x) + Z
(D(x)ru) �rv(x) dV = Z
 r(x)v(x) dV + Z� ((D(x)ru) � n) v(x) dsOn a ainsi introduit la variable se
ondaire Sn(x) dé�nie par :Sn(x) = (D(x)ru) � noù n est le ve
teur normal extérieur à la frontière � de 
. L'imposition de la variable s
alaire Sn(x)est la 
ondition dite naturelle de 
e problème ou 
ondition de Neumann. Dans le 
as où D = kI, ona : Sn(x) = (D(x)ru) � n = kru � n = k �u�nSi on regarde l'intégrale de bord de la formulation variationnelle, on a :Z�((D(x) �ru) � n)v(x) ds = Z�0 Sn(x)v(x) ds+ Z�1 Sn(x)v(x) ds= Z�1 Sn(x)v(x) ds= Z�1 h(x)v(x) dsen vertu de la deuxième 
ondition aux limites dans le système 1.1 et puisque v(x) = 0 sur �0. On
onstate que de deux 
hoses l'une : soit on impose une 
ondition de Diri
hlet sur u, auquel 
as lafon
tion test v s'annule, soit on impose une 
ondition de Neumann et on doit 
onnaître la 
onditionde Neumann Sn(x).



Éléments �nis multidimensionnels 5La formulation variationnelle s'é
rit don
 :Z
 p(x)u(x)v(x) + Z
 (D(x)ru) �rv(x) dV = Z
 r(x)v(x) dV + Z�1 h(x)v(x) dsDans MEF++, on impose de travailler dans une formulation dite en 
orre
tion. Cela 
onsiste àposer u(x) = u0(x) + Æu(x)où u0(x) est une fon
tion véri�ant les 
onditions de Diri
hlet supposée 
onnue et que nous 
onstrui-rons éventuellement. On 
al
ulera don
 en fait seulement la 
orre
tion Æu(x) qui possède des 
ondi-tions de Diri
hlet nulles. Cette façon de pro
éder fa
ilite l'imposition des 
onditions de Diri
hlet.La formulation variationnelle devient don
 :Z
 p(x)Æu(x)v(x) dV + Z
 (D(x)rÆu) �rv(x) dV= Z
 r(x)v(x) dV � Z
 p(x)u0(x)v(x) dV � Z
 (D(x)ru0) �rv(x) dV+Z�1 h(x)v(x) ds (1.3)
Les intégrales pré
édentes sont 
al
ulées en sommant sur les éléments :XK �ZK p(x)Æu(x)v(x) dV + ZK (D(x)rÆu) �rv(x) dV �=XK ZK r(x)v(x) dV �XK ZK p(x)u0(x)v(x) dV �XK ZK � (D(x)ru0) �rv(x) dV+XK Z�1\�K h(x)v(x) ds1.2.1 Formulation variationnelle élémentaireLa formulation variationnelle élémentaire s'obtient de la même manière que pré
édemment maisen intégrant sur un élément K au lieu d'intégrer sur tout le domaine 
. On obtient ainsi :ZK p(x)Æu(x)v(x) dV + ZK (D(x)rÆu) �rv(x) dV= ZK r(x)v(x) dV � ZK p(x)u0(x)v(x) dV � ZK � (D(x)ru0) �rv(x) dV+Z�K SKn (x)v(x) ds (1.4)



6 Chapitre 1où SKn = (D(x) �ru) �nK et nK est le ve
teur normal extérieur à la frontière �K de l'élément K.On peut ensuite montrer que :XK Z�K SKn (x)v(x) ds = Z�1 h(x)v(x) dsDans MEF++, les 
onditions de Neumann font l'objet d'un assemblage spé
ial où l'on par
ourt lesfa
es des éléments situés sur la frontière �1 (les 
�tés en dimension 2). Nous ne nous en préo

uperonsque très peu pour le moment.On applique la méthode de Ritz sur 
haque élément K en posant :Æu(x) jK' ÆuK(x) = nDXj=1 ÆuKj NKj (x) (1.5)où les NKj (x) sont les fon
tions d'interpolation sur l'élément K. Remplaçant dans la formulationvariationnelle élémentaire 1.4, on trouve :nDXj=1 ÆuKj ZK �p(x)NKj (x)v(x) dV + (D(x)rNKj (x)) �rv� dV= ZK r(x)v(x) dV � ZK p(x)u0(x)v(x) dV � ZK � (D(x)ru0) �rv(x) dV+Z�K SKn (x)v(x) dsPour obtenir le système élémentaire, on prend su

essivement v(x) = NKi (x), pour i allant de 1jusqu'à nD. On obtient ainsi le système élémentaire de dimension nD :AKÆUK = FKoù : AKij = ZK �p(x)NKj (x)NKi (x) dV + ZK(D(x)rNKj (x)) �rNKi (x)� dVFKi = ZK r(x)NKi (x) dV�ZK p(x)u0(x)NKi (x) dV ZK � (D(x)ru0)�rNKi (x) dV+Z�K SKn (x)NKi (x) dsLe premier terme de la matri
e élémentaire est souvent appelé matri
e masse tandis que le deuxièmeest appelé matri
e de rigidité, faisant ainsi référen
e aux origines de la méthode des éléments �nisen stru
tures. Cha
un des termes 
onstituant la matri
e AK et le se
ond membre FK est appeléterme de formulation et peut faire l'objet d'une 
lasse séparée. On peut toutefois les regrouper àl'intérieur d'une seule 
lasse pour éviter une prolifération parfois inutile de 
lasses. Autrement dit,une formulation variationnelle est 
onstituée d'un ou plusieurs termes de formulation. Il est ensuitefa
ile d'intégrer dans MEF++ des termes de formulation déjà existants et 
eux qui sont spé
i�quesà votre problème et que vous avez développés. Il en résulte une grande é
onomie de temps deprogrammation..



Éléments �nis multidimensionnels 71.2.2 Notation matri
ielleIl existe une autre manière d'exprimer le système élémentaire, sous forme matri
ielle. On dé�nitles matri
es NK de dimension 1 par nD et BK de dimension 3 par nD :
NK = � NK1 (x) NK2 (x) � � � NKnD(x) � et BK = 26666666664

�NK1 (x)�x �NK2 (x)�x � � � �NKnD(x)�x�NK1 (x)�y �NK2 (x)�y � � � �NKnD(x)�y�NK1 (x)�z �NK2 (x)�z � � � �NKnD(x)�z
37777777775On 
onstate fa
ilement que la matri
e élémentaire AK peut s'é
rire :AK = ZK p(x)(NK)tNK dV + ZK(BK)tD(x)BK dV1.3 Transformation géométriqueC'est i
i que le 
hoix de la forme géométrique de l'élément et le 
hoix des noeuds géométriquesprennent beau
oup d'importan
e. La transformation géométrique permet d'e�e
tuer tous les 
al
ulssur un seul élément, dit de référen
e. On le notera K̂ et on y e�e
tuera tous les 
al
uls né
essairesà l'obtention du système élémentaire. Ce
i n'est possible qu'après un 
hangement de variables. Plu-sieurs 
hoix d'éléments de référen
e sont envisageables et 
ertains sont illustrés aux �gures 1.2 à 1.4.Notons que MEF++ permet l'emploi de maillages 
omportant di�érents types d'éléments. Plusieurséléments de référen
e pourront don
 être utilisés. Il reste à déterminer la transformation. Pour évi-ter une lourdeur ex
essive de la notation, nous 
hoisissons de prendre 
omme ve
teur positionx = (x; y; z) au lieu de (x1; x2; x3). De même sur l'élément de référen
e, on prendra � = (�; �; �).À 
haque noeud géométrique xKi = (xKi ; yKi ; zKi ) de l'élément K doit 
orrespondre un noeudgéométrique �i = (�i; �i; �i) sur l'élément de référen
e K̂. La transformation TK véri�e don
 :TK(�i) = xKi ou inversement (TK)�1(xKi ) = �iPour y arriver, il su�t de trouver une base de polyn�mes de dimension égale au nombre de noeudsgéométriques. On 
onstruit ensuite nG fon
tions d'interpolation géométriques véri�ant :Li(�j) = � 1 si i = j0 si i 6= j (1.6)



8 Chapitre 1
3 K̂ (1; 0)1 2 � (1=2; 1=2) �K̂3� �

6 5(0; 1=2) 41 2(0; 0) (1=2; 0) (1; 0)(0; 0)
(0; 1) (0; 1)

Figure 1.2 - Éléments K̂ triangulaires à 3 et 6 noeuds (nG = 3 et nG = 6)

(1;�1)
(�1; 1) (1; 1)�12 43 K̂ �(1;�1)(�1;�1)

(�1; 1) (1; 1)
42 7 86 9 1

(�1;�1)
� � K̂3 5

Figure 1.3 - Éléments K̂ quadrangulaires à 4 et 9 noeuds (nG = 4 et nG = 9)
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(1; 0; 0)
4

3 (0; 0; 0)
(0; 0; 1)

(0; 1; 0)�

�
�1 2

Figure 1.4 - Élément de référen
e tétrahédrique à 4 noeuds (nG = 4)C'est la base même de l'interpolation de Lagrange (voir l'annexe B) et les fon
tions Li(�) sont biensûr les fon
tions d'interpolation de Lagrange. Il est fa
ile de véri�er que la transformation :TK : K̂ ! K� = (�; �; �) ! x = (x; y; z) = nGXi=1 xKi Li(�) = nGXi=1(xKi ; yKi ; zKi )Li(�) (1.7)véri�e les propriétés désirées.Il faudra ensuite transformer les dérivées des fon
tions d'interpolation. C'est la te
hnique 
las-sique de la dérivation en 
haîne. Pour 
e faire, il est utile d'introduire la matri
e ja
obienne JKasso
iée et que l'on dé�nit par : JK = 26666666664
�x�� �x�� �x���y�� �y�� �y���z�� �z�� �z��

37777777775La matri
e ja
obienne doit être inversible pour que la transformation TK le soit aussi. Il su�t don




10 Chapitre 1que le déterminant JK = dét(JK) de 
ette matri
e soit non nul. On appelle 
e déterminant leja
obien de la transformation.Toute fon
tion d'interpolation NKi (x; y; z) est ainsi dé�nie à partir de l'élément de référen
e parla relation : NKi (x; y; z) = NKi (TK(�; �; �)) = N̂i(�; �; �)Pour transformer les dérivées partielles, la dérivation en 
haîne nous donne :26666666664
�NKi (x; y; z)�x�NKi (x; y; z)�y�NKi (x; y; z)�z

37777777775 = 2666666664
���x ���x ���x���y ���y ���y���z ���z ���z

3777777775
266666666664
�N̂i(�; �; �)���N̂i(�; �; �)���N̂i(�; �; �)��

377777777775 (1.8)
et inversement : 266666666664

�N̂i(�; �; �)���N̂i(�; �; �)���N̂i(�; �; �)��
377777777775 = 26666666664

�x�� �y�� �z���x�� �y�� �z���x�� �y�� �z��
37777777775
26666666664
�NKi (x; y; z)�x�NKi (x; y; z)�y�NKi (x; y; z)�z

37777777775 (1.9)
En 
ombinant les relations 1.8 et 1.9, on 
on
lut que la matri
e de l'équation 1.9 n'est autre que(JK)�t 
'est-à-dire la transposée de l'inverse de la matri
e ja
obienne. On a ainsi :2666666664

���x ���x ���x���y ���y ���y���z ���z ���z
3777777775 = (JK)�t (1.10)



Éléments �nis multidimensionnels 11On a don
 : rNKi (x) = (JK)�t 266666666664
�N̂i(�; �; �)���N̂i(�; �; �)���N̂i(�; �; �)��

377777777775 (1.11)
ou sous forme matri
ielle : BK = (JK)�tB̂où : B̂ = 266666666664

�N̂1(�)�� �N̂2(�)�� � � � �N̂nD(�)���N̂1(�)�� �N̂2(�)�� � � � �N̂nD(�)���N̂1(�)�� �N̂2(�)�� � � � �N̂nD(�)��
377777777775Le système élémentaire devient ensuite :AKij = ZK p(x)NKj (x)NKi (x) dV + ZK(D(x)rNKj (x)) �rNKi (x) dV= ZK̂ p(TK(�))N̂j(�)N̂i(�) JK dV̂ + ZK̂D(TK(�))rNKj (x)) �rNKi (x) JK dV̂FKi = ZK̂ r(TK(�))N̂i(�) JKdV̂ � ZK̂ p(TK(�))u0(TK(�))N̂i(�) JK dV̂�ZK̂ �D(TK(�))ru0� �rNKi (x) JK dV̂ + Z�K SKn (x)NKi (x) ds (1.12)

Remarque 1.1Notons que l'évaluation des gradients rNKi (x) est faite à l'aide de l'expression 1.11. Généralement,il n'y a nul besoin de 
onstruire expli
itement les fon
tions NKj (x) puisque nous ne travailleronsque sur l'élément de référen
e ave
 les fon
tion N̂i(�). �Remarquons en�n que l'intégrale sur la frontière des éléments n'a pas été transformée. On lefera plus tard si le besoin s'en fait sentir.
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(xK1 ; yK1 ) (xK2 ; yK2 )

(xK3 ; yK3 )
K̂

� TK K�
(0; 1)
(0; 0) (1; 0)Figure 1.5 - Transformation linéaire sur un triangleDans MEF++, le travail de transformation géométrique est e�e
tué par la 
lasse �
hamp géo-métrique� qui 
ontient toute l'information né
essaire au passage à l'élément de référen
e. On peutobtenir la matri
e ja
obienne, le ja
obien et faire la transformation 
omplète des dérivées premières(et même des dérivées se
ondes si né
essaire).Exemple 1.1Considérons en premier lieu des transformations linéaires en dimension 2. Tout d'abord sur letriangle à 3 noeuds géométriques (nG = 3) de la �gure 1.5. L'élément de référen
e est indiqué à la�gure 1.2. La transformation TK s'é
rit à l'aide des fon
tions de Lagrange B.3 sous la forme :� xy � = TK(�) = 3Xi=1 Li(�) � xKiyKi � = � L1(�)xK1 + L2(�)xK2 + L3(�)xK3L1(�)yK1 + L2(�)yK2 + L3(�)yK3 �= � (1� � � �)xK1 + �xK2 + �xK3(1� � � �)yK1 + �yK2 + �yK3 �Il est fa
ile de véri�er que les fon
tions Li(�) véri�ent la 
ondition 1.6. La matri
e ja
obienne estalors : JK = � xK2 � xK1 xK3 � xK1yK2 � yK1 yK3 � yK1 �Le ja
obien JK de 
ette transformation n'est nul que si les points xKi sont 
olinéaires et don
 si letriangle est dégénéré. Notons de plus que :(JK)�t = 1JK � yK3 � yK1 yK1 � yK2xK1 � xK3 xK2 � xK1 �On montre de plus fa
ilement que JK = 2 � aire(K) (en exer
i
e). Notons i
i que le ja
obien estune 
onstante sur l'élément K et ne dépend pas de �. Ce ne sera pas toujours le 
as. �



Éléments �nis multidimensionnels 131.4 Évaluation du système élémentairePour évaluer les 
oe�
ients du système élémentaire 1.12, on re
ourt le plus souvent à l'intégrationnumérique, bien que l'intégration exa
te puisse être utile dans les 
as très simples (interpolation debas degré et propriétés p(x), D(x) et r(x) 
onstantes par exemple).1.4.1 Intégration numériqueAprès le passage à l'élément de référen
e, les di�érents 
oe�
ients du système élémentaire re-quièrent l'évaluation d'intégrales de la forme :I = ZK̂ g(�) dV̂ (1.13)où la fon
tion g(�) fait intervenir les fon
tions d'interpolation N̂i(�) et les propriétés physiques duproblème. Dans la plupart des programmes d'éléments �nis, on utilise les quadratures de Gauss qui
onsistent à appro
her l'intégrale 1.13 par une expression de la forme :ZK̂ g(�) dV̂ ' mGXi=1 wig(�i) (1.14)qui soit la plus pré
ise possible. Les wi sont les poids d'intégration et les �i sont les points d'inté-gration situés dans l'élément de référen
e. On présente un sommaire des te
hniques d'intégrationnumérique à l'annexe C.Il n'y a pas de di�
ultés parti
ulières mis-à-part le fait que le nombre de points d'intégrationaugmente lorsqu'on passe en dimension 2 ou 3. Ainsi, on trouvera à l'annexe C les points et lespoids d'intégration de quelques unes des quadratures les plus utilisées en pratique. Ainsi sur lesquadrilatères et les hexahèdres, on peut utiliser les mêmes quadratures qu'en dimension 1 (voir latable C.1 par le biais des relations C.4 et C.5.Sur les triangles ou les tétrahèdres, on utilise les quadratures dites de Hammer données auxtables C.2 et C.3. Rappelons que le degré de pré
ision de la quadrature est un 
ritère importantdans le 
hoix de la quadrature appropriée au 
al
ul des termes du système élémentaire.La table C.1 résume quelques unes de 
es quadratures en dimension 1. La dernière 
olonne de
ette table fournit le degré des polyn�mes pour lesquels la quadrature de Gauss est exa
te et qui vaut2mG � 1. C'est 
e que l'on appelle le degré de pré
ision de la formule de quadrature. En pratique,on 
hoisit le nombre de points de Gauss mG en fon
tion des intégrales que l'on doit évaluer. Celadépend don
 du degré des fon
tions N̂i(�) mais aussi des propriétés physiques.Notons en�n que dans 
ertaines situations, les quadratures de Gauss ne seront jamais exa
tes.Par exemple, si p(x) = 1=x, la fon
tion à intégrer n'est plus polyn�miale et les quadratures deGauss fournissent maintenant des approximations des 
oe�
ients du système élémentaire. Le 
hoixdu nombre de points de Gauss mG est alors plus déli
at. En�n, il 
onvient de souligner que le 
oûttotal de l'assemblage est proportionnel au nombre de points de Gauss utilisés et que le 
hoix de laquadrature doit aussi tenir 
ompte de 
ette 
ontrainte.



14 Chapitre 11.5 Assemblage des matri
es élémentairesEn pratique, la pro
édure d'assemblage requiert de suivre le 
hemin inverse de 
elui que nousvenons de dé
rire et de partir du système élémentaire sur 
haque élément K :AKÆUK = FKou plus expli
itement :26664 AK11 AK12 � � � AK1nDAK21 AK22 � � � AK2nD... ... . . . ...AKnD1 AKnD2 � � � AKnDnD 3777526664 ÆuK1ÆuK2...ÆuKnD 37775 = 26664 FK1FK2...FKnD 37775Algorithme 1.1 :L'algorithme pour l'assemblage est de la forme :� Initialisation à 0 de la matri
e A et du ve
teur F ;� Pour 
haque élément K ;� Pour 
haque degré de liberté k1 = 1; 2; � � � ; nD ;� Numéro de la ligne : i = adres(K; k1)� Fi  Fi + FKk1� Pour 
haque degré de liberté k2 = 1; 2; � � � ; nD ;� Numéro de la 
olonne : j = adres(K; k2)� Aij  Aij +AKk1k2� Fin de la bou
le sur les 
olonnes� Fin de la bou
le sur les lignes� Fin de la bou
le sur les élémentsNBien sûr la taille des matri
es élémentaires augmente ave
 la dimension d'espa
e et le degré desfon
tions d'interpolation mais les prin
ipes généraux demeurent les mêmes. On utilise 
et algorithmequi ne 
hange nullement ave
 la dimension d'espa
e.1.6 Résolution du système linéaire globalUne fois tous les systèmes élémentaires assemblés et en vertu de la 
onvention utilisée, on obtientun système global de la forme :� A11 A12A21 A22 �� ÆU IÆUC � = � FC1F I2 � (1.15)Le ve
teur ÆUC est 
onnu et ne 
ontient que des 0 en vertu des 
onditions essentielles et naturellesimposées. La partition de la matri
e A suit dire
tement 
elle du ve
teur global des degrés de libertéU . Les matri
es A11 et A22 sont toujours 
arrées et les matri
es A12 et A21 sont re
tangulaires.



Éléments �nis multidimensionnels 15MEF++ résoudra le système équivalent :� A11 A120 I �� ÆU IÆUC � = � FC10 � (1.16)Toutes les te
hniques 
lassiques de résolution sont possibles. Dans MEF++, on a privilégié lalibrairie PETS
 qui 
ontient une panoplie 
ompléte de résoluteurs et de pré
onditionneurs.1.7 Présentation des résultatsNous n'insisterons jamais assez sur l'importan
e d'un bon visualisateur, parti
ulièrement endimension 2 et 3. Si en dimension 1 on peut se débrouiller ave
 des instruments graphiques simples,
e n'est plus le 
as en dimension supérieure. Pour les résultats qui suivent, nous utiliserons le logi
ielVU développé par Benoît Ozell [?℄ et qui possède toutes les fon
tionnalités requises en dimension2 ou 3. PréGiref possède des outils de visualisation permettant de faire une première analyse desrésultats. Pour une analyse plus �ne, vous pouvez utiliser VU ou votre visualisateur préféré.
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Annexe ARappels mathématiquesA.1 Théorème de la divergen
eNous sommes en mesure de formuler le théorème de la divergen
e ou théorème de Gauss-Ostrogradski que nous ne démontrons pas (voir par exemple Swokowski, réf. [?℄). Pour un rappelsur les intégrales multiples et les intégrales 
urvilignes ou surfa
iques, on se référera à Philippin [?℄.Théorème 1.1Soit 
 un ouvert de Rn de frontière � (voir la �gure A.1). Soit de plus n le ve
teur normal unitaire à� pointant vers l'extérieur de 
. Si u est un 
hamp de ve
teurs dont les dérivées partielles premièressont 
ontinues sur 
, alors : Z
r � u dv = Z� u � n da (A.1)FRemarque 1.1Dans le théorème de la divergen
e, le terme de gau
he est une intégrale double ou triple suivant quele problème est en 2 ou 3 dimensions. L'expression dv désigne don
 un élément d'aire ou de volume,selon le 
as. Le terme de droite est une intégrale 
urviligne si 
 est un domaine bidimensionnel ouune intégrale surfa
ique en 3 dimensions (voir les exer
i
es de �n de 
hapitre). De même, da désigneun élément de longueur ou d'aire, selon le 
as. Le terme de droite de l'équation A.1 est le �ux du
hamp u à travers la surfa
e �. �Il existe de nombreuses formes sous lesquelles le théorème de la divergen
e est utile. Nous enexpli
itons quelques unes.Corollaire 1.1 17
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Ouvert 


n�

Figure A.1 - Ouvert 
Si le 
hamp de ve
teurs u a la forme parti
ulière :u = (0; 0; � � � ; f; 0; � � � ; 0)(f apparaissant à la iième 
omposante) où f(x) est une fon
tion dont les dérivées partielles premièressont 
ontinues, alors la divergen
e de u s'é
rit �f�xi et le théorème de la divergen
e s'énon
e 
ommesuit : Z
 �f�xi dv = Z� fni ds (A.2)�Démonstration :La preuve vient immédiatement en se servant du théorème de la divergen
e.Corollaire 1.2Soit h(x) une fon
tion dont les dérivées partielles premières sont 
ontinues et si u satisfait leshypothèses du théorème de la divergen
e, alors :Z
 hr � u dv + Z
rh � u dv = Z� hu � n ds (A.3)En parti
ulier, si le 
hamp de ve
teurs u a la forme parti
ulière :u = (0; 0; � � � ; f; 0; � � � ; 0)(f apparaissant à la iième 
omposante) où f(x) est une fon
tion dont les dérivées partielles premièressont 
ontinues, alors on a : Z
 h �f�xi dv + Z
 �h�xi f dv = Z� hfni ds (A.4)



Rappels mathématiques 19�Démonstration :Il su�t de démontrer l'identité (voir les exer
i
es de �n de 
hapitre) :r � (hu) = hr � u+rh � uet d'appliquer dire
tement le théorème de la divergen
e au 
hamp u1 = (hu).La forme la plus répandue de 
e théorème est sans doute la suivante.Corollaire 1.3Si le 
hamp u est le produit d'une fon
tion s
alaire g ave
 le gradient d'une fon
tion s
alairef(x), 
.-à-d. u = grf , alors on a :Z
 hr � (grf) dv + Z
 grh �rf dv = Z� hgrf � n ds = Z� h�g �f�n� ds (A.5)En parti
ulier, si g = 1, on a :Z
 hr2f dv + Z
rh �rf dv = Z� h �f�n ds (A.6)�Démonstration :La démonstration est immédiate en appliquant la relation A.3 et en utilisant la dé�nition du lapla-
ien.On peut étendre 
ertains des résultats pré
édents aux tenseurs d'ordre 2. En parti
ulier, on lerésultat suivant qui est très utile en élasti
ité linéaire et en mé
anique des �uides.Corollaire 1.4Si � est un tenseur symétrique d'ordre 2 et si w est un ve
teur, alors on a :Z
(r � �) �w dv + Z
 � :rw dv = Z�(� � n) �w ds (A.7)�
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Annexe BL'interpolation de LagrangeLe but de 
e 
hapitre est de rappeler les te
hniques 
lassiques d'interpolation et en parti
ulier la
onstru
tion des fon
tions d'interpolation de Lagrange. Dans le 
ontexte de la méthode des éléments�nis, nous nous limiterons à déterminer les fon
tions d'interpolation seulement sur les éléments deréféren
e. Nous pro
éderons de manière identique en dimension 1, 2 ou 3, même s'il existe des façonsplus simples d'arriver au même résultat.Deux espa
es de polyn�mes jouent un r�le important en éléments �nis. Dans un premier temps,nous noterons Pk l'espa
e des polyn�mes de degré k. On véri�e fa
ilement que la dimension del'espa
e Pk est : dim(Pk) = (n+ k)!k!n!où n est la dimension d'espa
e(n = 1; 2 ou 3). L'espa
e Pk est généralement utilisé sur les élémentstriangulaires ou tétrahédriques.Nous travaillerons également ave
 l'espa
e Qk des polyn�mes de degré k en 
ha
une des variablesd'espa
e. La dimension de 
et espa
e est tout simplement :dim(Qk) = (k + 1)nEn dimension 1, 
es 2 espa
es 
oï
ident mais ils di�èrent en dimension 2 ou 3. L'espa
e Qk estparti
ulièrement adapté aux éléments quadragulaires ou hexahédraux 
omme nous le verrons unpeu plus loin dans 
e 
hapitre. Bien sûr, il sera possible d'utiliser des variantes in
omplètes desespa
es Pk ou Qk selon les besoins.Quelque soit l'espa
e de polyn�mes utilisé, nous noterons N sa dimension. On se donne mainte-nant N points �1; �2; � � � �N sur l'élément de référen
e. Les N fon
tions de Lagrange Li(�) sont despolyn�mes de Pk ou Qk véri�ant : � Li(�i) = 1 8iLi(�j) = 0 8j 6= i (B.1)Pour 
onstruire 
es fon
tions, il su�t de 
hoisir une base généralement 
onstituée de mon�mesde degré k. Nous noterons 
ette base de polyn�mes p1(�); p2(�); � � � ; pN (�). Pour 
onstruire les21



22 Annexe Bfon
tions B.1, il su�t alors de poser : Li(�) = NXj=1 ajpj(�)et d'imposer les 
ontraintes de l'équation B.1 pour 
onstruire un système linéaire de dimension Nsur N dont les in
onnues sont les 
oe�
ients ai. On obtient ainsi le système linéaire :266666664 p1(�1) p2(�1) � � � pN (�1)p1(�2) p2(�2) � � � pN (�2)... . . . ...p1(�i) p2(�i) � � � pN (�i)... . . . ...p1(�N ) p2(�N ) � � � pN (�N )
377777775
266666664 a1a2...ai...aN

377777775 = 266666664 00...1...0
377777775 (B.2)Le terme de droite est tout simplement le ve
teur de base ei dont toutes les 
omposantes sontnulles, sauf la ie. La résolution est immédiate puisque la matri
e est généralement inversible. Notonsde plus que la matri
e est la même pour toutes les fon
tions de Lagrange. Seul le terme de droite
hange.On répète 
e pro
essus pour 
haque fon
tion de Lagrange. Une fois 
e travail a

ompli, le poly-n�me : u(�) = NXj=1 ujLj(�) (B.3)est l'unique polyn�me de degré k dont la valeur en � = �i est ui, 
e qui 
onstitue un polyn�med'interpolation.B.1 Interpolation en dimension 1En dimension 1, l'élément de référen
e est l'intervalle ℄ � 1; 1[. La dimension de Pk est toutsimplement N = k+1 et on 
hoisit une base naturelle de 
et espa
e de polyn�mes soit 1; �; �2; � � � ; �k.Polyn�mes de degré 1On 
hoisit naturellement 
omme points d'interpolation les 
oordonnées �1 = �1 et �2 = 1 del'élément de référen
e. La base de mon�mes est 
onstituée des polyn�mes 1 et �. Le système B.2devient pour la fon
tion L1(�) : � 1 �11 +1 � � a1a2 � = � 10 �tandis que pour la fon
tion L2(�), le système est :� 1 �11 +1 � � a1a2 � = � 01 �



L'interpolation de Lagrange 23Polyn�mes de Lagrange P1 (1D)i Li(�; �) dLid�1 1� �2 �122 1 + �2 12Tab. B.1 - Polyn�mes de Lagrange P1 sur l'intervalle de référen
eOn obtient ainsi les solutions :� a1a2 � = � 1=2�1=2 � et � a1a2 � = � 1=21=2 �Ces deux fon
tions sont illustrées à la �gure ?? s'expriment à l'aide de la relation B.3 sous la forme :L1(�) = 1� �2 et L2(�) = 1 + �2Pour 
ompléter le développement, la table B.1 donne l'expression des fon
tions de Lagrange demême que les dérivées qui sont utiles pour l'évaluation des systèmes élémentaires 
omme 
elui dela relation ??.Polyn�mes de degré 2On 
hoisit naturellement 
omme points d'interpolation les 
oordonnées �1 = �1, �2 = 1 et�3 = 0 de l'élément de référen
e (nous avons numéroté les extrémités ou noeuds géométriques del'élément en premier). La base de mon�mes est 
onstituée des polyn�mes 1, � et �2. Nous ne feronsexpli
itement le 
al
ul que pour la premère fon
tion de Lagrange. Le système B.2 s'é
rit alors :24 1 �1 11 +1 11 0 0 3524 a1a2a3 35 = 24 100 35dont la solution est : 24 a1a2a3 35 = 24 0�1=21=2 35et en vertu de l'équation B.3, on a don
 la fon
tion :L1(�) = 0� �2 + �22 = �(� � 1)2



24 Annexe BPolyn�mes de Lagrange P2 (1D)i Li(�; �) dLid�1 �(� � 1)2 � � 1=22 �(� + 1)2 � + 1=23 1� �2 �2�Tab. B.2 - Polyn�mes de Lagrange P2 sur l'intervalle de référen
eDe même, on obtient les autres fon
tions de Lagrange listées à la table B.2.Remarque 2.2On peut pro
éder plus simplement et 
onstruire les polyn�mes de Lagrange dire
tement. Pourobtenir par exemple L1(�) en se sert dire
tement de l'équation B.1. En e�et, 
ette fon
tion doits'annuler en � = 0 et en � = 1. Il su�t don
 d'introduire des fa
teurs � et (�� 1). De plus, elle doitprendre la valeur 1 en � = �1. Or la fon
tion �(��1) vaut 2 à 
ette endroit. Il su�t don
 de diviserpar 2 et on obtient : L1(�) = 12�(� � 1)On 
onstruit les autres fon
tions de lagrange par un raisonnement similaire. Cette façon de pro
éderest tout-à-fait générale et fon
tionne pour les polyn�mes de degré quel
onque. �
B.2 Interpolation en dimension 2Contrairement au 
as unidimensionnel, nous avons i
i le 
hoix de la forme géométrique deséléments. Le plus souvent, on utilise des triangles ou des quadrilatères. Les espa
es de polyn�mes
orrespondants sont légèrement di�érents.



L'interpolation de Lagrange 25B.2.1 Interpolation sur les trianglesVoyons en premier lieu le 
as des triangles. L'espa
e de polyn�mes le plus fréquemment utiliséest l'espa
e Pk dont on 
onstruit une base à l'aide de la table suivante :P0 : 1P1 : � �P2 : �2 �� �2P3 : �3 �2� ��2 �3et ainsi de suite.Pour déterminer uniquement un polyn�me de degré k, on doit 
hoisir N points d'interpolationdistin
ts. Le 
hoix des points d'interpolation est di
té par les propriétés de la fon
tion que l'onsouhaite interpoler.Polyn�mes de degré 1Commençons par l'exemple le plus simple. Construisons les fon
tions d'interpolation linéaires (P1)sur l'élément de référen
e. Du triangle pré
édent, la base de mon�mes est 1; �; � de sorte que toutpolyn�me de P1 peut s'é
rire : p1(�; �) = a1 + a2� + a3�La dimension de 
et espa
e étant 3, quoi de plus naturel que de 
hoisir les 3 sommets du triangle�1 = (0; 0), �2 = (1; 0) et �3 = (0; 1) (voir la �gure 1.2). On va 
onstruire, suivant la démar
heutilisée en dimension 1, des fon
tions d'interpolation Li(�; �) de sorte que :Lj(�i) = Lj(�i; �i) = ÆjiPour la première fon
tion d'interpolation, le système B.2 devient :24 1 0 01 1 01 0 1 3524 a1a2a3 35 = 24 100 35
e qui donne immédiatement : 24 a1a2a3 35 = 24 1�1�1 35d'où : L1(�i; �i) = 1� � � �de manière similaire, on trouve les fon
tions L2(�; �) et L3(�; �). Le tableau B.3 résume la situation.Puisqu'elles sont également utiles pour l'évaluation des systèmes élémentaires, nous avons égalementindiqué les dérivées partielles des polyn�mes de Lagrange.Remarque 2.3On pourrait également 
hoisir 
omme points d'interpolation les 3 milieux de 
�tés. On obtientles fon
tions de Lagrange dites P1 non 
onformes. La parti
ularité de 
ette 
onstru
tion est que



26 Annexe BPolyn�mes de Lagrange P1 (2D)i Li(�; �) �Li�� �Li��1 1� � � � �1 �12 � 1 03 � 0 1Tab. B.3 - Polyn�mes de Lagrange P1 sur le triangle de référen
el'approximation par éléments �nis qui en résulte n'est pas 
ontinue aux interfa
es des éléments etn'appartient don
 pas à l'espa
e H1(
). �Polyn�mes de degré 2Une base de l'espa
e P2 est 
onstituée des polyn�mes 1, �, �, �2, �� et �2 
e qui 
onstitue unespa
e de dimension 6 (voir la �gure 1.2). Dans 
e 
as, on trouve le système :2666664 1 0 0 0 0 01 1 0 1 0 11 0 1 0 0 11 1=2 0 1=4 0 01 1=2 1=2 1=4 1=4 1=41 0 1=2 0 0 1=4
37777752666664 a1a2a3a4a5a6

3777775 = eiEn résolvant 
es 6 systèmes linéaires, on trouve les fon
tions de la table B.4. Pour simpli�er lesexpressions, on a posé : � = 1� � � �



L'interpolation de Lagrange 27Polyn�mes de Lagrange P2 (2D)i Li(�; �) �Li�� �Li��1 ��(1� 2�) 1� 4� 1� 4�2 ��(1� 2�) �1 + 4� 03 ��(1� 2�) 0 �1 + 4�4 4�� 4(�� �) �4�5 4�� 4� 4�6 4�� �4� 4(�� �)Tab. B.4 - Polyn�mes de Lagrange P2 sur le triangle de référen
eRemarque 2.4On peut pro
éder di�éremment et éviter 
omplètement la résolution d'un système linéaire. L'idéeest de se servir de polyn�mes de degré 1 et d'annuler la fon
tion Li(�; �) aux endroits appropriés.Pour illustrer 
e pro
essus, regardons le 3e noeud (de 
oordonnée (0; 1)) de 
et élément. La fon
tionL3(�; �) doit s'annuler aux autres noeuds. On peut dans un premier temps introduire le fa
teur �(qui s'annule aux noeuds 1, 2 et 4) et le fa
teur � � 1=2 qui à son tour s'annule aux noeuds 5 et6. La fon
tion résultante �(� � 1=2) s'annule à tous les noeuds sauf le troisième. Par 
ontre, à 
enoeud, elle vaut 1=2 
e qui bien sûr est di�érent de 1. Il su�t alors de diviser par 
ette valeur etonobtient : L3(�; �) = �(� � 1=2)1=2 = ��(1� 2�)qui est 
e que l'on avait trouvé. Ce raisonnement peut s'appliquer en toutes dimensions et on yre
ourera fréquemment. �Remarque 2.5On peut aussi 
onstruire des fon
tions d'interpolation dites hiérar
hiques. Cela 
onsiste à utiliserdes fon
tions linéaires pour les 3 sommets de l'élément et des fon
tions quadratiques sur les milieuxde 
�tés. On obtient ainsi la table :L1(�; �) = 1� � � � = �L2(�; �) = �L3(�; �) = �L4(�; �) = 4��L5(�; �) = 4��L6(�; �) = 4��



28 Annexe BCe
i 
onstitue bien également un base de P2 mais 
es fon
tions ne véri�ent pas la 
ondition B.1.Si on pose ensuite : u(�; �) = 6Xj=1 ujLj(�; �)l'interprétation des in
onnues uj n'est plus la valeur de u(x) au noeud 
orrespondant. En e�et :u(�1) = u(0; 0) = u1et 
'est également le 
as pour les 2 autres sommets. Par 
ontre :u(�4) = u(1=2; 0) = u4 + (u1 + u2)2de sorte que le degré de liberté asso
ié au quatrième noeud s'interprète par la relation :u4 = u(�4)� (u1 + u2)2 = u(�4)� (u(�1) + u(�2)2et l'interprétation des in
onnues (éventuellement des degrés de liberté) est plus déli
ate. Il faudraêtre prudent lors de l'imposition des 
onditions aux limites essentielles si on utilise de telles bases.�B.2.2 Sur les quadrilatèresNous utiliserons l'espa
e Qk sur l'élément de référen
e [�1; 1℄2. Il est fa
ile de 
onstruire unebase pour 
et espa
e puisqu'il su�t de faire le produit 
artésien des ensembles 1; �; �2; � � � ; �k et1; �; �2; � � � ; �k.Polyn�me de degré 1 (Q1)Le 
as le plus simple est bien sûr Q1 dont la dimension est 4. Une base possible est 1; �; �; ��. Ilnous faut don
 4 points d'interpolation et les 4 
oins semblent un 
hoix idéal (voir la �gure 1.3). Onobtient les 4 fon
tions de Lagrange toujours de la même façon et nous nous limiterons à les lister.



L'interpolation de Lagrange 29Polyn�mes de Lagrange Q1 (2D)i Li(�; �) �Li�� �Li��1 14(1� �)(1� �) �14 (1� �) �14 (1� �)2 14(1 + �)(1� �) 14(1� �) �14 (1 + �)3 14(1 + �)(1 + �) 14(1 + �) 14(1 + �)4 14(1� �)(1 + �) �14 (1 + �) 14(1� �)Tab. B.5 - Polyn�mes de Lagrange Q1 sur le 
arré de référen
eRemarque 2.6Tout 
omme pour le 
as triangulaire, on pourrait penser 
hoisir 
omme points d'interpolation les 4milieux de 
�tés soit les points (0;�1), (1; 0), (0; 1) et (�1; 0). Ce qui semble naturel ne fon
tionnepas toujours. En e�et, en se servant en
ore i
i de la base 1, �, � et ��, la matri
e du système B.2s'é
rit : 264 1 0 �1 01 1 0 01 0 1 01 �1 0 0 375et est singulière. La solution n'est don
 pas unique et on peut fa
ilement le 
onstater puisque lesfon
tions 0 et �� sont toutes deux des fon
tions de Q1 qui prennent les mêmes valeurs (0) aux milieuxdes 
�tés. On ne peut don
 pas 
hoisir 
es points d'interpolation pour 
onstruire des appproximationsnon 
onformes, 
ontrairement à 
e que nous avons fait sur les triangles. �Polyn�me de degré 2 (Q2)La dimension de l'espa
e Q2 est 9 et il semble naturel de 
hoisir les points illustrés sur la�gure 1.3. On 
onstruit ainsi les polyn�mes de Lagrange de la table B.6.
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Polyn�mes de Lagrange Q2 (2D)i Li(�; �) �Li�� �Li��1 14(1� �)�(1� �)� 14(1� 2�)(1 � �)� 14(1� �)�(1� 2�)2 �14 (1 + �)�(1� �)� �14 (1 + 2�)(1 � �)� �14 (1 + �)�(1� 2�)3 14(1 + �)�(1 + �)� 14(1 + 2�)(1 + �)� 14(1 + �)�(1 + 2�)4 �14 (1� �)�(1 + �)� �14 (1� 2�)(1 + �)� �14 (1� �)�(1 + 2�)5 �12 (1� �2)(1� �)� ��(1� �) �12 (1� �2)(1� 2�)6 12(1 + �)�(1� �2) 12(1 + 2�)(1 � �2) (1 + �)��7 12(1� �2)�(1 + �) ���(1 + �) 12(1� �2)(1 + 2�)8 �12 �(1� �)(1 � �2) �12 (1� 2�)(1 � �2) �(1� �)�9 �(1� �2)(1� �2) �2�(1� �2) �2(1� �2)�Tab. B.6 - Polyn�mes de Lagrange Q2 sur le 
arré de référen
e



L'interpolation de Lagrange 31Polyn�mes de Lagrange P1 (3D)i Li(�; �) �Li�� �Li�� �Li��1 1� � � � � � �1 �1 �12 � 1 0 03 � 0 1 04 � 0 0 1Tab. B.7 - Polyn�mes de Lagrange P1 sur le tétrahèdre de référen
eB.3 Interpolation en dimension 3B.3.1 Sur les tétrahèdresEn dimension 3, on utilise les mon�mes suivants pour établir la base de l'approximation :P0 : 1P1 : �; �; �;P2 : �2; �2; �2; ��; ��; ��;P3 : �3; �3; �3; �2�; �2�; �2�; �2�; �2�; �2�; ���;De manière similaire à 
elle présentée dans le 
as bidimensionnel (voir la �gure 1.4), on montreaisément que pour les fon
tions de Lagrange de degré 1, on a le tableau B.7.
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Annexe CL'intégration numériqueL'intégration numérique est une 
omposante essentielle de toute méthode d'éléments �nis. S'il esttoujours préférable d'utiliser l'intégration exa
te lorsque 
ela est possible, on doit toutefois re
ourirfréquemment à l'intégration numérique si on souhaite développer des méthodes d'éléments �nisrelativement générales.Tout 
omme pour l'interpolation de Lagrange, nous ferons le développement des di�érentesformules d'intégration numérique sur les éléments de référen
e puique 
'est là que sont e�e
tuéestoutes les intégrales en éléments �nis.C.1 En dimension 1Nous 
hoisissons l'intervalle d'intégration [�1; 1℄ qui est l'élément de référen
e pour les problèmesen dimension 1. Nous avons vu au 
hapitre ?? 
omment passer d'un élément quel
onque à 
et élémentde référen
e à l'aide du 
hangement de variable ??.On 
her
he à évaluer une expression de la forme :I = Z 1�1 g(�)d� (C.1)En éléments �nis, la fon
tion g(�) fait intervenir les fon
tions d'interpolation  ̂i(�) et leurs dérivéesainsi que les propriétés physiques du problème. Par exemple, on doit évaluer :Z 1�1 p�(xK1 + xK2 ) + hK�2 �  ̂j(�) ̂i(�)hK2 d�qui est bien de la forme C.1. Dans la plupart des programmes d'éléments �nis, on utilise les qua-dratures de Gauss qui 
onsistent à appro
her l'intégrale C.1 par une expression de la forme :Z 1�1 g(�)d� ' mGXi=1 wig(�i) (C.2)33



34 Annexe Cqui soit la plus pré
ise possible.Dé�nition 3.1L'expression C.2 est appelée quadrature de Gauss à mG points. Les �i sontappelés points d'intégration, tandis que les 
oe�
ients wi sont les poidsd'intégration.On 
hoisit les points et les poids d'intégration de façon à 
e que la quadrature C.2 soit exa
tepour les polyn�mes de degré le plus élevé possible. De toute éviden
e, les points d'intégration �idoivent tous être distin
ts les uns des autres et les poids d'intégration doivent être non nuls.Théorème 3.2La quadrature de Gauss à mG points C.2 est exa
te pour les polyn�mes de degré (2mG � 1) et leterme d'erreur de 
ette approximation est donné par :22mG+1(mG!)4(2mG + 1)((2mG)!)3 g(2mG)(�) où � 2 [�1; 1℄ } (C.3)F La table C.1 résume les premières quadratures de Gauss en dimension 1 (voir Fortin, réf. [?℄).La dernière 
olonne de 
ette table fournit le degré des polyn�mes pour lesquels la quadrature deGauss est exa
te et qui vaut 2mG � 1. C'est 
e que l'on appelle le degré de pré
ision de la formulede quadrature. En pratique, on 
hoisit le nombre de points de Gauss mG en fon
tion des intégralesque l'on doit évaluer.Exemple 3.1On veut évaluer : I = Z +1�1 �2 + � dtIl s'agit i
i d'un problème très simple mais qui illustre bien 
e qui peut se produire. La fon
tionà intégrer est polyn�miale et une quadrature de Gauss adéquate permettra d'évaluer l'intégraleexa
tement. Puisqu'il s'agit d'un polyn�me de degré 2, la quadrature de Gauss à 2 points (mG = 2)su�ra puisqu'elle est exa
te pour des polyn�mes de degré jusqu'à 3 (2mG � 1). On a en e�et :I = w1(�21 + �1) + w2(�22 + �2)= 1 �(�0,577 350 262 918 9625)2 + (�0,577 350 262 918 9625)�+1 �(+0,577 350 262 918 9625)2 + (+0,577 350 262 918 9625)�= 2=3soit la valeur exa
te de l'intégrale. �



L'intégration numérique 35Quadrature de Gauss (1D)mG Points d'intégration Poids d'intégration Degré de�i wi pré
ision1 0 2 12 �0,577 350 262 918 9625 1 3+0,577 350 262 918 9625 13 �0,774 596 669 241 483 0,555 555 555 555 556 50,0 0,888 888 888 888 889+0,774 596 669 241 483 0,555 555 555 555 5564 �0,861 136 311 594 052 0,347 854 845 137 454 7�0,339 981 043 584 856 0,652 145 154 862 545+0,339 981 043 584 856 0,652 145 154 862 545+0,861 136 311 594 052 0,347 854 845 137 4545 �0,906 179 845 938 664 0,236 926 885 056 189 9�0,538 469 310 105 683 0,478 628 670 499 3650,0 0,568 888 889 888 889+0,538 469 310 105 683 0,478 628 670 499 365+0,906 179 845 938 664 0,236 926 885 056 189Tab. C.1 - Intégration numérique sur l'intervalle de référen
eExemple 3.2On a : Z �20 sinxdx = �22 Z 1�1 sin��(� + 1)4 � d�La quadrature de Gauss à 2 points donne l'approximation :Z �20 sinxdx ' �4 �sin��(�1 + 1)4 �+ sin��(�2 + 1)4 ��= �4 (sin(0,331 948 322) + sin(1,238 848 005))= 0,998 472 614Si on tient 
ompte du fait que l'on a évalué la fon
tion sinx en seulement deux points, 
e résultat



36 Annexe Cest d'une pré
ision remarquable. Par ailleurs, la formule à trois points donne :Z �20 sinxdx ' �4 �w1 sin��(�1 + 1)4 �+ w2 sin��(�2 + 1)4 �+ w3 sin��(�3 + 1)4 ��= �4 ((0,555 555 556) sin(0,177 031 362)+ (0,888 888 889) sin(0,785 398 164)+ (0,555 555 556) sin(1,774 596 669))= 1,000 008 1821�C.2 En dimension 2 ou 3C.2.1 Sur les quadrilatèresC'est le 
as le plus simple puisque l'on peut utiliser dire
tement les te
hniques d'intégrationnumériques développées en dimension 1. Puisque dans 
e 
as nous avons 
hoisi le 
arré [�1; 1℄2
omme élément de référen
e, il su�t de 
onstater que :Z 1�1�Z 1�1 g(�; �) d�� d� ' Z 1�1 mGXi=1 wig(�i; �)! d� = mGXi=1 wi Z 1�1 g(�i; �) d� ' mGXi=1 mGXj=1wiwjg(�i; �j)(C.4)En quelque sorte, l'intégration numérique en dimension 2 sur le 
arré [�1; 1℄2 
onsiste don
 à utiliserles formules obtenues en dimension 1 pour 
ha
une des variables. Il en est de même en dimension 3sur le 
ube de référen
e [�1; 1℄3 et on obtient de manière similaire :Z 1�1 Z 1�1 Z 1�1 g(�; �; �) d�d�d� ' mGXi=1 mGXj=1 mGXk=1wiwjwkg(�i; �j ; �k) (C.5)Remarque 3.7Il n'y a don
 dans 
e 
as nul besoin de développer des méthodes d'intégration numérique parti
ulière.Si la fon
tion à intégrer est un polyn�me appartenant à l'espa
e Qk, 
'est-à-dire un polyn�me dedegré k en 
ha
une des variables d'espa
e, il su�t de 
hoisir une quadrature de Gauss en dimension1 qui soit exa
te pour les polyn�mes de degré k et utiliser les formules C.4 ou C.5. �



L'intégration numérique 37C.2.2 Sur les trianglesLes formules d'intégration numériques sont plus di�
iles à obtenir sur les triangles. On ne peutplus utiliser dire
tement les formules en dimension 1. Le tableau C.2 fournit quelques unes desquadratures dites de Hammer.On passe d'un triangle quel
onque au triangle de référen
e à l'aide de la transformation 1.7. Onutilise ensuite la relation :Z 10 Z 1��0 g(�; �) d�d� = Z 10 Z 1��0 g(�; �) d�d� 'Xi wig(�i; �i)où les wi, �i et �i sont donnés dans la table C.2.C.2.3 Sur les tétrahèdresSur les tétrahèdres, il faut généralement utiliser en
ore plus de points d'intégration. La table C.3donne quelques une des formules de Hammer en dimension 3.



38 Annexe CQuadrature de Hammer (2D)Coordonnées des points d'intégration Poids Degré ded'intégration pré
isionmG �i �i wi1 +0,333 333 333 333 3333 +0,333 333 333 333 3333 +0,500 000 000 000 0000 13 +0,666 666 666 666 6667 +0,166 666 666 666 6667 +0,166 666 666 666 6667 2+0,166 666 666 666 6667 +0,666 666 666 666 6667 +0,166 666 666 666 6667+0,166 666 666 666 6667 +0,166 666 666 666 6667 +0,166 666 666 666 66674 +0,333 333 333 333 3333 +0,333 333 333 333 3333 �0,281 250 000 000 0000 3+0,200 000 000 000 0000 +0,200 000 000 000 0000 +0,260 416 666 666 6667+0,200 000 000 000 0000 +0,600 000 000 000 0000 +0,260 416 666 666 6667+0,600 000 000 000 0000 +0,200 000 000 000 0000 +0,260 416 666 666 66676 +0,108 103 018 168 070 +0,445 948 490 915 965 +0,111 690 794 839 0055 4+0,445 948 490 915 965 +0,108 103 018 168 070 +0,111 690 794 839 0055+0,445 948 490 915 965 +0,445 948 490 915 965 +0,111 690 794 839 0055+0,816 847 572 980 459 +0,091 576 213 509 771 +0,054 975 871 827 6610+0,091 576 213 509 771 +0,816 847 572 980 459 +0,054 975 871 827 6610+0,091 576 213 509 771 +0,091 576 213 509 771 +0,054 975 871 827 661012 +0,873 821 971 016 996 +0,063 089 014 491 502 +0,025 422 453 185 1035 6+0,063 089 014 491 502 +0,873 821 971 016 996 +0,025 422 453 185 1035+0,063 089 014 491 502 +0,063 089 014 491 502 +0,025 422 453 185 1035+0,501 426 509 658 179 +0,249 286 745 170 910 +0,058 393 137 863 1895+0,249 286 745 170 910 +0,501 426 509 658 179 +0,058 393 137 863 1895+0,249 286 745 170 910 +0,249 286 745 170 910 +0,058 393 137 863 1895+0,636 502 499 121 399 +0,310 352 451 033 785 +0,041 425 537 809 1870+0,636 502 499 121 399 +0,053 145 049 844 816 +0,041 425 537 809 1870+0,310 352 451 033 785 +0,636 502 499 121 399 +0,041 425 537 809 1870+0,310 352 451 033 785 +0,053 145 049 844 816 +0,041 425 537 809 1870+0,053 145 049 844 816 +0,310 352 451 033 785 +0,041 425 537 809 1870+0,053 145 049 844 816 +0,636 502 499 121 399 +0,041 425 537 809 187016 +0,333 333 333 333 333 +0,333 333 333 333 333 +0,072 157 803 838 8935 8+0,081 414 823 414 454 +0,459 292 588 292 723 +0,047 545 817 133 6425+0,459 292 588 292 723 +0,081 414 823 414 454 +0,047 545 817 133 6425+0,459 292 588 292 723 +0,459 292 588 292 723 +0,047 545 817 133 6425+0,658 861 384 496 480 +0,170 569 307 751 760 +0,051 608 685 267 3590+0,170 569 307 751 760 +0,658 861 384 496 480 +0,051 608 685 267 3590+0,170 569 307 751 760 +0,170 569 307 751 760 +0,051 608 685 267 3590+0,898 905 543 365 938 +0,050 547 228 317 031 +0,016 229 248 811 5990+0,050 547 228 317 031 +0,898 905 543 365 938 +0,016 229 248 811 5990+0,050 547 228 317 031 +0,050 547 228 317 031 +0,016 229 248 811 5990+0,008 394 777 409 958 +0,263 112 829 634 638 +0,013 615 157 087 2175+0,008 394 777 409 958 +0,728 492 392 955 404 +0,013 615 157 087 2175+0,263 112 829 634 638 +0,008 394 777 409 958 +0,013 615 157 087 2175+0,263 112 829 634 638 +0,728 492 392 955 404 +0,013 615 157 087 2175+0,728 492 392 955 404 +0,008 394 777 409 958 +0,013 615 157 087 2175+0,728 492 392 955 404 +0,263 112 829 634 638 +0,013 615 157 087 2175Tab. C.2 - Intégration numérique sur le triangle de référen
e



L'intégration numérique 39
Quadrature de Hammer (3D)Coordonnées des points d'intégration Pointsd'intégration�i �i �i wiFormule à 1 point, degré de pré
ision = 1+0,250 000 000 000 000 +0,250 000 000 000 000 +0,250 000 000 000 0000 +0,166 666 666 666 6667Formule à 4 points, degré de pré
ision = 2+0,138 196 601 125 0105 +0,138 196 601 125 0105 +0,138 196 601 125 0105 +0,041 666 666 666 6667+0,138 196 601 125 0105 +0,138 196 601 125 0105 +0,585 410 196 624 9685 +0,041 666 666 666 6667+0,138 196 601 125 0105 +0,585 410 196 624 9685 +0,138 196 601 125 0105 +0,041 666 666 666 6667+0,585 410 196 624 9685 +0,138 196 601 125 0105 +0,138 196 601 125 0105 +0,041 666 666 666 6667Formule à 16 points, degré de pré
ision = 4+0,771 642 902 067 2371 +0,076 119 032 644 254 30 +0,076 119 032 644 254 30 +0,008 395 632 350 020 469+0,076 119 032 644 254 30 +0,771 642 902 067 2371 +0,076 119 032 644 254 30 +0,008 395 632 350 020 469+0,076 119 032 644 254 30 +0,076 119 032 644 254 30 +0,771 642 902 067 2371 +0,008 395 632 350 020 469+0,076 119 032 644 254 30 +0,076 119 032 644 254 30 +0,076 119 032 644 254 30 +0,008 395 632 350 020 469+0,119 700 527 797 8019 +0,071 831 645 267 669 25 +0,404 233 913 467 2644 +0,011 090 344 772 215 398+0,119 700 527 797 8019 +0,404 233 913 467 2644 +0,071 831 645 267 669 25 +0,011 090 344 772 215 398+0,119 700 527 797 8019 +0,404 233 913 467 2644 +0,404 233 913 467 2644 +0,011 090 344 772 215 398+0,071 831 645 267 669 25 +0,119 700 527 797 8019 +0,404 233 913 467 2644 +0,011 090 344 772 215 398+0,071 831 645 267 669 25 +0,404 233 913 467 2644 +0,119 700 527 797 8019 +0,011 090 344 772 215 398+0,071 831 645 267 669 25 +0,404 233 913 467 2644 +0,404 233 913 467 2644 +0,011 090 344 772 215 398+0,404 233 913 467 2644 +0,119 700 527 797 8019 +0,071 831 645 267 669 25 +0,011 090 344 772 215 398+0,404 233 913 467 2644 +0,119 700 527 797 8019 +0,404 233 913 467 2644 +0,011 090 344 772 215 398+0,404 233 913 467 2644 +0,071 831 645 267 669 25 +0,119 700 527 797 8019 +0,011 090 344 772 215 398+0,404 233 913 467 2644 +0,071 831 645 267 669 25 +0,404 233 913 467 2644 +0,011 090 344 772 215 398+0,404 233 913 467 2644 +0,404 233 913 467 2644 +0,119 700 527 797 8019 +0,011 090 344 772 215 398+0,404 233 913 467 2644 +0,404 233 913 467 2644 +0,071 831 645 267 669 25 +0,011 090 344 772 215 398Tab. C.3 - Intégration numérique sur le tétrahèdre de référen
e


