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Le modeéle : Lions-Temam-Wang, Lewandowski, Mohammadi-Pironneau

Modeéle de turbulence : Reynolds Averaged Navier-Stokes (RANS)

@ Dans Q;, ie{1,2}

Equation de Stokes —V - (ai(k)Vu;) + grad p; = f;,
Incompressibilité V-u; =0,
Equation dECT  — V- (7i(k)Vk) = ci(ki)|Vu,[2.

@ Sur la frontiére I, u, =0, et k=0.

@ Sur linterface air-mer I : k; = Aju; — uj|?, et
Oz/(k,')aniu,‘ — pin; + K,’(U/ — u,)|u; — l.l/| =0.

Données du probléme

@ Q; borné, convexe ou C"', et dQ;, =T, UT

@ Les coefficients de diffusion et viscosité turbulente a;, v; > v >0 € W',
@ )\, x; > 0 : coefficient de friction.

@ f; € [%(Q)° : terme source.
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Notations

@ Espace des vitesses : X; = {v; € H' (Q,)d; Vi|r, = 0},

@ Espace des pressions : L3(Q/) = {g; € L?(Q), telle que / g =0},
Q;
@ EspacedesECT: Y= {k € W' (Q);kilr, = 0}, ol

+l:1, et r>d.
r/

~| =
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Analyse du modeéle par Bernardi, Chacon, Lewandowski, Murat (02)

o1 1
Y(Vi, i, 1) € Xi x L3(Q:) x W, (), ol =1 etr>d

/ a,-(k;)Vu,- -Vv; — / V-vipi+ Hi/ ‘U,’ = Uj|(Ui — Uj)Vi = / fivi,
Q; Q; r Q;

et /V~u,-q,-=0.
Q;

Kir, = 0, et kir = Alus — ugl?, et / (k) Vo =/ i (k) Vi .
Q :

Q;

@ |Vu® € L'()?
@ Couplage des 2 fluides par [ |u; — w|(u; — u))v;, Kilr = Ajuy — Uz 2,

@ Couplage des équations par |Vu;[?, a; et .
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Schéma Numérique

|
N

k" donnée, = u™' et p’, Yv e X,
/ ai(kMywvul™! -Vv;—/ V-vplt +m,-/|u§’+1 —u N =]y :/ fiv;,
Q; Q; r Q;
et / vV-ul'g=0, Vvgel5).
u™', pl'données, = Kk"™'?  k™'|r, =0, K"'|r =AU —ugt'?
et / iKYV Vi = / a(KDIVUT R o, Yy € WET(S).
Q; Q;

Difficultés

N
| A\

n+1 n+1 n+1

i U (U — Vi,

@ couplage a l'interface par le terme/|u

@ la fonction test ¢ est nulle sur tout 99,
@ production de I'énergie cinétique turbulente : [u7™" —uj ™" sur T.

.
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Convergence des suites (uf'), et (k”),

Théoréme

Si la suite (u", k™), est bornée dans W'3+¢(Q,)¢ x W'3(Q;) par M, alors il existe une

constante C(S;, i, i, ki, M, f;), telle que si K = g < 1, le schéma est contractant,
dans le sens suivant

2 2
DIV —ul)log, S KD IIVK — K Dllosy, et
i i=1

2 2
DNV = kDllog, < KD IIV(K =K llo-
i i=1
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Idées de la preuve

Stokes

Fonction test v; = u’' — uf, et on somme sur i = 1,2 = découplage des “deux
fluides” grace a la relation

S s )~ o - s - up)| [u g - (- up)| >0

|

2 2
Et on obtient larelation |[V(ul*" —uf)[lo < K> |IV(K" — k' )lo-
i=1 i=1

A

Energie cinétique turbulente (ECT)

@ Introduction du relévement harmonique

Ri: HYA(N) — H'(Q), Vne HYA(T), Ri(n) € H' (),
— ARi(n) =0dans Q;, Ri(n)lr=0, etR")r, =n.

@ ¢ =k'"" — k' — Ri(k"' — k") = la fonction test choisie.
@ La production d’ECT a l'interface —> estimation de

[ Ui —udt2 — uf — ug?| W2 O fonction de ||k — k™| o.
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Estimation de || [uf*! — up*™"|2 — |u] — uj? [rces

@ On écrit U —ult R — u? — ] e =
Hoo (1)
e —un - 2 -] [ up - 7 ) |
/2
HOO )
@ En suite,
| - - @5 - wp)| [ su) - g+ )] o
(r)

( n+1+u1) ( f7+1+u2)

< CH(u”+1 —uf) — (U5 —uj)

Hog (1)
@ Enfin, on applique la continuité des opérateurs de trace.

Il reste a prouver la convergence de la pression
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Convergence de (p/"),

Théoreme (pression)
Soitf; € [3(Q ) on suppose qu'il existe une constante M > 0, telle que
[u?llwie0,@ < M, alors il existe une constante C(S, ai, i, M), telle que si

K = o< 1, la suite (p)» est de Cauchy dans L?(;). De plus, on a

anm*‘ "*1|\O<C[Z||Vk"+‘ kD) B+

i=1

2
m+1 m+1 m+1 m-+1 n+1 n+1 n+1 n+1
e Bl ) I
L2 (r)d
La preuve est basée sur
" . Jo,V-vig
@ la condition Inf-Sup suivante ;= inf sup

GELE(Q) vieX; Hq/HLZHVIHH‘ ’
@ la convergence de (u7, k")

@ et la continuité de l'injection canonique ~ : Hz (N — L3(IN).
Conclusion : le schéma proposé est convergent.
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Théoreme (Unicité)

Sous les conditions du Théoréeme de convergence, si il existe deux solutions du
probléeme du couplage océan-atmosphere

U, 0 e W'=(Q)? x L2(Q) x W'3(Q)), e>0,

ou U= (u;,pk) et U= (aj, pi, /_(,'), alors U = U,‘.

Preuve
Mémes techniques et étapes utilisées pour montrer la convergence —-

| A\

2 2 2 2
SOV —k)llo < KD VK= K)llo, D IIV(W —T)llo < K> IV (ki = K)llo-
i= i=

i=1 i=1

CommeK <1 = u;=u,etk=Fk, ic{12}.
Enfin, la condition Inf-sup = p; = pi.

N
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(uj, pi, ki) est une solution du modeéle

Théoréme (Limite)

Sous les conditions du Théoreme de convergence, la suite (uj, pj', k"), converge vers
une solution (u;, pi, ki) du modele du couplage océan-atmosphere .

Idées de la preuve

@ inégalités de Cauchy-Schwarz, Hélder, Poincaré, Poincaré-Friedrichs...,
@ injections de Sobolev,

@ la densité de I'espace D(Q2) dans W, (Q),

o

)

la continuité des opérateurs de trace : v : W'P(Q) — W“fl)’p(aﬂ),

pour ki|r = AJu; — U2 : onécrit = A|(uy — u2) - (Uy + Up)|,...
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Méthodes spectrales : cottlieb-0rszag, 70

@ Approximation de la solution par des polyn6mes de haut degré

Utilisation de base tensorisée de polynémes orthogonaux, (Legendre)

@ On a choisi 'approche Galerkin, avec intégration numérique (quadrature de
Gauss-Lobatto : )
trouver us € Hs, t.q Vv € Hs, a(us, vs) = £(vs),
Ny, Ny, Nz
@ Hs =Pn, @ Py, @ Pn,, Us = Z Uik Li(x)Li(y) Lk (2),
i.j,k=0
@ Les matrices obtenues ne sont pas creuses = résolution par des méthodes
itératives (gc, bigc...) : calcul direct du produit matrice x vecteur
e complexité algorithmique réduite & O(N+"),
@ économie de stockage mémoire.
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Quelques méthodes spectrales dans des domaines
complexes

@ Décomposition de domaine en sous-domaines : Eléments spectraux :
BERNARDI-MADAY,...

@ Utilisation d’éléments courbes :

@ les transformations de GORDON-HALL,
o utilisation en méthodes spectrales MADAY-R@NQUIST,

@ CANUTO-HUSSAINI-QUARTERONI-ZANG.
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Description de la nouvelle méthode

Espace discret

Espace discret : Hs = Py, ® Py, ® Pn,= Ensemble des polynémes de degré < Ny,y,-

dans chaque direction .

Notre méthode repose sur deux idées

@ traitement des CL de Dirichlet par pénalisation (méthode de Nitsche) :

remplacer la condition au limite de Dirichlet sur 0%,

1 ou 1
u=g par *U+ﬁ gg,

@ et approximation de la géométrie :

Q =ULyD;, ou D; sont des pavés, (par exemple : octree)
Donc, approcher Q par:  Qn, = UZ,D;.
=

e colt dépend du niveau de I'octree m, et
e Perte d'orthogonalité de la base (pb de conditionnement).
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Evaluation des intégrales

Exemple : le probléme/VUAVv:/fv
Q Q

— évaluer les Vu-Vv = fv, 0 < i < m, avec la formule de
D; D;
Gauss-Lobatto-Legendre,

Création d’'un maillage de triangles (T;); de 012,

ensuite, évaluation des | f grace a une formule de quadrature .
T
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Erreurs de projection et estimations a priori

Théoreme (Projection)

Soit Q un ouvert connexe de R, t.q 9Q est de C™ ", et soit u € H™(Q), alors il
existe une constante c(2, m) > 0, telle que

[|lu— nSI;lIUHLZ(Q) < eN™"||ullpmiy), et (1)

llu = MUl @y < N~ Ul mgey. ()

La preuve est basée sur
@ Mettre Q dans un pavé P

@ les estimations d’erreurs d’approximation polynémiale sur des domaines
tensoriels, Bernardi-Maday

@ le Théoréme d’extension linéaire Guilbarg-Trudinger,
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Conditions aux limites naturelles

Considérons le probléme variationel suivant : Vv € H'(Q),

d
ou ov
a(u, v):/ﬁaouv—&—Z/a,,a—XlaXI bo uv,

o0

Et soit le probléme approché : Vg € Hs = (Pn)®,  a(us,q) = £(q).

Théoreme

Soit Q un ouvert connexe de R?, tel que 99 est C*'. Siu € H™(Q), il existe une
constante ¢(Q2, m, a) > 0, telle que

k) —
[Ju =t < N[ ul|m(a)

En outre si Q est convexe ou C'!
[lu—u HL2 @ < N""[[ul[ma)

La preuve se base sur
@ le Théoréme de projection (22 quelconque),
@ le Lemme de Céa
@ l'argument de dualité d’Aubin-Nitsche (pour 'erreur £2).
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Conditions aux limites de Dirichlet : Pénalisation
(Méthode de Nitsche)

ue H(Q) et u. e H'(Q), tels que,

m [ =

-/i)Q u-w = 4(w)

Vv e H(Q), a(u,v)=4v), et YweH' (Q), a(u.,w)+

Théoreme (Nitsche,Babuska)

On a les estimations d’erreur suivantes
ou ou
lue — Ul < CVe|| 5= [|Ue — Ull290) < €
@ n||2p0) o) an 12(09)
ou
et ||U5_UHL2( <CE
an L2( an)

La preuve est basée sur
@ la convergence forte u. — u, dans H‘(Q) (Aubin, Lions, Maury, etc....),

@ écrire [, V(u—u.) - Vv+1 [ (u—u)v=[,fv+ [,5,
@ I'argument de dualité d’Aubin-Nitsche, pour I'erreur L.
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Estimations a priori

(P) ue H)(Q) et (P.) u° € Hs, tels que,
Vv e Hy(Q), a(u,v)= /fv et WV e Hs, a(u;f,v‘s)+1g/ u"vé_/fv
Théoréme

Soit Q un ouvert connexe de R?, dont le bord Q est de C*', et soit f € H™ (). Si
ue H™(Q), il existe c(Q2, m) > 0, telle que
(2 aﬂ))7

llu— US|IH1(Q)§ C<N1im||f|\Hm 2(q
12( an)
@ [ju-— U(ESHH1,L2 <lud - Uel |t 2 + [|Ue — Ul 12,

@ UeH™ = u. € H™, et ||l — uc||y 12 < N7 "||Uc||m, o € {0,1},
o HUS_UHH1,L2 §C1€1_W||U€H,‘.{m7 fy:O,%.

|
’

8n

en outre si Q est convexe ou C"' alors
lu=6Elo< o(N ey + |52
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Mise en ceuvre 1/2

FreeFEM3D

@ Code C++ de la famille freefem

@ résolution par éléments finis de Pb 3D (scalaires, vectoriels, ...)

e langage utilisateur proche des mathématiques permettant I'écriture
facile d’algorithmes complexes

e formulation faible ou forte dans le langage

@ Géométrie
@ en non structuré : maillage fournit par I'utilisateur
e par domaines fictifs (pénalisation pour Dirichlet) : utilisation de CSG

Obijectifs (cahier des charges)

@ Intégrer la méthode spectrale a FreeFEM3D :

o passage de EF a Spectrale transparent pour I'utilisateur,
e permettre le mélange de EF et Spectrale pour un méme calcul
@ Résolution dans des domaines tensoriels et non-tensoriels

@ P, — Pk
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Mise en ceuvre 2/2

Stratégies

@ Ecriture d'une maquette C++ 1D

@ aquisition d’expérience en vue du 3D,
@ premiers tests « non tensoriels »

@ Diviser pour régner

e implémentation d'opérateurs de base
@ mise en place de tests unitaires

Conception C++

@ Factorisation du code tensoriel/non tensoriel,

@ Interopérabilité EF et Spectrale :

o interpolation « automatique » : SpectralFunction hérite de
ScalarFunction

A,
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Laplacien

1/2

Résolution de —Au = 1 avec u = 0 sur le bord.
On approche la condition limite par : %u +Vu-n=0.

Eléments finis Spectrale

vector a=(0,0,0) ; vector b=(1,1,1) ;
vector n=(10,10,10) ;
mesh m=tetrahedrize (structured(n,a,b)) ;

femfunction u(m)=0;
solve(u) in m
{
test (v)
int[0,1,2,3,4,5] (1E3*%uxv)
+ int (grad(u) *grad(v))
= int (v) ;

}

save (vtk, "u",u,m) ;

Driss Yakoubi (UPMC)

vector a=(0,0,0) ; vector b=(1,1,1) ;
vector n=(10,10,10) ;
mesh m=spectral(n,a,b) ;

sfunction u(m)=0;
solve(u) in m
{
test (v)
int[0,1,2,3,4,5] (1E3%xu*v)
+ int (grad(u) *grad(v))
= int (v) ;

}

save (vtk, "u",u,m) ;
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2/2

Laplacien

N

VY
N S
.» 7 ,’.l,d!w.l :

A\

AR

’.7"\\74‘
v»w Whnrl%w{

24/35
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Convergence erreur L2

Convergence vers la solution analytique d’un probléeme vectoriel de la forme :

—Au =f dans Q
u =g sur o9Q. @)

001 10
Trestz_3d_Enbur —— Tesi2_3d_Erfeur_penalisaton” ——
1
0001
01
o001
00001
0001
1005
0.0001
1005
1006
1008
1007 1007
5 6 7 8 B 10 Y 2 1e07 1006 1e0s 00001 0001 001 01 1
v .
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Elasticité linéaire
Résolution en déplacement

/uzax,ujax,ijr/uzax,ujaxjv,-Jr/)\Z&X,u,-axjvj:/f-v,
o 5 o 5 o 5 Q

Q =10,5[x] — &, 3[x] — &, 3[, u = 500, A = 1000 et f = (0,0, —1)

Eléments finis 50 x 10 x 10 il Spectrale 10x5x%x5
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Stokes

—Au+gradp=0, dansQ
V-u=0 dans,

Paramétres de discrétisation et pénalisation : N = 15, ¢ = 107>,

la vitesse la pressi

S

(ul,u2,u3)
000 0149 0297 0446 0594 0743 0891 1.04

-1.00,.00
-80.9 -57.8  -347 -11.6 116 347 578 60.9

4
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Laplace

On considére le probléme aux limites suivant
—Au=3r%sin(r(x+y+2)) dansQ = UQUQs
u=sin(m(x +y+2z)) suroQ,

Qi =] —1,0[x] = 1,1[x] = 1,1, Q2 =]0,1[x] —1,0[x] —1,1],
et Qs =]0,1[x]0, 1[x] — 1,0].

0.001
5

6 7 8 9 10
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Vitesse atmosphérique 1/2

Eléments finis Spectrale

(ulx,uly,ulz)
000 0230 0459 0689 0919 115 1.38 1.61 0.00 0.160 0320 0480 0640 0799  0.959 112

(uixulyulz)
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Vitesse océanique 2/2

Eléments finis Spectrale

X

(u2x,u2y,u2z)
000 0000149 0000297 0000445 0000595 0.000743 0000852 0.00104

(u2x,u2y,u2z)
000 0000159 0000318 0000477 0.

0000795 0000955 000111
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Energie cinétique turbulente atmosphérique : valeur
de l'isosurface est 102 1/2

Eléments finis Spectrale
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Energie cinétique turbulente océanique : valeur de
I'isosurface est 2.103 2/2

Eléments finis Spectrale

Driss Yakoubi (UPMC) Analyse et mise en ceuvre de nouveaux ... 19/12/2007 32/35



Courbes de convergence

Eléments finis Spectrale

2 * T
P
B s
o1 == o1
o000 -
1008
1608
1008
1008
te10
10
e
te12
prev
seu
e
s, o 1 2 s« s & 1 85 s
4 v
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Couplage océan/atmosphére

Conclusion

@ Schéma tridimensionnel, et aussi bidimensionnel
@ Convergence exponentielle du schéma vers la solution désirée
@ Indépendant de la méthode utilisée (EF, Spectrale)

@ Hypothéses supplémentaires de régularité en 3D, mais pas en 2D

@ Algorithme semblable pour un modele d’un seul fluide turbulent

Perspectives

@ Etude de la convergence du schéma dans le cas des viscosités non bornées, de

la forme v + /7 + Kk,

@ Cas d’'une solution localement unique = Théoréme de
Brezzi-Rappaz-Raviart

@ Ajout du terme de transport : u - Vk—V - (v(k)Vk) = a(k)|Vu?
@ Réduire les hypothéeses de régularité en dimension 3 ?
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Méthode Spectrale

Conclusion

@ Code 3D Tensoriel/ Non Tensoriel (Legendre) intégré a FreeFEM3D

@ Respect du cahier des charges :
e Problémes scalaires ou vectoriels, P, — Py, elliptiques, non
symétriques, non linéaires
e Prise en main facile, couplage avec EF possible,...
@ Nouvelle méthode Spectrale dans des domaines a géométrie complexes
o Analyse numérique de la méthode
o Probleme de codt

@ Pavage de Q
@ Perte d’'orthogonalité — mauvais conditionnement

Perspectives

@ Analyse : prise en compte des erreurs de quadrature
@ Mise en place de préconditionneurs pour rendre la méthode compétitive

@ Lagrange, Eléments spectraux,...
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