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LM120 Algebre linéaire

Nombres complexes

Exercice 1 : Mettre les expressions suivantes sous la forme a + ib, avec a et b réels :
o
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Exercice 2 :Calculer le module et 'argument des nombres suivants

i, 14+i, 14+iV3, (5v2—5iv2)3, (2'5)%

1+i+i2+i3, €3, (3 + 2i)e' .

Exercice 3 : Pour quelles valeurs de z les expressions suivantes sont elle réelles : (et que valent-elles alors ?)
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Exercice 4 : Calculer les racines carrées des nombres complexes suivants :

541, —i, 7+ 4i, 4ab+ 2(a® — b?)i ol a et b sont deux réels.
Exercice 5 : Calculer sous forme cartésienne :
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Exercice 6 : Etablir les égalités :
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Exercice 7 : Résoudre dans C les équations suivantes :

22+ (1+i)z2—5i=0, —iz? —2+2-3i=0,8>-z+1=0.

Exercice 8 : Résoudre dans C I’équation :
(34 7i)2% — 8(1 4 2i)z +4(1+1i) = 0.
En déduire sans calcul les solutions de

(3 —7i)z* —8(1 — 2i)z 4+ 4(1 — i) = 0.

Exercice 9 : Nombres complexes et trigonométrie.
1. A Paide de la formule de Moivre
[cos(#) + isin(6)]" = cos(nB) + isin(nd),
calculer sin(3z) en fonction de puissances de sinx et cos(4z) en fonction de puissances de cos z.

En déduire les valeurs de sin(%) et de cos(§).



2. A T'aide des formules d’Euler pour les cosinus et sinus, linéarisez les expressions suivantes : sin5(x),
cos?(z), cos?(z), sin?(x).
En déduire les valeurs de fog sin®(z)dx, fo cos*(z)dz et fo cos?(x) sin? (z)dz.
Exercice 10 : Montrer que si z est un nombre complexe distinct de 1 et n un entier, alors
2Mt 1
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En déduire les formules suivantes (6 # 0[27]) :
ntl n+tl
me (k6) s1n( 0 %) sin () et Zcos (k0) sm( %) cos (n@) .
in () ( ) 2

Exercice 11 : Résoudre dans C les équations suivantes :

6 1+iV3 a1
z — .
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Exercice 12 : Soit z # 1 une solution de z° = 1. Montrer que o = z + % est une solution de
2?4+ —-1=0.

En déduire ’écriture cartésienne des racines cinquiemes de I'unité.
Exercice 13 :

. ’ ’ 1422’
a) Soient z et 2’ deux nombres complexes de module 1, tels que z + 2" # 0. Montrer que = 2 eR.

b) Soient z et a deux nombres complexes, tels que « # 1. Montrer que =22 € R < (Ja| =1 ou z € R).

¢) Déterminer I'ensemble des points M d’affixe z tels que %J_r

Z soit réel.
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d) Déterminer I'ensemble des points M d’affixe z tels que } soit imaginaire pur.

Structures algébriques

Exercice 1 : N étant ’ensemble des entiers naturels, on considere la loi de composition interne * sur N définie
par :
axb=a’+ b

Cette loi est-elle : commutative, associative, munie d’un élément neutre 7

Exercice 2 : Soit
G=A{fap: R—> R,z ax + b},

u (a,b) € R* x R. Montrer que G muni de la loi o de composition des fonctions est un groupe; est-il
commutatif ?

Exercice 3 : On définit sur ’ensemble A des couples d’entiers algébriques les lois + et * par :
(a,b) + (a’,V) = (a+a',b+ V)
(a,b) * (a',b") = (aa’ + bV, ab’ + ba’)
Pégalité (a,b) = (a’,V’) impliquant a = o’ et b=10".

a) Montrer que (A, 4+, *) est un anneau commutatif unitaire.

b) Déterminer les éléments de A qui ont un inverse.



