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Introduction générale

Ce mémoire comporte deux parties et deux annexes.

Dans la premiere partie, nous nous intéressons a la résolution d’'un probleme de cou-
plage océan/atmosphere, dont le modele a été proposé par LIONS-TEMAM-WANG [52]. A
ces fins, nous proposons un algorithme itératif, permettant d’approcher ce modele. La
seconde partie est consacrée a l'analyse et a la mise en ceuvre d’une nouvelle méthode

spectrale dans des domaines a géométrie complexe.

Dans 'annexe A, nous donnons une caractérisation de la constante de condition inf-
sup pour l'opérateur divergence. Enfin, en annexe B, nous montrerons une variante de la
condition inf-sup.

Premiére partie : un premier modele de couplage océan/atmosphere

Les problemes d’océanographie étudiés dans cette these sont posés aux échelles clima-
tiques, c¢’est-a-dire de tres grandes échelles de temps et d’espace. Comme 'océan constitue
une couche d’eau mince entourant la planete, les phénomenes considérés sont anisotropes.
On distingue les grandes échelles horizontales et les petites échelles verticales, qui ont
deux conséquences tres importantes :

e on suppose que 'océan est constitué d’un fluide hydrostatique, et
e on parametre les échanges turbulents verticaux dans l'océan par les seules viscosités
turbulentes verticales.

On fait I’hypothese du toit rigide qui suppose que la surface de I'océan est fixe. L’influence
de I'atmosphere sur 'océan est prise en compte par les conditions aux limites en surface
qui ne dépendent que de la vitesse du vent, que ’on suppose donnée.

Les équations considérées sont non linéaires. Parmi les non linéarités rencontrées, on
en distingue deux principales :

e les termes de couplage issus des viscosités turbulentes, et
e le terme de production d’énergie de la turbulence, couplant la vitesse a 'énergie
cinétique turbulente.

Notons qu’en général, les viscosités turbulentes ne sont pas des fonctions bornées.
En revanche, dans cette theése, on suppose qu’elles sont soit bornées, soit de la forme
v+ cvk 4 7 (voir [46], [60] et [20]). Pour l'analyse théorique, on se limite au cas ou ces
viscosités et leurs dérivées sont bornées.



2 Introduction générale

Présentation du modéle

Pour modéliser le couplage océan/atmosphere, on utilise le systeme d’équations sui-
vant, voir par exemple [7], [9], [10], [11],[47], [52], et [60].

-V - (ai(k;)Vu;) + grad p; = f; dans Q;,
V-u;, = 0dans (),
—V - (yi(ki)Vk) = a;(k;)|Vw|? dans Q;,

u, = Osurly, (1)
ki = Osurl}y,

a;(k;)On,u; — pin; + Kijw; —ujl(w; —u;) = Osur [,
ki = Au —upl? sur T

Ce modele de turbulence est issu des équations de Navier-Stokes [70], et appelé : modele
de Reynolds Averaged Navier-Stokes (RANS). Pour 1 < i < 2, u; désigne la vitesse du
fluide F;, p; est sa pression, et k; est 1’énergie cinétique turbulente (ect). a; et ~; sont
respectivement les viscosités et coefficients de diffusions turbulents des fluides Fj. \ et
k; sont deux constantes strictement positives. Le domaine €2; représente l'océan, et 2y
I’atmosphere. Les deux premiere lignes sont le systeme de Stokes dans le domaine €2;. La
troisieme ligne

—V - (i(k:) Vk;) = (k) [V,

est une équation scalaire, elle permet de calculer 1’énergie cinétique turbulente k;.
Notons que dans notre modele, nous n’avons pas tenu compte de

e la force de Coriolis,

e le terme de convection u; - Vk; dans 1’équation de I'enérgie cinétique turbulente,
e le terme de dissipation turbulente ¢ = C%E, (ou ¢ est la longueur de mélange
vertical) dans I’équation de I'enérgie cinétique turbulente,

e la variation de la densité dans la direction verticale, surtout pour ’atmosphere,

mais aussi dans certaines zones comme les eaux tropicales.
Pour la prise en compte de tous ces termes, on pourra consulter [44].

L’originalité du modele proposé dans cette these est le couplage de deux fluides turbu-
lents (ce qui est & ma connaissance, rare dans la litérature), et aussi le traitement conjoint
de toutes les non-linéarités duent aux effets de la turbulence (qui sont bien modélisés) :

e diffusion et viscosité turbulente : a; et ;,
e termes de production de I’enérgie cinétique turbulente k;,
e conditions aux limites a l'interface.

La principale difficulté mathématique de ce systeme vient du fait que son second
membre est seulement intégrable.

Pour approcher la solution de (1), nous proposons le schéma itératif suivant : connais-



sant (u?, pf, k'), trouvons (uf™, pi* k), la solution de

n n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 _
/ a; (k)Vu; .Vvi—/ Vv +/ii/|ui —u (T —u ) v = / f; v,
Q; Q r Q;

ti c LQ(QZ), —/ V- u?“ q; = 0,
Q;
(2)
et,
EPtt =0,  sur [kt = Autt —uy ) sur T
et / V(K VE T Vi = / a; (K1) Va2 ;. (3)
Qi Qi

Ce schéma est inspiré de 1’algorithme proposé par BERNARDI et AL dans [7] (méthode des
éléments finis), et [11] (méthode spectrale).

Analyse du schéma itératif

Cette premiere partie est composée de deux chapitres. Nous commencgons par 1’étude
d’un systeme d’équations modélisant I’écoulement d’un fluide turbulent. Ce modele a été
considéré au départ par MOHAMMADI-PIRONNEAU [60] d’une part, et par LEWANDOWSKI
[47] d’autre part. 11 s’écrit

—V - (a(k)Vu) + grad p = f dans €,
V-u = 0dans,
—V - (v(k)VE) = a(k)|Vul* dans Q,

u = 0surly, (4)
k = 0sur I,
a(k)Opu —pn + kuju| = Osur [,

k= Auf*sur .

Ce type de systeme est tres souvent utilisé en ingénierie ou en géophysique, voir par
exemple [25], [47] et [60].
Le schéma que nous proposons est : connaissant (u™, p*, k™), trouvons (u™*!, pn+1 gntl)

solution de
/a(k")Vu"+1~Vv—/V-Vp”+1+m/]u"+1|u"+1V:/fv,
Q Q r Q

Vq € L*(Q), —/V-u”+1q:0,
Q

et,

E" =0 sur T,

Ett = Au"™? sur T,
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ot /ﬁwwvmﬂvwz/awwwmﬂﬁg (6)
Q

Q

La convergence du schéma proposé est prouvée pour des solutions assez régulieres, quand
la viscosité turbulente v est suffisamment grande. Ainsi, en supposant que les suites (u"),,
et (k"), appartiennent respectivement, & W13t¢(Q)? (¢ > 0) et & W'3(Q), et y sont
bornées, on montre que le schéma est contractant en un certain sens. Notons que dans la
premiere section de ce premier chapitre, on montrera que dans le cas d’absence de tension
de vent a la surface, c’est-a-dire k|r = 0 sur 09, il suffit que la suite (u"), soit bornée
dans WH3(Q)? (voir Théoreme 1). En effet, en utilisant la transformation de Kirchoff, les
troisieme et derniere lignes du probleme (4)

—V - (v(k)VE) = a(k)|Vu|* dans Q,
k=0 sur 0,

s’écrivent sous la forme

—~Al=a(0)|Vul? € Lz (),
=0 sur 0.

On en déduit que la suite (k™),, est dans W'3(Q), et
1 @) < el [0l e
Dans le cas non homogene, le terme de production de I’énergie cinétique turbulente
k= Aul* surT,

pose probleme. Pour le traiter, on introduit un relevement harmonique R, et on choisit
k™ — R(k™) comme fonction test dans (6). Ceci permet de montrer que le suite (k"),, est
contractante.

Ensuite, on montre la convergence de (u™),, a partir de la relation

||11n+1 — u”||H1(Q) S C||/{5n - k’n_lHHl(Q).

Enfin, une condition de type inf-sup (montrée en Annexe B), montre que la suite (p"),
est convergente.

Le second chapitre traite le modele (1) du couplage océan/atmosphere. On montre que
le schéma (2)-(3) converge vers la solution attendue. Pour ce faire, on choisit v; = u"*! —u?
comme fonction test dans (2). Ensuite, on fait la somme sur ¢ = 1,2. On supprime ainsi
la dépendance au terme de couplage a l'interface, a savoir

2
3 / (™ — ™) (! — ) —u?] (uf - w) (- up), VI<i# <2,
=1

voir Lemme 2. C’est la raison principale qui nous a conduit a considérer cet algorithme,
car le terme qui provient du couplage a l'interface dans le schéma proposé par BERNARDI
et AL dans [11], fait apparaitre aussi I'itérée u?’ ', c’est a dire

7

2
E:/XW?—uﬂﬁﬁH—UTU—hﬁA—uyﬂﬁﬁ—u@)OﬁH—uﬁ,V1§i%j§Z
i=1 /T



cette quantité est tres difficile a traiter.
En considérant notre algorithme, nous obtenons une relation de type

2 2
D I =) < ¢ YR = F 7 e
i=1 =1

L’étape suivante consiste a montrer que la suite (k7'), est contractante. On introduit
alors 'opérateur de relevement harmonique R;, définit comme suit, pour tout ¢ = 1,2

Ry Hiy(T) — H'(2)
n— R, et vérifie
—AR; =0 dans €,
R, =n sur I';,
R, =0 sur I'.

Ensuite, pour tout ¢ = 1,2, on choisit ¢; = k'"t* — kP — R;(k]"*! — k) comme fonction test
dans I’équation (3). En raison du terme de production de ’énergie cinétique turbulente a
I'interface k; = A |u; — uz|2 sur I', il est necéssaire d’estimer la quantité

On utilise alors le Théoreme 7, voir par exemple V.GIRAULT-P.-A.RAVIART [39], Corol-
laire 1.1 et aussi P.GRISVARD [41].

Enfin, on montre que la suite (p}'), est de Cauchy, en utilisant une variante de la
condition inf-sup (voir annexe B). De plus, pour tout n,m € N, on a

2
B en fonction de Z kP — ]C?_lHHl(Qi)-
Hgo (1) i=1

n+1 n+1|2

luf™ —uy - |u71‘—u’2’|2

2 2
Dol —prt ey {HUQ"“ = o) + K = B @)
i=1 i=1

+ || [uf = et

2
L3/2(F):| '

On montre aussi que la limite obtenue est une solution du probleme de départ, voir
Théoreme 11. Pour finir ce chapitre, on vérifie que sous les hypotheses du Théoreme 9, la
solution est unique, voir Théoreme 12.

Conclusion : On conclut que le schéma que nous proposons dans cette these

e converge exponentiellement pour des viscosités assez grandes, car (kI'),, est contrac-

tante,

e converge vers l'unique solution du probleme de départ, pour des viscosités assez
grandes,

e la convergence ne dépend pas de la méthode choisie : éléments finis ou spectrale par
exemple,

e est tridimensionnel. Sachant qu’en 2D, on a besoin de moins d’hypotheses pour qu’il
converge.
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Dans la seconde partie, nous mettons en ceuvre cet algorithme en deux méthodes
numeériques
e méthode des éléments finis, en utilisant le logiciel freefem3d,
voir http://www.freefem.org/f£3d,
e une nouvelle méthode spectrale, basée sur une technique de domaines fictifs utilisée
dans [30], que nous avons mise en ceuvre, et ensuite implémentée dans le logiciel
freefem3d.

Seconde partie : nouvelle méthode spectrale

On rappelle les principales propriétés de la méthode spectrale dans des domaines ten-
soriels : la base utilisée est la famille formée par les polynomes de Legendre. On propose
une nouvelle approche de cette méthode dans des domaines en géométrie plus complexe
(non tensorielle). Cette méthode s’appuie sur deux idées : un traitement des conditions aux
limites de Dirichlet par pénalisation, et une approximation de la géométrie du domaine {2
par un pavage en parallélépipedes.

e Premiére idée : traitement des conditions aux limites. On remplace la condi-
tion de Dirichlet © = ¢ sur le bord 052, par les conditions de Robin. Cette méthode
est due a NITSCHE [63], (on pourra aussi consulter [45]). Dans le cas du Laplacien,
on écrit

lu—i-a—u = 1g sur Jf).
€ on ¢
— Nous utilisons le Théoreme 18 qui montre que le nouveau probleme converge
fortement vers le probleme initial et
— nous effectuons une intégration numérique sur des maillages de la surface.

e Seconde idée : approximation de la géométrie. Cette idée consiste a approcher
I'intégrale d’une fonction f sur €2, par une somme finie des intégrales de f sur des
pavés de €, c¢’est-a-dire

M
on approche /Qf(x) dr par Z/D f(z)dx,
j j

ot les D; sont des pavés de R? tels que Q = U372, Dj, approchée par {2y = Ujﬂile.
Nous avons mis en ceuvre dans cette these des techniques de type octree , voir
figure 1.
On prouve que si les intégrales sont exactes, la méthode conserve les propriétés spectrales :
on prouve en effet les estimations d’erreurs suivantes

—m ou

lu — us|[mr) < (N[ f]|sm-2(0) + \/5||%||L2(BQ))7 et
m ou

l[u — usl|r2) < (N fl|zm—2(0) + 5||%||L2(80))-

Pour montrer ces inégalités, nous avons prouvé les résultats intermédiaires suivants



Fic. 1 — Exemple de partition d’'un domaine €2 a l'aide d’un algorithme de type octree.

e les erreurs d’approximation polynomiale (Théoréme 13) dans des pavés de R? (voir
[14], chapitre III, Théoreme 1.2 pour d = 1, et chapitre III, Théoremes 2.4 et 2.9
pour d > 1), restent valable dans un domaine €2 quelconque (voir Théoreme 15).
Pour ce faire, nous avons utilisé le Théoreme 14 d’extension linéaire . Ce qui permet
de faire apparaitre le terme en N7~"|| f||gm-2(q), 0 = 0,1,
e le terme en /¢ dans la premiere inégalité, provient du Théoreme 19 dont la preuve
est une conjonction des idées de BABUSKA [5], et du Théoreme 18 (voir par exemple
[19], [50], et [57]),
e cnfin, estimation d’erreur en norme L2, s’obtient en utilisant 'argument de dualité
d’AUBIN-NITSCHE [62].
Ceci acheve 'analyse théorique de cette nouvelle méthode. La suite de cette partie est
consacrée a la vérification numérique du code spectral tridimensionnel que nous avons



8 Introduction générale

écrit en c++ [69].

En 'absence d’un outil de calcul tridimensionnel (et méme bidimensionnel), permet-
tant la résolution numérique des équations aux dérivées partielles elliptiques par les mé-
thodes spectrales en générale, et particulierement dans des domaines non tensoriels, nous
avons commencé par développer un code spectral en une dimension d’espace. Profittant de
I’aspect tensoriel des méthodes spectrales standard, telles qu’introduites par D. GOTTLIEB
et S. ORSZAG [40] [65], (& savoir, dans des pavés), le code bidimensionnel et tridimension-
nel est réalisé dans ce cas. Ensuite, nous avons généralisé ce code de calcul pour résoudre
des équations aux dérivées partielles dans des domaines a géométrie complexe. Les détails
d’implémentation liés a l'architecture du code, tels que 1'octree sont presentés dans la
section 4.3 de ce chapitre.

Simulations numériques du modéle de couplage océan/atmosphere.

Dans ce dernier chapitre, nous présentons les résultats numériques du couplage océan /at-
mosphere, par la méthode spectrale, et nous les comparons a ceux que nous obtenons par la
méthode des éléments finis. Les grandeures physiques utilisées pour ces tests sont réalistes
et elles sont données dans [7] et [8].

Annexe A : une borne inférieure pour la constante de la condition inf-sup sur
Popérateur de divergence

Le travail fourni dans cette annexe a fait ’objet d'un papier soumis aux Comptes Ren-
dus de I’Académie des Sciences [33], en collaboration avec S. DEL PINO et U. RAZAFISON.
Nous nous sommes intéressés a la caractérisation de la constante de la condition inf-sup
de type BABUSKA-BREZZI pour 'opérateur de divergence, voir par exemple V.GIRAULT-
P.-A.RAVIART [39], BABUSKA [4], et F. BREZZI [18]. Nous avons donné un encadrement
de cette constante en fonction des normes des relevements harmoniques. La preuve est
technique, et repose sur une construction particuliere

e d’une fonction ¢ a moyenne nulle dans un domaine €2, contenant strictement €2, et

e d’un vecteur v appartenant a H{ ().

Annexe B : une condition de type inf-sup

Dans cette annexe, on montre une condition de type inf-sup de 'opérateur divergence.
En effet, on prouve cette condition pour des pressions qui ne sont pas & moyennes nulles
dans un ouvert €2, connexe, borné et & frontiere lipschitzienne de R?, et des champs de
vecteurs vitesses, qui ne sont pas nuls sur le bord 0f2.

/ V-v(z)q(x)dx
inf  sup 2

L2 veri) VI @) llall2@)

= 6'(),

ot 31(€2) est une constante strictement positive ne dépendant que de €.



Notations et quelques rappels

Nous précisons ici les notations qui seront utilisées dans cette these. Pour plus de
détails sur les définitions et les propriétés des espaces de Sobolev on renvoie le lecteur a
[1], [51], [17]. Les espaces de fonctions a valeurs vectorielles ainsi que les champs vectoriels
seront notés en caracteres gras. Par exemple

H'(Q) = {u = (u1,us,u3); Vi€ {1,2,3}, u; € H(Q)}.

Géométrie

d : dimension de 'espace.

Q : ouvert borné & frontiere lipschitzienne de R?.

n : vecteur normal, unitaire extérieure a 2.

X : point générique de €, et (xq,...,24) ses coordonnées.

Espaces fonctionnels

Soient p et s deux réels tels que 1 < p < 00, et s = m + o, avec m un entier positif et

1 1
0 <o < 1. Soit p' € R, tel que — + — = 1. On définit les espaces suivants :
p p

e D(Q) = { fonctions indéfiniment différentiables a support compacts dans (2},
e D(Q) = {flo, telleque fe€DRY},

LP(Q2) = {f : Q — R mesurable, telle que / |fIP dx < —l—oo} , p < 400,
Q

L>(Q) = {f : Q — R? mesurable, telle que sup ess|f(x)| < +oo},
xeN

L3(Q) = {f € L2(Q), telle que /Qf(x)dx = o},

o WmP(Q) = {f e LP(Q); Ya e N |a| <m, 0°f € LP(Q)},
o W "(Q) est 'adhérence de I'espace D(£2) dans W™P(Q),
o W*P(Q), 1<p<+oc0 est l'espace des distributions f définies dans (2, telles que,

fewmr(Q) et /Q/Q |0a]|0|§£)__ aaf(y)lpdm dy < +o0, Via| =m

y”d-i-ap
W#2(Q) est I'espace des fonctions f € W™>(Q) telles que,
|0°f () — 07 f (y)]

max ess sup < 400
lal=m  syeq,,,  llz—yll
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Notations et quelques rappels

o WP (Q) = (WP (Q)) est le dual de I'espace W"P(Q),
. W’”Q(Q) H™(Q),

Hz(09Q) ={f € L?(09Q), Fue H(Q), tel que uy,, = [},
H=2(0Q)= le dual de Hz(0).
Définition de I’espace HO%O(F”) : on désigne par I', et I',, deux parties de 012, de
mesures positives dans 02, telles que
o0N=T,ul,, et
r.nr, =0.

1
On définit Vespace H2(T',) comme étant le sous-espace des fonctions de Hz(I,)
dont le prolongement par 0 a 92 appartient a H %(5’9).

Produits scalaires et normes

Dans toute la suite 1 < p < +00.

Vue LP(Q), ||ullir@) = (/ |u(x)|pdx) , et ||ul|so@) = sup ess|u(x)],
Q

x€e
Yu,v € L*(Q), ullo = [ul| 2 et (u,v) = / u(x)v(x)dx,
Q
Vu, v e H™(Q), (U, ) gy = / Z (0%u) v)(x) dx,
am
Yu e WP(Q),  |Jullwme@ (/ > |ou)P dx) , et
|| <m
[ullwm.(o @) = SUp ess Igfg;g@"‘ u(x)],
oo f oo f ,
v e W), ullwesiy = (il + 35 [ [ =0 gy ),
la|=m
Yu € W™P(Q),  |ulwmr@) (/ Z |0%u(x)|P dx) (semi-norme de u dans
la|=m
wmr(§)),
Ve WP (Q), HfHW,m,p/(Q) = sup ﬂ, ou < -,- > désigne le

veW (@) w0 [Vlwma @)
produit de dualité entre W= (Q) et W™ (Q),
définition de ||f|| pour tout 1 < p < 400 : soit I' une partie ouverte de

99, de classe C™ b1, L’'image de W™P(Q)) par opérateur trace v sur I est notée
1
W™ »P(T"). Et sa norme est

U llynpogy = 8 {lellwmsy 0 € W) et A(u) = f}.

Dans le cas particuler ot m =1 et p = 2, on a
1113 g, = it el v € H' (). et 4(0) = f}

W)



Premiere partie

Un algorithme pour un modele de
fluides couplés et turbulents
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Un modele de couplage Océan/Atmospheére

On s’intéresse dans cette partie de la these au systeme d’équations suivant

=V - (ai(k:)Vw;) +grad p; = f dans €,
V-ou, = 0 dans €,
=V (yi(ki))VE) = a;(k;)|Vuy)? dans €,
u = 0 sur I';, (1)
ki =0 sur Ty,
a;(k;)On,u; — pin; + k(w; —uy)|u; —u;| = 0 sur ') 1 <i#£j <2,
ki = Aug —uy)? sur I

ou le triplet (u;, p;, k;) est défini dans le domaine €2;, 1 <1i < 2, et

I' = 00 N 0Ny,
Fl = 891\F, et
Ty = 00,\T.

Le systeme (1) est un modele tres simplifié représentant le couplage de deux fluides tur-
bulents F;, (i = 1,2), par exemple le couplage océan/atmospheére, qui a été proposé
par LIONS-TEMAM-WANG, on réfere aux [52], [53], [54] et [55], ou dans le cas des fluides
stratifiés (voir LEWANDOWSKI [47]). Ces deux fluides F; sont couplés par la condition a
I'interface I, & savoir la sixieme équation du systeme (1)

a;(k;)On,u; — pin; + k(w; —uj)jw; —uy| =0 sur [, 1<i#j<2

Cette interface air-mer est supposée satisfaire I’hypothese du toit rigide : la hauteur
des vagues est supposée négligeable par rapport a la largeur de 'océan, et les équations
sont intégrées le long des vagues. Cette hypothese est standard en géophysique et en
océanographie. Nous allons maintenant, donner un sens aux équations qui forment le
systeme (1)

e Les deux premieres lignes de (1) sont les équations de Stokes dans €2;,

e la troisieme ligne est une équation scalaire qui permet de calculer 1’énergie cinétique

turbulente k;
D’apres J-L. LIONS [50], on peut écrire une formulation faible mixte des deux premieres
lignes, (voir aussi [52] dans le cas de couplage océan/atmosphere en 'absence de turbu-
lence). La troisieme ligne et les conditions aux limites correspondantes sont tres complexes.
En effet, la difficulté principale vient du fait que le terme de droite ;(k;)|Vu;|? appartient
seulement & L'(€;). Dans le cas d’un seul fluide turbulent avec des frontieres homogenes,
des études sont faites dans [15], [37], [47] et [48]. Dans ces références, 'équation pour ’éner-
gie cinétique turbulente est prise dans le sens renormalisée de P-L. LIONS et F.MURAT,
(voir [61]), ou dans le sens équivalent d’entropie de BENILAN et AL, (voir [6]), et des esti-
mations a priori de type BOCCARDO-GALLOUET [16] sont employées. Cependant, en raison
des conditions aux limites a l'interface I', cette renormalisation ne semble pas une maniere
facile d’étude de I’équation de 1’énergie cinétique turbulente dans le probleme actuel, et
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on ne peut pas espérer employer directement les résultats de BOCCARDO-GALLOUET [16].
Pour cette raison, C. BERNARDI et AL, (voir [10]) ont effectué la transformation de Kir-
choff de I'inconnu afin de remplacer 'opérateur (V - v;(k;)V) par opérateur de Laplace
A. Ainsi ils obtiennent la nouvelle équation correspondante dans le sens de la transposi-
tion, (voir STAMPACCHIA [68] et LIONS-MAGENES [51]). Ceci permet de prouver l'existence
d’une solution du systeéme (1), (voir Corrolaire 5.3, [10]). De plus, s’il existe une solution
U; = (u;, ps, ki), telle que la vitesse u; appartienne a W5hP(€2;)%, ol p est un réel vérifiant
p > 2d, pour v assez grand, alors (Uy, Uy) est 'unique solution de (1) dans un sens faible,
(voir Théoreme 6.3, [10]).

Cette partie de la these est composée de deux chapitres. On commencera dans un
premier temps par le cas d’un seul fluide turbulent. Nous utilisons un modele simple,
considéré au début par MOHAMMADI-PIRONNEAU [60], et aussi par LEWANDOWSKI [47].



Chapitre 1

Cas d’un seul fluide turbulent,
’océan par exemple

1.1 Position du probleme

Nous considérons un systeme d’équations modélisant ’écoulement stationnaire d’un
fluide turbulent sur un domaine borné de R%, ou d = 2,3. Les équations sont couplées
par des termes non linéaires qui sont soit le coefficient de diffusion soit le second membre.
Nous proposons un schéma numérique itératif. La convergence de la méthode est prouvée
pour des viscosités assez grandes, et en supposant que la vitesse et 'énergie sont assez
régulieres. L’unicité de la solution est aussi prouvée sous cette condition. Le modele que
nous utilisons a été considéré en particulier par B. MOHAMMADI, O. PIRONNEAU dans [60]
et par R. LEWANDOWSKI dans [47]. On se place dans un ouvert €2, convexe ou de classe
C™ borné de R, (d = 2 ou 3). On partitionne sa frontiere 9 en deux, qu’on note : Iy
et I', ou

e [y est la frontiere de non-glissement, elle est composée de deux parties, une partie

qui représente le fond de I'océan, et I'autre qui désigne les parois latérales.

e [ est la frontiere de glissement avec friction, elle désigne la surface de 'océan.

Les deux frontieres sont de mesures strictement positives. On suppose que I’y et 91" sont
des sous-variétés lipschitziennes de 0€2. Le modele s’écrit

—V - (a(k)Vu) + grad p = f dans Q,

V-u = 0dans?,
—V - (v(k)VE) = a(k)|Vu|* dans Q,

u = 0surl, (1.1)
k = 0sur I,
a(k)Opu —pn+ kuju| = Osur T,

k= Auf*sur .

Pour plus de détails, on réfere aux articles [9] et [10] (par exemple), ou 'existence de
la solution, ainsi que 1'unicité sont prouvées. Dans toute la suite de ce travail, le point
générique sera noté x = (x, z) dans R?, et x = (z,y, 2) dans R>. Et le champ de vecteurs u

15
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désigne la vitesse du fluide turbulent dans 2, p est sa pression et k est ’énergie cinétique
turbulente. On note que la turbulence est négligée sur le fond et les parois latérales I',
et on impose a ’énergie cinétique turbulente k, une valeur prescrite positive. Pour des
raisons techniques, on la prendra nulle. Cela ne change en rien la structure mathématique
du probleme. En surface, on fait I'hypothese que I’énergie cinétique turbulente dépend
uniquement de la tension du vent. Le coefficient A est sans dimension. Il est calculé a
partir de données expérimentales, et il génere la condition de tourbillon a la frontiere.
La friction est modélisée par le coefficient x. Il est constant, strictement positif et sans
dimension. La fonction f représente une force extérieure donnée et appartient a L?(2)¢. On
désigne par a(k) la viscosité et par (k) le coefficient de diffusion. Dans cette these, nous
ne traiterons que le cas ou les viscosités, ainsi que leur derivées sont supposées bornées.
Ainsi, nous supposons qu’elles vérifient I’hypothese suivante

{ al-) € Whe(Q), y(-) € Wh=(Q) et

1.2
VleR, al)>v et (k) >, (1.2)

ol v est une constante strictement positive qui représente une viscosité turbulente. Enfin
r et r’ sont deux réels strictement positifs, tels que

1 1

-+ = =1 avec r > d.

ror
Dans toute la suite de ce chapitre, nous désignons par X, le sous-espace de H!(Q), défini
par

X ={veH(Q)% v=0 sur It}

Le but de ce chapitre est de proposer un schéma numérique bien posé, convergent. Ensuite,
on prouve que la limite n’est autre que la solution du probleme initial, a savoir le modele
(1.1). Commengons alors par le cas homogene.

1.2 Cas homogene : £ =0 a la surface de ’océan

Dans cette partie, nous nous intéresserons au cas ou l’énergie cinétique turbulente
n’intervient pas sur 'interface I', ¢’est-a-dire qu’il n’y a pas de tension de vent a la surface.
Le probleme s’écrit alors

—V - (a(k)Vu) + grad p = f dans Q,
V-u = 0dans,
—V - (v(k)VE) = a(k)|Vu|? dans Q,

1.3
u = 0surl, (13)
a(k)Opu —pn + kuju| = Osur [,
k= 0 sur 0f.

Le systeme (1.3) admet la formulation variationnelle suivante

Trouver (u,p, k) € X x L3(Q) x W2 (Q)  tel que



1.2. Cas homogeéne : k = 0 a la surface de I'océan 17

Y e X, alkimv) (v p) + w(ufuv)p = (EV)e ",
Vg € L*(€), b(u,q) =0, '
et
Vo WYT(R), Clhikg) = [ alBIVal ¢ dx (15)
Q
ou les formes a(+;-,-), b(+,), (+,-)r et ¢(+;-,-) sont définies par
(
a(k;u,v) = (a(k)Vu,Vv) = /Oz(k)Vu.Vvdx,
b(V,q) = —<VV,(]) = _jv'quxa
Q (1.6)

Clik,p) = (V(OVE,Vp = /QWWWsO dx,

(W v)r = /F u(r)v(r) dr.

\

Le choix de r > d, dans la formulation (1.5) est necéssaire, puisque la quantité a(k)|Vu/|?
est seulement intégrable dans Q. Comme l'espace W' (Q) s’injecte dans L>(12), le terme

/ a(k)|Vu|? ¢ a un sens.
Q

La preuve de l'existence d’une solution du probleme (1.4)-(1.5) est basée sur le Théo-
reme du point fixe. On réfere a [47] (voir chapitre 5).

1.2.1 Schéma itératif et principaux résultats

Dans cette partie, nous proposons un schéma itératif non linéaire. Nous montrerons
la convergence quand la vitesse est assez réguliere, et en ne considerant que des viscosités
turbulentes assez grandes. Enfin, et sous les mémes conditions, nous prouverons que la
solution de notre probleme est unique. Ceci impliquera que le schéma proposé, converge
bien vers la solution désirée.

Schéma itératif

On fixe kg, et on associe au probleme (1.4)-(1.5) le schéma :

Trouver (u™!,p"t knt) € X x L2(Q) x Wi (), tel que
Vv eX, (ak")Vu" Vv)+b(v,p"™) + k(ju™Hu " v)r = (f,v), (L7

Vg e L2(Q),  b(u"q) =0,
et
Vo e Wy (Q) (K" k" p) = (k™) Va2, ). (1.8)
Dans [7] et [11], C. BERNARDI et AL ont considéré un schéma semblable a celui proposé

ci-dessus, la différence se trouve dans I’équation (1.7), notament le terme a l'interface I’

<|un|un+17v)r'
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Principaux résultats

Dans toute la suite, on considere seulement le cas tridimensionnel, ou 'injection de
H'(Q) dans L5(2)? est continue, voir par exemple [1] et [17] (chapitres VIII et IX). 11
existe alors une constante ¢y, ne dépendant que du domaine €2 telle que

YWweHN Q),  [[vls@e < collVImie)- (1.9)
De méme, on notera par ¢, la constante de Poincaré-Friedrichs,
Vv € X, V][ @) < ]|V Vo (1.10)

On va montrer tout d’abord que les suites (u™),, et (k"),, convergent et sont “contractante”,
sous des hypotheses que 1’on précise dans le Théoreme suivant.

Théoréme 1 (Convergence). Soit f € L2(2)4. On suppose qu’il existe une constante M,
strictement positive telle que la suite (u™),, vérifie

Vn € N, Hunle,S(Q)d < M.

Alors, il existe une constante ¢ ne dépendant que du domaine €, de «, de 7y et de M, telle
que, si v > c, les suites (u™), et (k™), convergent. En plus elles sont contractantes dans
le sens suivant

V(™ —u)[lo < K[|[V(E" = £"7Hlo, et
IV EE = k)]l < K[V (E" = E")lo,

. c
ou K = — < 1.
v

Démonstration. La preuve de ce Théoreme se fait en plusieures étapes. Pour commencer
nous allons montrer un résultat liant les normes de (u"),, et (k™),.
Premiere étape

Lemme 1. Soit f € L*(Q)? et soit U = (u,p, k) une solution du probléeme (1.3). Si
u € WH3(Q)4, alors il existe une constante ¢ qui ne dépend que du domaine Q, de o et
de v telle que k € W3(Q) et

1kl lwrs) < cllullfysg)e-

Preuve du Lemme. Commengons par transformer le systeme (1.7)-(1.8). Pour cela, nous
utilisons la transformation de Kirchoff : soit G définie par

VseR, G(s)= /OS y(7) dr.



1.2. Cas homogeéne : k = 0 a la surface de I'océan 19

D’apres I'hypothese (1.2), G est de classe C! et croissante. Elle est donc bijective sur R,
soit G~! son inverse.
Ainsi, la fonction @ = oo G~! vérifie
aceWhe(R)et VI €R, a(l) >v.
Introduisons une nouvelle inconnue ¢ définie par ¢ = G(k).
Comme V{ = v(k)Vk, le systeme (1.3) s’écrit

([ —V - (@(l)Vu)+ grad p = f dans Q,
V-u = 0dans(,
—A ¢ = @)|Vul* dans Q,

(1.11)
u = Osurly,
@(l)0yu — pn + kulu| = Osur I,
¢ = 0 sur 0f.

\
Pour tout u € W3(Q)4, la formulation variationnelle associée a '’équation de I’énergie
cinétique turbulente s’écrit

Yo e Wol’%(Q), —/ﬁAcpdx—/@(EﬂVngpdx, (1.12)
0 Q
donc

- / (Apde = / a(0)Vul? ¢ dr < [[al]l [ulsqye 1ol

3
Comme l'injection de I/VO1 '2(Q) dans L3(f2) est continue, il existe une constante ¢’ positive
qui ne dépend que de (2, telle que

- [eagds < flallulVulEay [l
Q 0

La formulation (1.12) implique

@)

1,2
voe @), - [ £8pds <c|Vallae el
Q 0

Comme (W3(Q)) = W12(Q), alors

1llwra@ < cllVullsqe

@)

Finalement, puisque |k| < v71|{] et |VE| < vV, alors
¢
||k||W173(Q) < ;||Vu||%3(mdv
d’ou le Lemme 1. O

Remarque 1. Sous les hypothéses du Théoréeme 1, la suite (k™),, est aussi uniformément
bornée dans W'3(Q). De plus

Vn eN, 1K™ [[wso) < el[u[[fyraq) < eM?,
ot ¢ est une constante strictement positive ne dépendant que de €2, de « et de 7.

La prochaine étape consiste & estimer ||V (u"™! —u")||y en fonction de ||V (" —k"~1)||o.
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Deuxiéme étape : Estimation de ||V (u"™! —u")||,.

En prenant v = u™™ dans (1.7), on obtient
/ a(k™)|[Vu" M dx + /i/ lu" 1 Pdr = / fu"dx.
Q r 0

La quantité k / [u" ™ |2 dr étant positive, en utilisant I'inégalité de Poincaré-Friedrichs et

r
I'hypothese (1.2), on trouve
¢
[Vu o < [[£]lo- (1.13)

Choisissons maintenant v = u"™! — u", et injectons-le dans (1.7) aux étapes n et n + 1.
La différence des deux équations ainsi obtenues est

(a(k")V (™! —u), V(u" —u"))
+ ((a(k™) — a(k"1))Vu™, V(u" ™ —u™)) (1.14)
+K (|un+1|un+1 - |un|un’ un+1 . un)r —
Lemme 2. Pour tout n € N, on a
I{(|un+1|un+1 _ |un|un7un+1 _ un) > ().
r

Démonstration. Soient a et b deux vecteurs quelconques de R?, oll d peut étre n’importe
quel entier naturel non nul dans cette démonstration.

On pose a = (aj, s, ...,a4) et b = (b1, by, ..., by), on choisit le produit scalaire euclidien
de R?, et on note par || - ||g« la norme euclidienne. On a

(Jala — [b[b) - ((Z\aﬁ) a—(Z|b|2) b)-(a-).

i=d

Z{ (Zlaﬁ) ai” (Z b |2) [byf?

=1

- ( (jzzl|aj|2>é+<jz(j\bj’2)% )aj b; },
(L) +(Swe)

j=d 1 j=d 1\ i=d
(k) (k) ) Tan.
j=1 j=1 i=1
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Comme
i=d

a-b= Zaibi < ||a||ga - ||b||ra

i=1
i=d % i=d %
<(Zwr) (Zmr)
i=1 1=1

alors on peut écrire

uaa—wwwcr4nz(Z?mﬁf+(§ﬁmf)

=1

) ( (i‘aﬂi(g ’bf’2>%)'(§!a¢\2)é(gwbﬁ);.

Il suffit donc de montrer que le terme de droite est positif. Pour cela posons

i=d L i=d 1
x = (Z |ai|2) et A= (Z |b,»|2> ,
i=1 i=1
et considérons maintenant la fonction fy, définie sur R™ par
VA € RY fixé, @) =22 + X% = da(z + N).

La fonction f) est croissante sur [\, +00] et décroissante sur [0, A, elle atteint son minimum
en \. Donc pour tout z > 0

Ia(z) > fr(A) =0.

On conclut alors que pour tout n € N,

E(|un+l‘un+l o ’un‘un7un+1 o un) > (.
r

Ceci termine la preuve du Lemme 2. O

La formule (1.14) et le Lemme 2 impliquent que

<a(k”)V(un+1 —u"),V(u" - u”)) ‘g ‘ ((a(k”) —a(k"H)Vu", V(u"tt — u")) ‘

D’apres I'hypothese (1.2), et comme k" € H'(Q), alors a(k™) € H'(Q) C L5(Q). En
utilisant I'inégalité de Holder, on a

WNMM—MMS(mmww“ﬂMNMM—MQL

< (|a(k:") —a(k" Y| |Vu",|V(u" - u”)l),

< la(k") = a (k") sV [] s gy [[V (™ = u™)fo.
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Or [[u”||w1s(q) < M, et en appliquant le Théoreme des accroissements finis & la fonction
o, on a

V||V —u)[[§ < Mlla(k") = a(k" )] s@|IV @™ — "),
< Mo/ [[ool[E" = & | ooy ||V (0™ = u")] o

En utilisant Pinjection continue de H'(Q) dans L°(Q) et la relation (1.9), on obtient

1V (™ — ")l 16" = K"l o).

_ coM]lo/||
14

Comme k™ — k"' € H}(Q), d’aprés I'inégalité de Poincaré, il existe une constante, que
I’on note encore ¢, telle que

/
IV (!t —um)||o < cocpM |||

IV (k" = K . (1.15)

14

Troisiéme étape : Estimation de [|V(£"™! — £™)||o.

Pour montrer que la suite (u"),, est convergente, il suffit de prouver que la suite (£"),,
est contractante. Nous allons donc chercher des conditions suffisantes pour que la suite
(k™),, soit contractante. Pour cela prenons ¢ = k"' — k™ comme fonction test et injectons
la dans I’équation d’énergie cinétique turbulente (1.8), aux étapes n et n + 1, ce qui se
traduit par

A Détape n — 1, (v(k”_l)Vk:", V (k- k:”)) :<a(k"_1)|Vu"|2, g

)
et a I'étape n, ('y(k”)Vk”“, V (k" — k”)) <a(k”)|vu”+l|2, gt — k”)
La différence des deux équations, donne
(fy(k”)Vk”“ — (k" HVE", V (k" — k”))
= (a(k”)\Vu"“\z —a(k" H|Vu" ] Emt — k”)

Faisant apparaitre le terme ((y(k") — v(k"~!)) V&" dans le membre de gauche et le terme
(a(k™) — a(k™1)) [Vu"|? dans celui de droite, on obtient

(2t =k, 0t = ) ) (2 (k7) = () VR T = k)

-~ ((a(k") — a(k™ ) [Vur 2, k- k”)+(a(k") (Va2 — [Vur ) kv — k”)

(1.16)
D’apres (1.2), on peut écrire

V||V (k" — k|2 < (fy(k”)V(k”“ — k"), V(K — k")) <L+lL+1I, (117
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avec

)

Il — (Oé(kn) (|Vun+1|2 . ‘VUHP), knJrl o kn)

L= ((a(k:”) —a(k") [Vur kT k)

Y

= (600 = ) T v - )|

L’idée est de faire apparaitre le produit ||V (k™ — k" H]|o ||V (k"™ — k™)|]o dans chaque
estimation de ces trois intégrales, comme le montre le Lemme suivant

Lemme 3. Sous les hypothéses du Théoreme 1, il existe trois constantes positives ¢y, co
et c3, qui ne dépendent que du domaine €2, de «, de v et de M telles que, pour j = 1,2, 3,
on ait ..

L < IV ET = E) ol [V (R = &l o.

Preuve du Lemme. Majoration de I;.

)

I = ‘ <oz(k”)(|Vu”+1|2 —|Vu"?), k" — k:”>

< HaHoo/ V(" —u®)| (V™ + [Vat]) B — k7 dx.
Q
En utilisant I'inégalité de Hoélder, on trouve
L< ol V(™ — u")HO(Hu"“HWl,g(Q)d + Hunl|w1,3<md) 1K™ = k"o

Les relations (1.9) et (1.10), impliquent

||kn+1 - anLG(Q) S COHknJrl - anHl(Q);
< cocyl[V(E™ = &™) o,

et d’apres (1.15) on a

25 M| [[ oo oo
1 <

[V E = E) ol V (E" = &)l fo.

Soit ¢1 = 252 M?||||oo]|at]|os, om &

C
B < S 900 = K)oV — k) o (119
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Majoration de Is.

Afin de majorer Iy, on applique le Théoreme des accroissements finis a la fonction «,
I'inégalité de Holder, et I'injection continue de H'(2) dans L°(©2). On obtient

)

L= ‘ ((a(k”) — a(k") | VP R - k”>

< (|a<k"> (k)| [Var e k"|),

< ||Vu”||i3(md2||a(k’”) —a(k" Y|l [E" — k||, (Inégalité de Holder).

HVu”Hi?,(Q)dg < M?, (par hypothese).

En utilisant les relations (1.9) et (1.10), on a
1B = K |po) < cocpl[VE™T = K™ o-

Le Théoreme des accroissements finis appliqué une autre fois a la fonction «f(-), et les
relations (1.9) et (1.10), entrainenent

[la(k™) — a(k" 1o < Nl lloollE™ = £ | o).
< [lo"l ooy [V (B = K"~ H)]fo.

En conclusion
Iy < MP?||o ||l [V (K" = EM) o]V (K™ — K" )]]o.

On pose ¢ = ||o||cM?cicl v, donc

C
B < 290 = K)ol VG = k) o (119

Majoration de 3.

Pour terminer la démonstration du Lemme 3, il ne nous reste qu’a majorer I3. Pour
cela nous allons utiliser l'injection continue de H'(Q) dans L°(Q), la Remarque 1, le
Théoreme des accroissements finis appliqué a la fonction ~, et les relations (1.9) et (1.10).
Ce qui implique

= (600) = 2y v )|

< ||7’||oo(|k" e [V [V R — k">|),

< [V llsococy [V (™ = E")lo [[E™ [lwr.aoy IV (K" = E™)]lo-
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D’apres la Remarque 1, on a
||kn||W1,3(Q) < eM?.

Donc
Is < ||V lloccocye M [V (K™ = K" H)[o [V ("1 = &™) o
Soit 3 = ||7/|]ecCocpcM?y , la majoration de I3 s’écrit
I < 2 [V = k)Y (" = K D)]lo (1.20)
Ceci termine la preuve du lemme 3. O

D’apres la relation (1.17) et les estimations (1.18)-(1.19)-(1.20), on conclut qu’il existe
une constante ¢, qui ne dépend que du domaine €2, de «, de v et de M telle que

c n n—
[V (E = kM)l < IV = £ )]lo- (1.21)

Quatrieme étape : convergence des suites (u"), et (k"),.

D’apres les hypotheses du Théoreme 1, et la relation (1.21), la suite (k™),, est contrac-
tante dans 'espace H'(), donc elle y converge fortement vers une limite, notée k.
Nous avons montré que la suite (u™),, vérifie la relation suivante, Vn € N,

IV (™ —a")lo < K[|V (E" = &) |o.

Grace a cette majoration, nous allons montrer que (u"),, est une suite de Cauchy dans
H'(Q). Soient n et m deux entiers naturels, avec m > n, donc

V™ —u)llo < D IV =),

j=n+1

m—1
<K IV =&Y,
j=n

1 - Km—n
< n _ pn—1 )
K== IV (" = k")l

Comme 0 < K < 1, alors,

vn,m € N, (m > n), V(™ —u)l < T lIVE" = &")o-

De plus, puisque la suite (k™),, converge dans H'(Q) fort, alors la quantité ||V (k" —&""1)||o
tend vers 0, quand n tend vers +oco. On en deduit alors que la suite (u™),, est de Cauchy,
elle converge donc fortement dans H' (). Notons u sa limite. Ceci achéve la démonstration
du Théoreme 1. O]
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Pour conclure que le schéma (1.7)- (1.8) converge, il faut montrer que la suite (p"),
est convergente. Pour cela nous utilisons une variante de la condition inf-sup standard, de
type BABUSKA et BREZZI, voir [39] Lemme 4.1, chapitre 1. Nous utilisons le résultat de la
condition inf-sup suivant, que nous montrerons dans I’annexe B.

Théoréme 2 (inf-sup). Soit 2 un ouvert connexe, borné et a frontiére lipschitzienne de
R?, alors il existe une constante 3'(2) > 0, telle que

b(v,q)

Vg € L*(Q),  sup - > 31 (Qllgll 2

vex ||V||H1(Q)

Grace a cette condition inf-sup, nous allons prouver que la suite (p"),, est de Cauchy
dans L?(Q).

Théoréme 3 (pression). Soit f € L*(Q)?. On suppose qu’il existe une constante M,
strictement positive telle que la suite (u™),, vérifie

Vn € N, |u”||W1,3(Q)d < M,

alors il existe une constante ¢ ne dépendant que du domaine §2, de o, de v et de M, telle
que si v > ¢, la suite (p"), est de Cauchy dans L*(2). De plus on a

It = pllo < KO = k" )lo + [ ™ Jur! = [ || g

c
ol K=-<1.
v

Démonstration. La suite (p"), est de Cauchy
D’apres la formulation (1.7), on a
Vv e X, (") Vu™™, V) +b(v,p" ) + s(Ju" T u" V) = (£, V).

Soient m et n deux entiers naturels tels que n < m. Ecrivons I’équation (1.7), aux étapes
m et n. La différence des deux équations obtenues donne, Vv € X (v # 0).

b m+1 _ n+l \V4
(V, p b ) — _(a(km)vum—l—l . a(kn>vun+17 A" )
||V||H1(Q)d ||V||H1(Q)d
m m n n v
_ li(|u +1|u +1 |u +1’u +17 ||V||H1(Q)d)
r

= —(a(k’”)V(um“—u”“) A ) - ((a(km)—a(k”))vu”“ Vv )

bl )
HVHHl(Q)d HVHHl(Q)d

v
o K(|um+1|um+1 _ |un+1’un+1’ ) ,
[Vl /¢

1Vvllo

< (||a||oo||v<um+1 . un+1)||0 + ||O/||ooM||k:m — ]{;n||L6(Q)> ||V||H1(Q)d

-

’um+1|um+1 . |un+1|un+1 \4

dr.

||V||H1(Q)d



1.2. Cas homogeéne : k = 0 a la surface de I'océan 27

Comme v € HY(Q)4, sa trace sur I' est dans H%(F)d, qui s’injecte de facon compacte
dans L3(I')<.

En utilisant I'injection continue de H'(2) dans L5(f2), la relation (1.22) et le Théoreme 1,
on peut écrire pour tout v € X et pour tout entier naturel m > n,

b(V, pm+1 _anrl) ||VV||0

<
V[ () [V |e2 (o)

(el Tt = )l + 1 " = Ko )

+ HVHL3(F)d ’um+1|um+1 . |un+1|un+1

Y

L3 (r)d

||V||H1(Q)d

< <||a||oo||v<um+l — )l + ([l M][E" — k"nm(m)

Ny |um+1|um+1 . |un+1|un+1 HVHH%(F)d

)

L3 () V][ a2 ()e

< K
- 1-K

IV(E" ™ —EM|lo + ¢

‘um-l-l ’um—&-l _ ’un-i-l ‘un-&-l

L3 (r)d
D’apres le Lemme 5, et en passant au Sup sur tous les champs de vecteurs v € X, dans

Iécriture précédente, il existe une constante (3, strictement positive et ne dépendant que
de la géométrie du domaine (2, telle que

b v, pm+1 _ pn+1
5||pm+1 . pn+1||0 S sup ( )
vex ||V||H1(Q)d

(1.23)

|um+1|um+1 _ |un+1|un+1

K
< C”(mllv(k”+1 —k")llo + ‘

Lg(r)d> 7
ou ¢’ est une constante qui dépend que de €2, « et M.
1
Grace a l'injection compacte de H2(T") dans L3(T'), et a la convergence de la suite
(u"), vers u dans H'(2), la quantité

Il en est de méme pour ||[V(k"™ — k™)||o qui tend vers 0, quand n tend vers +oo, car
la suite (k™),, est fortement convergente dans H'(€2). On conclut alors que la suite (p™),,
est de Cauchy dans L?*(Q), donc elle converge fortement dans L?*({2), vers une fonction
notée p. O

lu™Hu™ — ju et tend vers 0 quand n tend vers +1'infini.

L3 ()4

1.2.2 Passage a la limite.

Nous allons vérifier que la limite (u,p, k) , de la suite (u™,p", k™), est solution du
probleme (1.4)-(1.5).
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Théoréme 4 (Passage a la limite). Sous les conditions du Théoréme 1, la limite (u,p, k),
de la suite (", p™, k™), est une solution du probléme (1.4) — (1.5).

Démonstration. Soit v € X, en utilisant 'inégalité triangulaire, on obtient

a(kjn’ un+17 V) — CL(]{?, u, V) < a(k”, u"+1, V) — CL(k’, u”“, V) + a(/{:, un+17 V) - (l(l{}, u, V) :

Vérifions que les deux termes de droite tendent vers 0, quand n — 4o00. Pour cela,
appliquons le Théoreme des accroissements finis a la fonction «, et I'inégalité de Holder.
On obtient

a(k™;u"t v) — a(k,u"t v)

< o[ ool K™ = El| oo [l VO™ ] 23 0y V¥ o-

D’apres les hypothéses du Théoréme 1, la suite (u"), est bornée dans Wh3(Q)¢ par M,
et comme l'injection canonique de H'(2) dans L5(2) est continue, alors

a(k";u™,v) —a(k,u", V)| < coM||o]|oo] " = Bl [V Vo,

De plus, la suite (k™), tend vers k, fortement dans H'(2), donc

a(k™;u"™ v) —a(k,u"™ v)|— 0 quand n — +o0.

Il reste a prouver que le terme (()g(kz)]V(u”Jrl —u)|, ]Vv\) tend vers 0. Pour ce faire, il

suffit de majorer (k) par |||, ensuite utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Ce qui
donne

(a<k>|v<u"“ ), |Vv|) < NlalllIT @™ = )l 7]l
< llallsllu™" = ul szl ¥ g1 e

Comme u" — u, quand n — o0, alors
(Oz(k:)|V(u”Jrl —u)l, |Vv|)—> 0, quand n — +o0.
On conclut alors que
Vv € X, a(k™;u" v) — a(k;u,v), quand n — +oo.

De méme, la suite (p"), tend vers p, fortement dans L?(Q), donc

Vv eX, bv,p"™) tend vers b(v,p).



1.2. Cas homogeéne : k = 0 a la surface de I'océan 29

Comme la trace de u™ sur I est dans H2(I)?, qui 'injecte dans L3(I')%, de facon
compacte, alors la suite (u"), tend vers u fortement dans L3(T")%, et donc la suite
(Ju"[u"*1), tend vers |uju fortement dans L2 (I)%, ce qui implique

Vv eX /|u”|u”Jrl vdr tend vers /|u|u vdr,
r r

car la trace de v est dans L3(I")%.
Soit maintenant ¢ € L*(Q2), on a (V - u"), tend vers V - u, fortement dans L?*(Q)¢, donc

b(u"™,q) =0 tend vers b(u,q) =0; Vg€ L*(Q).

On déduit alors, que la limite (u, p, k) de la suite (0", p™, k™), satisfait la premiere par-
tie de la formulation variationnelle (1.4), celle qui correspond au probleme de Stokes. 11
reste maintenant a vérifier la seconde équation, celle qui correspond a 1’énergie cinétique
turbulente. On écrit

Vo € D(Q),
(20 =07k, T0) = (5T = 1), 9 )+ (00 = 2 (1) V8 T ).
D’apres l'inégalité le Cauchy-Schwarz, on a

|(YEV(E = k), Vo) | < [[VE = F)llo [[7(E") Veello
< |llso IV ello [V (E™ = E)lfo.

Or, la suite (k"), converge fortement vers k dans H'(), donc la quantité de droite dans
I'inégalité au-dessus tend vers 0 quand n tend vers +o0o0. Par conséquence

(V(k")V(k;"“ — k), V<p>—> 0, quand n — +o00.

Ensuite

\(mk”) —v(k))Vk,W)‘ < VRl Il 17 Tl = Fllo,

cette quantité tend vers 0, car k" — k, dans L?(Q) fort.
Par densité de D(Q) dans W, (Q),
Vi € Wy (Q), <7(/<1‘")Vk‘”+1 —7( k)VE, Vw>—> 0.

De méme,

(alEIvur Pal Tl o) = (@) (90 B FuP). i )+ (@) oI Tal. ).
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Le terme de droite tend vers 0, en effet
(k™) = a(k) [Vl @) < llo ||l [al[fy1(al K" = K[| 3] ]o-

On utilise alors I'injection continue de H'(2) dans L3(f2) et la convergence de (k™),, vers
k dans H(Q) fort. Ceci implique

lim ((a(k™) —a(k))|Vul’,¢) =0, Ve € D(Q).

n—-+4oo

Le terme de gauche est inférieur a
/ a(k™) IV + ¥ uf) V(™ — w)| || de
Q
< llall (HVu"“HLS(md ; HVUHLS(Q)d) 19 = w)llollllzo.

Comme u” est bornée dans W1?3(Q)%, ce terme tend vers 0.

(u, p, k) satisfait I’équation (1.5), associée a ’énergie cinétique turbulente. On conclut
enfin, que (u, p, k) est une solution du probleme variationnel (1.4)-(1.5). Il reste a vérifier
que cette solution est unique sous des conditions adéquates. O

Théoréme 5 (Unicité). Soit f € L2(Q)? et soit U = (u,p, k) une solution du probléme
(1.4) — (1.5).

Si U e WH3(Q)? x L2(Q2) x W13(Q) et si il existe une constante strictement positive
¢, qui ne dépend que de ), «, v, et k, telle que

K = ¢ <1,
v
alors U = (u,p, k) est l'unique solution du probléme (1.4) —(1.5) dans W3(Q)% x L?(Q) x
Wh3(Q).

Démonstration. Supposons qu'il existe une autre solution U = (i, p, k) du probléme (1.4)-
(1.5) et qui appartienne & I'espace WH3(Q)4 x L%(Q) x W13(Q).

Dans "équation (1.4), prenons comme fonction test le champ de vecteurs v =u — u, la
différence des deux équations obtenues s’écrit

(oz(l_c)V(u —u),V(a-— u)) + ((a(l%) —a(k))Vu, V(a — u)) Jm(\u\u — |uju,u - u)r: 0,

d’apres le Lemme 2, la quantité m(|u|u — |uju,u — u> est positive, donc
r

Y

A= wik < |((@ - a)7u V- w)

< |lo/[lsscocp IV (k = K)ol Ful w04l [V (@ = w)]fo,
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comme ||ul|y13e < M, alors

IV (u—m)lo <

o |socoCy M .
lelleeCo M5 oy (129

Considérons maintenant ’équation de I’énergie cinétique turbulente pour U et U,
avec ¢ = k — k comme fonction test. Apres avoir effectuer la différence des équations
obtenues, on peut écrire

v|[V(k = k)l <

(atoyiaf = vaP). k- )|
4 ‘ ((a(k) —a(B)|Va?, k — /2) '

+| (6w =@ vr V- )

Comme dans la preuve du Lemme 3, on a des majorations de ces trois termes qui ressem-
belent aux relations (1.18), (1.19) et (1.20), donc

L [ LV O Ve

IV 0= Bl < (272

)||v<k—%>uo,

14 v

C _
< SV (k= B)lo

_ 2656 [1 [losl ] oo

” +lo[looM3c5e, + 1] |0 Mencyc,
qu’on peut supposer inférieure & la viscosité turbulente v. Ceci implique que k = k, et
d’apres la relation (1.24), on conclut aussi que u = u.

Il reste a vérifier que p = p, pour cela écrivons pour p et p, les équations (1.4) associées,

ensuite remplacons u par u et k par k, ce qui se traduit par
YwveX, bv,p—p) =0,
d’apres le Théoreme 5, on a
0= sup L2 5 gy g,
veX ||V||H1(Q)d
d’ou p = p. O

Nous avons montré dans cette partie que le schéma itératif (1.7)-(1.8), que nous avons
proposé converge bien vers la seule solution du probleme de départ (1.3), sous I'hypothese
que la viscosité est suffisament grande.

Dans la partie qui suit, nous proposons un modele de fluide turbulent sur un domaine
borné, la viscosité et le coeficient de diffusion vérifient ’hypothese (1.2), a savoir

a) € Whe(Q), v(-) € WH(Q) et
VEeR, alk)>v et vy(k)>v.

De plus, nous imposons une condition non nulle sur 'interface I', afin de générer 1’énergie
cinétique turbulente k.
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1.3 Cas non homogene : k = \|u|> & la surface de
I’océan

Dans cette partie, nous nous intéresserons au probleme de départ, a savoir (1.1),

( —V - (a(k)Vu) + grad p = f dans ,
V-u = 0dans(,
—V - (v(k)VEk) = «(k)|Vu* dans Q,

u = Osurly,
k= 0surly,
a(k)Opu —pn+ kuju| = 0Osur [,
L k= Auf*surT.

Rappelons que € est un ouvert borné de R?, convexe ou de classe C'! et 9Q = I' U Iy,
ou I' est la frontiere de glissement avec friction et ['y celle de non-glissement. Les deux
frontieres sont de mesures strictement positives. A > 0 est un coefficient petit introduit
pour modéliser la génération de 1’énergie cinétique turbulente a la frontiere I'. kK > 0 est
le coefficient de friction et la fonction f est donnée dans L?(2)<.

Comme dans la section 1.2, nous associons au probleme (1.1) un schéma itératif non-
linéaire. La convergence est prouvée sous des conditions semblables a celles supposées dans
le cas ou I'énergie cinétique turbulente est nulle sur toute la frontiere 9€2. Le systeme (1.1)
admet la formulation variationnelle suivante

Trouver (u,p) € X x L*(), tel que

Vv eX, (ak)Vu,Vv)+b(v,p)+ &(|lulu,v)r = (f,v),

)
et Vg e L*(Q), b(u,q)=0. (1.25)

Trouver k € L*(Q), telle que

Vo € H*(Q) N H (), —/G(k)A(pdx = /\/G(|u|2)8ngp dr + /oz(k:)|Vu|2(pdx,
Q r Q
(1.26)
ou la fonction G(-) est définie dans la section 1.2, par

Vs € R, G(s) = /05 ~(7)dr.

La preuve de 'existence d’une solution du probleme (1.25)-(1.26), est due & C. BERNARDI
et AL, dans [10]. De plus Iénergie cinétique turbulente k est positive et appartient a
I'espace H*(2), pour tout s < %
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1.3.1 Schéma itératif et principaux résultats

Considérons deux réels r et 1/, strictement positifs, tels que % +1i =1etr>d Le

schéma itératif considéré s’écrit '
Trouver  (u™*! pn+l k1) € X x L2(Q) x W' (Q), tel que
Vv € X, (a(k")Vu™™, Vv) + b(v,p"*) + s(ju™Haov)e = (f,v),

(1.27)
Vg € L*(Q), b(u*,q) =0,
et
Emtt =0, sur Iy et Ertt = Au™ 2, sur T, (1.28)
Vo e Wo (), (y(k") VK, V) = (a(k™) Va2, o). .

L’existence d'une solution du probleme (1.27)-(1.28) est due a R. LEWANDOWSKI, dans
[47].

Nous allons montrer que le schéma (1.27)-(1.28) converge, et plus précisement, nous prou-
verons que la suite (k™),, est contractante, que la suite (u"),, satisfait

V(™ —u)lo < K[[V(E" = E")]lo,

et enfin, que la suite (p"),, est convergente.
Pour la convergence de ce schéma, nous supposerons en plus que la suite (u™),, appartient
a l'espace W13(Q)4, pour £ > 0 assez petit.

Théoréme 6 (Convergence). Soit f € L?(2)4. On suppose qu’il existe une constante M,
strictement positive telle que les suites (u™),, et (k™), vérifient,

vneN, u"eW" Q)T et
| [wisrepe < M et (B |lwrs@) < M.

Alors, il existe une constante ¢ ne dépendand que du domaine 2, a, 7y, et de M telle que
c

si K = — < 1, les suites (k") et (u™),, convergent. De plus ¥n € N*,
v

V(™ —u")lo < K[|[V(E" = &")|lo, et

IVET =)l < K[V (E" = &) lo-

Démonstration. La preuve s’effectue en plusieures étapes. L’estimation de la quantité
||V (u™™ —u")|| se fait de la méme manicre que dans la section 1.2. Rappelons que la
constante cq est celle de la continuité de H' dans L, et ¢, est la constante de Poincaré-
Friedrichs. Nous avons alors

cocpM||a] 0

IV —u")lo < IV (E" =& lo, (1.29)

v

et on a aussi c
[[Vu™|lo < ;p||f||o~ (1.30)

Ceci nous conduit & estimer la quantité ||V (k™ — k" 1)]]o.
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Premiére étape : Estimation de ||V (k" — k")||o.
Pour cela, on choisira une fonction test ¢ qui s’annule sur 0f2, mais comme la quantité
k™t — k™ n’est pas forcément nulle sur tout 9€, on introduit 'opérateur de relévement

1
R suivant : soit R I'opérateur de relévement harmonique continu de HZ(T') dans H'(Q),
défini comme la solution de I’équation aux dérivées partielles suivante

—ARn =0 dans €2,
Rn =n sur I, (1.31)
Rn =0 sur I'p.

1
Soit cg la constante de continuité de I'opérateur R(-) de HZ(T') vers H'(Q), elle ne dépend
que du domaine €2,

1
Vn € Hg (1), [ Bl a0, < crllnl| (1.32)

S
H020 (F)

Remarque 2. Si on suppose que pour tout n € N, k" € W13(Q), alors la trace de |u™|*

sur I appartient o W33(T).

En effet, Aju™™[2 = k" € W3(Q), sa trace sur I’ est dans W33(I'), qui s'injecte dans
H %(F). Et puisque k" = 0 sur Iy, alors les trace de k" et de |u"|? sur I' appartiennent
1
Heo ().
Prenons ¢ = (k"' — k") — R(k"™' — k™) comme fonction test. Injectons la dans
I'équation d’énergie cinétique (1.28) a I’étape n, puis a I'étape n + 1, ce qui donne

(2T T k) - R )

— (O{(kjn)|vun—i-1|27 (k,n—i-l o k,n) o R(kn+1 o k,n))7

(2 wr T = k) = R )
= (a(k”_l)wu"\z, (K"t — k") — R(k"T — k”)).
Faisons la différence des deux équations obtenues. En développant un peu, on obtient
(v(k")Vk"“ — (k" HVE", V (k" — k"))
- (fy(k;”)Vk”“ — (K" )VE", VR(E" — k”))
= <a(k”)|Vu”+1\2 —a(k"H|Vu"?, Bt — k”)

o (a<kn>|vun+1|2 _ a(knfl)‘vun|27R<k,n+1 _ kn))
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Ensuite, faisons apparaitre les termes a(k") — (k") et (k™) — v(k"!), dans D'écriture
ci-dessus. On trouve

(fy(k:”)V(k:"“ — k"), V(K — k:”))
= — (»y(k")V(Wl — k"), VR(K" — k”))
= (0 e van v )
- ((7(1{:”) — (") VR, VR — k"))
+ (a(k”)(|Vu”+1|2 — [Vu"[?), k- k”)

+ (a(k”)(|Vu"+1|2 — [Vu"]?), R(k"™! — k"))

- ((a(k”) — a(k" ) Va2 k- k:”)

+ ((a(k") —a(k" 1) |[Vu"?, R(E" — k”)).

Comme 7 (k™) > v, alors

V[[VE = kM < h+ L+ I3+ 1+ Iy + I + I, (1.33)
ol

I = (v V(" — k"), VR(K"H —k”)) :

I, = < YK VE", V(K" — )

Iy = < (K" VEY, VR(K™T —

I = (a (E")(|Vu" ™2 — [Va™ ), k"t — kz”) :

I; = (a (k") (|Vu" 1?2 — |[va"?), R(E" — k:”)) ’

1= () = e e e - )|

1= (et knwwa<MH—WQL

Nous allons montrer que chaque intégrale I; est majorée par une quantité de la forme
suivante

V] € {17 ES) 7}’ Ij < Cj||v(kn+l - kn)HO ||V(kn - kn_l)HO‘
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1.3.2 Majoration des quantités I;, pour 1 < j <7,
Majoration de I;.

Pour I'estimation de I, nous avons besoin du Théoreme suivant, voir V.GIRAULT-P.-
A.RAVIART [39], (Corollaire 1.1, chapitre 1), et aussi P.GRISVARD [41],

Théoréme 7. Soit Q un domaine borné de R? et a frontiére lipschitzienne.
Sotent s1 > s et s > s, tels que si l'une des deux conditions suivantes est satisfaite

sitsp—s>dp-+ - — ) ets—s>d(— 1), j=12, (1.34)
ou bien
sl—|—32—s>d(pi1+piz—%)etsj—SZd(pij—%),j:1,2, (1.35)

alors la forme bilinéaire suivante est continue

Y Wee Q) x e (Q)d s se(Q)

(u,v) — u-v.

(1.36)

On a

Y

I = ’ (W“)WW — k"), VR(K" — k"))

d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz

L < oo [V (R = E") o [IVR(E™ = &™)l

< ||7||oo||v(k5wr1 — k"o ||R(/€Wr1 - kn)”Hl(Q),

La relation (1.32), implique qu’il existe une constante ¢, qui ne dépend que de €, telle
que

I < el IV (™ = B0 [[675F — &7

1 )
H020(F)
or R =K 4 = A TR = P ]y
Hgy(T) Hgy(T)
_ n+l _ ..n\ | n+1 n
SN =) @]
donc
I < eyl V(R = E2)[[o || (W' —u™) - (0" +u™) HH%(U' (1.37)
00

Comme u™ € W13t(Q)4, sa trace sur I' appartient & Wlfi%l?’?’%(F). En appliquant le
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Théoreme 7 en dimension d = 2, et en prenant

L 2
S = — =
2729 )
1
31—57])1:27
1 ! 3+
S9=1——— = g, ona
2 3+€7p2 )

ut —uwt =ue H:(I) = W22([) = Wori(T), et
't ot = v e WTEeS (D) = WD),
Pour un € > 0 assez petit, on a sy > s.
La condition (1.35) du Theoréme 7 est vérifiée car
I 2+4¢

— t
34+4¢ 3+¢ ¢

S1+Sy—s=8=1—

donc
1 1 1
S1+8—s>2(—+——-], Ve>0
y4i D2
On a aussi
1 1
sl—s:O>2<———):O,
D1 p
1 1 2 1 ;
Sg—s=1— — == — = e
2 3+e 2 34+ 2
(1 1) 2
2l —— = | = -1,
ps P 34+¢
donc

1 1
Sg—s>2(———-.
b2 P

Ce qui implique
H (unJrl _ un) X (un+1 + un) H

SHunJrl_unH Hun+1+unH )

1 . P .
He, (1) Wy

D’apres l'inégalité (1.37), on a

n+l _ 1L.n n+l _ ;n n+1 n
I < Ayl IV (K K)o [Ju u “Ho%omd““ FW s e (1.38)

1
Or, l'opérateur trace est continu de H*()? dans Hz(T"), et de X dans HE(T)? | il existe
donc une constante ¢q, qui ne dépend que du domaine (2, telle que

=]y < el = e
00
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n+1l _

et comme u u” = 0 sur Iy, on a, d’apres l'inégalité de Poincaré-Friedrichs,

n+1 nH

[[u"* —u < ¢ffu™t = u"| gy

1
H020 (F)

< &IV —u")l,
ou C~1 = C1Cp.
De méme, I'opérateur trace est continu de W13+¢(Q)? dans Wl_?’*}rf"g“(f‘), il existe donc

une constante positive ¢z, qui ne dépend que du domaine €2, telle que

[[u" + u'|| < ool [u™ + u"|[prst ),

—3}r5 ’3+5(F)
<, (||u"+1||W1,3+e<md ; ||u”||W1,3+s<md),
S 2MCQ.

D’apres la relation (1.38) et les deux inégalités qui proviennent de la continuité de I'opé-
rateur trace, il existe une constante notée encore ¢, qui ne dépend que du domaine €2, telle
que

n+l _ 1.n n+l _ _.n L n+1 n 1
Iy < e[yl [V (K )0 [[u ] gy I 00 e gy
< e M|V (R = EM)o [[V (0" = u™)fo.
En utilisant I'inégalité (1.29), on trouve
L < CuIV(E =Bl [[V (K™ = E"H)]fo, (1.39)

cCopC1eaAM ([ [oo[0[oo

oﬁC’lz

14

Majoration de I5.
On a
= (06 =) wre, v i)

on applique le Théoreme des accroissements finis a la fonction (-) entre k"' et k™,
obtient

I < Hv’Hoo(!k”—k"‘ll VR, V(R - r)

Or |k" — k"1 € H'(Q) qui s’injecte de maniere continue dans L%(2), et comme la suite
(k™),, est supposée appartenir et étre bornée dans 'espace W13(2), en utﬂisant I'inégalité
de Holder on trouve

L < 1ol K" = £ H|1o@) [[VE" || ooy V(B = &™) lo-
D’apres la relation (1.9) et

IVE"|||Ls) < [|E"|lwrs@) < M,
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on a
L < oM ||oo|IK" = K" 7|1 o) [[V (R = &™) fo-
Mais |k — k"1 = 0 sur [y, donc en utilisant I'inégalité de Poincaré-Friedrichs, on
écrit

I < cocy MY l|oo [V (E™ = K)o [[V (K" — E")]lo-
En posant Cy = coc, M ||7|]o0, on a estimation suivante

I < G [V (™1 = k)l [V (k™ = kD)o (1.40)

Majoration de ;.
On a
= (0 =)y van VR - )|
L’estimation de I3 se fait de la méme manicre que I. Rappelons que R(k" ™ —k") € HY(Q),
et est nul sur ['y. En utilisant le Théoreme des acroissements finis, I'inégalité de Holder,

I'injection continue de H'(Q2) dans L°(€2), et I'hypothese ||k"||w1.3(q) < M, on obtient

Is < [V ]loc 1K™ = E" Mo IV (™) 130) IV R(E™ = K)o,
< coM |1y lloo [[E" = K" | 1120 [IVR(E™ = E") o,
< cocpM |17 loo [IV (" = K" Dlo [|R(E™ = &™) |2

comme lopérateur R(-) est continue de HZ(T') dans H'(Q), et d’apres la relation (1.32),
on a

Iy < cocyer MY [l [V (K™ = K" )l[o 1K™ = k"] 4
HZ,(T)
L opérateur trace est continu de H'(Q) dans Hz(T'), donc
Iy < cocper MY lloo [V (™ = ")l [K™ = &7l .
Encore une fois, on applique 'inégalité de Poincaré-Friedrichs & k"' — k", on trouve
Is < cocrey MY [l IV (K™ = B0 [V (R = &™) o-

On pose Cs = cocrcz M |[y'[| oo, alors

Iy < Cs [[V(E" = k"Dl [[V(E™ = E")o. (1.41)
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Majoration de I,.

On a

I, = ‘(a<k,n)(|vun+l|2 _ |Vu”|2), kn-{—l _ kn>

En écrivant
|vun+1|2 - \Vu”\z _ |v(un+1 o un)| |V(lln+l 4 un)’7

et en utilisant 'hypotese (1.2), on a
1o = ol (190 ) [ w5 )

Comme |V(u™*! + u")| est supposée dans L3(Q2)%, I'inégalité de Hélder donne

Iy < o] || [V (™ = u™) o [V (™ + u®) [ e [[B"F = K" o).
< el ([[VU" || seya + (VA" p3(eya) [V (@™ —a®) o [|K" — &[] 250
< ||O‘||w<||un+1|HW1’3(Q)d + HunHWLS(Q)d) HV(unH —u")|fo Han - anLG(Q)a
< 2M| o] | [V (u™ = u")[[o [|7 = &[] 150,
< 2Meol|al|oo [[V (0™ = u™)|lo [[E"" = &"[| (),

< 2Megcyl|allo [[V (™ = u")[lo [[V(E" = &")]lo-
La relation (1.29), a savoir

cocpM [0

V(™ —u)[ly < ” IV (K" = k" H)]lo,
implique que
2¢5e; M| oo |0 ||
L < ——— IV (" =KDl IV (B = K)o

2c22 M?||a o
on e ¢ 288l
v

on obtient 'estimation

I < Cyl[V (k" = k"o [[V(E" = k")]fo. (1.42)
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Majoration de I5.

On a
I5 — ‘(a(kn)(|vun+l|2 _ \Vu”|2), R(kn—i-l _ kn)) ‘

De la méme fagon que dans la majoration de I, on a
Is < 2Meocy||al ]| [V (0™ —u)[|o [[R(E"™ = K™)| 1 0)-
Les inégalités (1.29) et (1.32), entrainent que

 265M2|aflol|o/ll
5 =

IV (" = & Do [[RE™ = £ @),

28 en Moo 1o
< % I

T
v Hgp (D)

1
On utilise maintenant la continuité de I'opérateur trace de X dans Hg(I')? et I'inégalité
de Poincaré-Friedrichs. On obtient

2cc2enM?||a ool o] oc
S —— ) IV = k)oK = k{10,

2¢5¢pcrM?| |||l []oo

IV(E" = E" Do IV (& = £")o-

14

2c2cccr M?||a o
En posant Cy = —~2 Mo || “OO, on a l'estimation suivante
v

I5 < G|V (k™ = k)] Jo [V (k™ = k")]lo (1.43)

Majoration de I;.
On a
Is = ' ((a(k") —a(k™ ) |[Vu"?, kT — k”) ‘

On applique le Théoreme des accroissements finis a la fonction «(-) entre k" et k"', on
trouve

s < ||a'||oo(|k" e [V, [ m).

Comme la suite (u™),, est supposée appartenir a 'espace W13(Q)? et y étre bornée, alors
IVu|? e Lz(Q)%.
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On applique 'inégalité de Holder et I'injection continue de H'(§2) dans L5(f2), on a

Is < || ||ool| [VU"[? 113 e 1K = Koo K™ = K[ s (),
< cha/HooH \|vu"||§3(9) ||k — knilHHl(Q) an+1 - anHl(Q)7
< gl ool ™ [fy1a gy [1E" = B 1o A" = B |1

< M| oo | = K" H oy 1B = K| 1 e
Et d’apres I'inégalité de Poincaré-Friedrichs, on trouve

Is < coep M2 || IV (K" = E" D)o [[V (B = £")]fo.

On pose Cs = cgcz M?||o/]|, et on a donc l'estimation suivante
Is < Co| IV (E" = k"= H)[o [V (E" = &) |o- (1.44)
Majoration de I;.

On a
I = ’ ((a(k;") — a(k" ) [Vu A, R(ETH — k”)> '

De la méme maniere, on a
Iy < coM2|a | 1" = K"y || RO = k)10

D’apres (1.32), I'inégalité de Poincaré-Friedrichs et la continuité de l'opérateur trace de
H() dans Hz(T'), on peut écrire

Iy < coer Moo 6" = Bl |67 = B2y 0

< cocrM||& || 1K™ = B H iy 1K™ = K" || 0,
< cocrey M2 ||oo [[V (" = K" [o [[V ("1 = &™) o
Soit C7 = cocrciM?||||oo. Ainsi, la derniére inégalité devient,

Ir < Cr||V(E" = k"= D)o [V (E™ = &™) |o- (1.45)
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Conclusion

Nous avons montré jusqu’a présent que chaque quantité I;, pour 1 < 5 < 7 est majorée
par

I < GilIV (K" = k" D)l [IV (K" = E™)]lo,

ou Cj est une constante strictement positive, ne dépendant que du domaine 2 et des
données a, v, M, v et \.

La relation (1.33), c’est a dire

VIV =k < L+ L+ s+ L+ I + I + I,

J=7

implique qu’il existe une constante ¢ = Z C};, strictement positive et ne dépend que du
j=1

domaine €2 et des données «, v, M, v et A, telle que

C
[VE = EN)lo < —(IV(E" = &l fo.

Convergence

c
D’aprés I'hpothese du Théoreme 6, a savoir K = — < 1, la suite (k"), est donc

v
contractante dans H'(Q), elle converge fortement dans H'(Q) vers une limite, notée k.
Concernant les suites (u”),, et (p"),, leur convergence est prouvée de la méme fagon que
dans la partie précédente.

Lemme 4. Sous les hypotheses du Théoréeme 6, nous avons
2
)\|u||F = kl‘l“

Démonstration. Vérifions que sur I'; Aju” ‘QF, la trace de la suite (Alu™[?),, converge vers
)\|11|‘2F = kZ|F.

(k™),, converge fortement vers k dans H'()). La trace étant continue de H'(2) dans
H2(T), donc k[l converge fortement vers k. dans H 3(I).
Comme £k = Alu” fr, on a aussi la convergence de )\]u”MQF vers k. dans H 2(T) fort. 11
reste a montrer que k. = )\|u|‘2r. On a

TP = Fl] g gy < AR = KLy g+ IR = Ml

r
Montrons que le membre de droite tend vers 0 quand n tend vers 4o0.
Il est clair que le terme

[[Af™* — ]|

g 0, quand n — oo.
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Pour l'autre quantité, on a
A * = Aul*[] 3 ) S Allu" =) - (" )]y

Utilisons le Théoreme 7, en prenant

1
= — :2
S 27p )
1
81_57]91:2’
1-— ! 3+
So = , = g,
2 3+ P2 =

' —u=ue H?(F) = W%’Q(F) = WsPH(T), et
Wt fu=ve W e ’3+E(F) = W#2P2(T),

alors

N = A2l 3 ) < M =) (0w

S Au® =l u® ]

H? (1) 3te Atery’
L’opérateur trace est continue de W137¢(Q) dans Wl_ﬁ’%s(f‘), donc il existe une constante
c3, strictement positive, ne dépendant que du domaine 2 telle que
A" = Auaf?]]
H

by < A =l - o 4l ),

< 2MegA|ju™ — uHHz(r

La convergence forte de (u"), vers u dans H'(Q2) et la continuité de la trace de H'(£2)
dans H%(F), impliquent que la quantité

n|2 2
[|A[u"]* — Alu] ||H%(F) — 0, quand n — +oo0.
Ceci acheve la preuve du Lemme 4. O

On peut conclure maintenant que la limite de la suite (u™, p", k™),, est une solution du
probleme (1.1). Ceci achéve la preuve du Théoreme de convergence 6. O

Jusqu’a maintenant nous avons montré que le schéma proposé (1.27)-(1.28), converge
vers une limite qui est solution du probleme 1.1. Il reste a voir si cette limite est la bonne
seule solution de (1.1), afin de s’assurer que notre schéma converge bien vers la solution
attendue. Pour cela nous annongons le Théoreme d’unicité suivant.
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Théoréme 8 (Unicité). Soit f € L2(Q)? et soit U = (u,p, k) une solution du probléme
(1.1).

Si U e Wh3te(Q)? x L?(Q) x W3(Q) et si v est assez grand, dans le sens ou pour
une certaine constante ¢, qui ne dépend que de ), «, v et M, la condition suivante est
satisfaite K = £ <1,
alors U = (u,p, k) est l'unique solution du probleme (1.1).

Démonstration. La preuve du Théoreme 8 se fait de la méme maniere que la preuve du
Théoreme de convergence 6.
Si on suppose qu’il existe une autre solution

U= (u,p k) € W3=(Q)? x L*(Q) x WH3(Q),
alors on a les inégalités suivantes

IV(u—a)llo < K||V(k = E)llo,
IV(E = K)llo < K|[V(E—&)|lo,

1D = Pllo < K|V (k= K)o + || [ufu — [afa || .,

Comme K < 1, alors la seconde inégalité implique que k = k. On en déduit d’apres la
premiere inéquation que u = u. Enfin, la derniere inégalité prouve que p = p. O

1.3.3 Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons pu approcher la solution du probleme (1.1) modélissant
I’écoulement d’un fluide turbulent stationnaire et possédant une viscosité assez grande
(océan par exemple), par une suite de solutions du schéma que nous avons proposé. Nous
avons montré que la convergence est exponnentielle, puisque la suite (£"),, est une contrac-
tion. Nous avons pu aussi vérifier que pour des viscosités assez grandes, le probleme (1.1)
admet une unique solution dans 'espace W13¢(Q)? x L%(Q) x W3(Q), ott € est un réel
strictement positif.

Dans le chapitre suivant, nous traiterons le cas du couplage océan/atmosphere. Nous
tirons parti du travail fourni dans le premier chapitre, afin de généraliser les résultats
obtenus.
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Chapitre 2

Couplage de deux fluides
turbulents : océan/atmosphere

2.1 Position du probléeme

Dans le chapitre précedent, nous avons étudié le cas d'un seul fluide, et nous avons
en quelque sorte considéré un modele “tres simple” de 'océan. Ce dernier est forcé par
I’atmosphere qui joue un role tres important. L’hypothese de base concernant I'interface
air-mer est I’hypothese du toit rigide, qui suppose en un certain sens que la surface de
I'océan est fixe. On notera par F) le fluide de l'océan et Fy celui de 'atmosphere, et on
supposera qu’ils sont stationnaires. Chaque fluide est défini dans un domaine §2; borné
de R?, les deux domaines sont disjoints. Nous considérons donc un systeme d’équations
modélisant ’écoulement stationnaire de ces deux fluides turbulents F} et Fy. Les équations
sont couplées par des termes non linéaires qui sont soit le coefficient de diffusion soit le
second membre. Nous proposons un schéma numérique itératif, pour lequel la convergence
est prouvée quand le quotient force/viscosité est assez petit. L'unicité de la solution est
aussi établie sous cette condition avec I’hypothese supplémentaire que la vitesse et 1’énergie
cinétique du fluide sont assez régulieres. Le modele est décrit par le systeme d’équations
suivant (voir par exemple [10] et [9] pour plus de détails).

-V (az(kz)VuZ) + grad P = fz dans Qi,

V-u = 0dans
—V - (7i(ki)VEk) = (k)| Vu|* dans Q;,

u, = Osurly, (2.1)
k; = Osurl}y,

a;(k;)On,u; — pin; + k(w; —uj)jw; —uy| = Osuwr I, 1 <i#j5 <2,
ki = Muy —uy? sur I

Dans toute la suite 'entier ¢ appartient a {1,2}. Rappelons que toutes les quantités et

inconnues de ce systeme concernent 'océan Fi pour ¢ = 1 et 'atmosphere F, pour i = 2.

e On suppose dans toute la suite que chaque €2; est un ouvert borné convexe ou de
classe C1! de RY, de frontiere 9€); = I'; UT, ol

47
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[' = 09y N OS5 est la frontiere de glissement des deux fluides. Elle est modélisée par
une friction k. Cette partie du bord est l'interface air-mer que nous supposons fixe,
suite a 'hypothese du toit rigide. I' est de mesure strictement positive, et OI" est
une sous-variété lipschitzienne,

I'; est la frontiere de non-glissement, elle est de mesure strictement positive, et OI;
est une sous-variété lipschitzienne,

e le point générique est noté x = (x,2) dans R? et x = (,y, 2) dans R3,
e le champ de vecteurs u; désigne la vitesse du fluide F; dans €2;; comme les deux

fluides sont incompressibles alors les deux vitesses sont a divergence nulle.

Les conditions aux limites sont telles que, les deux vitesses u; sont nulles sur la
frontiere de non-glissement I';, mais sur l'interface air-mer, elles sont non-nulles a
cause de la tension du vent,

e p; est la pression du fluide Fj,
o k; est Iénergie cinétique turbulente (ECT) du fluide F;. Sur la frontiere de non-

glissement, on impose des valeures positives aux deux ECT k;, mais pour simplifier
le formalisme sans changer la structure mathématique du probleme, on les prendra
nulles. Sur la surface air-mer, on fait 'hypothese que 'ECT dépend uniquement de
la différence entre la vitesse du fluide F} et la vitesse du fluide F5,

A est une constante positive sans dimension calculée a partir de données expérimen-
tales, elle est introduite pour modéliser la génération de 'ECT a la surface,

e x; est le coefficient de friction du fluide Fj, il est constant positif et sans dimension,
e la quantité «;(k;) représente la viscosité turbulente et le terme +;(k;) représente le

coeflicient de diffusion turbulente. Nous les supposerons bornés et vérifiant

i,y € WH(R) et W eR, a;(0) > v et (2.2)
() > v, (v e RY). '
On considere aussi le sous-espace de H!(€;)?, défini par
X; = {VZ' e H' ()% v; =0 sur F} )
Le systeme (2.1) admet la formulation variationnelle suivante
Trouver (w;, p;, ki) € X; x L*(Q;) x Wl’T’(Qi) tel que, pour tout v; € X;,
ai(ki; g, vi) + bi(vi, pi) 4+ & (Jw — ;| (W —vy), vi)p = (£, vi)a,,
(2.3)
Vg; € L* () bi(w;, ¢;) =0,
et,
k‘z‘ =0 sur PZ', ]{Il = )\|uz - 11j|2 sur F, et

Vi € Wy (), Ci(kis ki, i) = (k)| Vwil?, i), - (24)
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Les formes a;(-;-,+), b;(+,-) et C;(+;-,-) sont définies par

az(kl, u;, Vi) = (az(kl)Vuz, sz)Qz = /Q ozl(kz)Vuz . VVidX7

bz'(Vqu) = —(V'quz')gi = —/ ¢V - vidx, et
Q;

Collis ks 03) = (4 (6 Vhi, Vo), = / () VY prdx.
Q;

La preuve de 'existence d'une solution du probleme (2.3)-(2.4) est due & R.LEWANDOWSKI
dans [47].

2.2 Schéma itératif et principaux résultats

Dans cette section, nous allons proposer un algorithme itératif non linéaire, que nous
avons associé aux formulations (2.3)-(2.4). Moyennant des conditions supplémentaires sur
la régularité de la solution et le fait de prendre des viscosités turbulentes assez grandes
dans un sens que nous allons préciser, nous donnerons des estimations a chacune des suites
(u)n, (P, et (k*),, ces estimations impliqueront des convergences fortes des suites dans
les espaces adéquats, vers une limite (u, p, k). Nous vérifierons ensuite que cette limite est
une solution du problemes (2.3)-(2.4). Enfin, et sous les mémes conditions de convergence,
nous ¢établirons un théoreme d’'unicité, qui montrera que notre schéma converge bien vers
la solution attendue.

2.2.1 Schéma itératif

On considere le schéma suivant
Trouver  (u?th, prtt k™) € X, x LA(Qy) x WH'(Q),  tel que Vv; € X,

(i (kP )Vul+t, Vvi)Qi +0(vi, i) + k([ = uf (= ) ) L = (6 Vi),

1 7 J
(2.5)
Vg € L* (), bi(uf g;) =0,
et,
kPt =0 sur Ty, EPt = Aupt! —uf 2 sur T
Voi € Wy (), (WE)VE, Vi) = (ca(k)IVui 7 00) - (2.6)

Dans [7] et [11], C. BERNARDI et AL ont considéré un schéma semblable a celui proposé
ci-dessus, la différence se trouve dans I’équation (2.5), et surtout le terme & U'interface T,

(luf —uf| (uf*' — ™), vi)r,, pour 1 <i+#j<2.
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Avant de commencer a donner les principaux résultats concernant ce schéma, nous
posons

lalloo = maz{]|ail|e, i = 1,2},

o/ [|co = maz{][|aj]|eo, i = 1,2},

Y loo = maz{||7illeo, i = 1,2},

117 l|oe = maz{|17illoe, @ = 1,2},
Cm = min{k;, i = 1,2},

ey = max{k;, 1 =1,2}.

Dans toute la suite, £ désignera un réel strictement positif, (et suffisament petit).

2.2.2 Principaux résultats

Dans cette partie, nous allons montrer que le schéma (2.5)-(2.6) converge, et plus
précisement nous prouverons que le suite (k!),, est contractante, que la suite (u?),, satisfait
la relation suivante

2 2
DIVt =)o < KDY IVE =&l
i=1 i=1
Et enfin, grace a la condition inf-sup, nous prouverons que la suite (p"),, est de Cauchy.

Théoréme 9. Soit f; € L*(Q,;)?. On suppose qu’il existe une constante M, strictement
positive telle que les suites (kI'), et (u?), vérifient,

Vn € N, u? € Whae(Q,)4 et

[ | fwaee e < M et [k lwrsq) < M.

Alors, il existe une constante c, ne dépendant que des domaines €);, de «;, de ~y;, de k; et
c

de M, telle que si K = — < 1 les suites (ul),, et (kI'), convergent. En outre pour tout
v

n € N*

2 2
DIV —u)llo < K NIV(E =Ko,
i=1

i=1

2 2
D VET =k < K IVE =Ko

i=1 =1

Démonstration. La preuve du Théoreme 9 se fait a ’aide de plusieures estimations.
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2
Premiére étape : Estimation de Z IV (! —ul)|]5
i=1

+

On prend v; = Lu?™' comme fonction test dans (2.5), ce qui implique
%3

1 1
;/ i (K1) | Vul ! P dx + / juftt — (=t dr = —/ fuldx.
i Jy r tJQy

En sommant sur ¢, on obtient

2 2
1 n n+1 n+l n+1 3 _ 1 n+1
Zﬁ—(/iazkﬂVu |dx) /|u u’ |d7_z~21;i Qif,;ui dr,

i=1 "

comme

T — bt dr  est positif,

et d’apres 'hypthese (2.2), on trouve

v 2 1 2
_Z||Vuy+1||ggi < _Z/ fuda.
L 7 Em i1 Y

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, et I'inégalité de Poincaré-Friedrichs (1.10), la
derniere relation devient

2 2
v 1

— > Va5 g, < — > Il uf o,
S Cm 3

2 2
S cpce
ceci implique que Z Va5, < CMVp Z |£5][o] [V a1 o
mT=1

=1

En utilisant l'inégalité 2ab < a? + b, Va,b € R, on obtient

2 CQ 02 2
M
D _IVurg < 5= > MG (27)
i=1 m i=1



52 Chapitre 2. Couplage de deux fluides turbulents : océan/atmosphére

. . 1
Ensuite, choisissons v; = — (u*!
,i.

2T —ul), et injectons-le dans (1.7) aux étapes n et n + 1.

1
La différence des deux équations ainsi obtenues est alors :

(wvur v )L (e v v - )

R

(g gt ) (- wla - wu a) <o
I I

1
Donc — (ai(k’”)V(u’”l —u}), V(utt - uf))
Q

K ’

+i(<ai<kn> — oi(k ) vy, (uf ! “”)m

Ri

(|un+1 n+1|( n+1 u;L—H) _ |u:L _ u;l|(uf _ U_;-Z), un—l—l o un) = 0.
r

Passons ensuite a la somme sur 7,

(2

#3 ((aulh) - g ) VT - ) )
(|u"+1 W (g — g — ug](uf — g, (- g — (u] —u@) |
T
D’apres le Lemme 2, la quantité
(|u?+1 W — ) — g — wgl(uf — g, (- g — (u] —u;>)
T

est toujours positive, donc

2
1
y L (m (V@ — u?), V(u — u?))
K; Q

i=1
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1 1
or — > —, donc
K; Cpr

2
3 (axk?)wu?“ W), V(! — u?))
— Q

=1

) (2.8)
#30((aulb) - k) var v < u)) <o

i=1 Q
D’apres I'hypothese (2.2), le terme de gauche dans la relation (2.8) vérifie I'inéquation

suivante
2

> etk ). Tt - )

=1

2
1 2
>3 IVt -l (29)
i i=1
Quant a celui de droite, nous utilisons le Théoreme des accroissements finis appliqué a la
fonction «;(+) et I'inégalité de Holder, ceci donne
2

Z(axk“)w, V(! — u?)) |
Q;

i=1

2
<y |!a2!!oo(|k? g V] V(! — u?>|) ,
Q

=1 %

2
< o loo Y R = K s 1907 [1sape 1V (0 =)o,
i=1

grace a l'injection canonique (1.9) de H'(£2;) dans L°(©;), et aux hypotheéses du Théo-
reme 9, on a
2

> (k) = (k) v, V(- u?))g ,

=1

i

V(ui =)o,

2
< o lloMeo Y IIK = K7l (an)

=1

2
< |l lloMeoc, Y NIV (k= K7Dl IV (™ —af)]lo-
i=1

En utilisant les relations (2.8) et (2.9), et 'inégalité suivante,

VY a, b€ R, on a pour tout réel § > 0, I'inégalité suivante,

2.10
%az + 6b% > 2ab. ( )

On obtient

2 2
vy IV —u)|f < llo'llsoMeoc, Y [V (R = &7l [V (uf ™ —uf)llo
=1

i=1

IN

2 12 2.2.2 2
v n n ||CE ||00M CoC n n—
S 2V — [+ VR - kI,
i=1 i=1

IN



54 Chapitre 2. Couplage de deux fluides turbulents : océan/atmosphére

Ceci se traduit par
o112 M2c2c2 2

- Mo—wzy|v(kg_kyl>yy§. (2.11)
i=1

2
DoV —u)lfs
i=1

n

Pour montrer que la suite (u}), est convergente, il suffit donc de montrer que la suite

(k?')n est contractante, et que la suite (uf), est de Cauchy. Pour cela nous allons utiliser
le schéma numérique associé a I'énergie cinétique turbulente (2.6).

2
Deuxiéme étape : Estimation de Z V(KM — EM)|)2
i=1

Pour cela, on choisira une fonction test ;, qui s’annule sur 0¢2;. Une fonction évidente
et qui est fréquement utilisée est

PYi = k? o k? )
mais dans notre cas, cette fonction n’est pas forcément nulle sur tout le bord. De ce fait,

nous faisons appel a un opérateur de relevement. Soit donc R;, 'opérateur de relevement
1

harmonique sur €;. Le relevement R;n, d’une fonction n € HE(T') est donné par

—AR;(n) = 0 dans
Ri(n) = 0 sur T, (2.12)
Ri(n) = n sur ;.

1
Ainsi, R; est continu de H(T') dans H'(€;). Soit cg, sa constante de continuité, et posons
cr = max{cg,; i =1,2},

vie{L2hetvne Hy), (IRl calllls o (213
00

Or k' € W13(Q;), sa trace sur I' est alors dans W33(I), qui s'injecte dans Hz(I'). Et

comme kI'|r, = 0, alors kI|r appartient a HO%O(F).

Il est donc naturel de prendre ¢; = (k™' — k) — R;(k"*! — k') comme fonction test dans
I'équation d’énergie cinétique turbulente (2.6), aux étapes n et n + 1, la différence des
deux équations obtenues, donne

(w<k?>w+l (KR V(R — k?))
Q;

- (%(k?)Vk?“ (KR VR (0 k?))

Q;

- (CJ"'(’f?)IV11?+1I2 —ai(ky )|V %, k- k?)

Q;

- (axk?)\w?“ﬁ (R VR, R (kT k?))
Q;
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25

En faisant apparaitre les termes ((v; (k") — i(kf")) V& et ((ou (k") — i (k1)) VAP, on

déduit

IV (R — k)2 < (%(k‘?)v(k‘?“ ), V(R — k?)) _

Q;

(@xkzl)( VU V), ke k)
Q;

. (<ai<k?> — ()|, i k)

Qi

- ((%(%‘) k) VR, V(R — k?))

Q;

" (m«kzy) () VR, VR k?))

Q;

; (axk?)r(wﬁlﬁ V), Rk — k?>)

Q;

= () = cuthz ITu R - k)

- (%-(k?)wzc?“ ), VR (e — k?)) .

On a donc
V||V (kP — kG, <Lin+ Lo+ Lis+ Lia+ Lis+ Lig+ Liq,
ol

)

(k) [T 2 — [upf? ), K — k)
Q;

9

i (k) — a (k1) [ Vul ),k — k:?)
Q

i

Y

(k) — (k1)) VRS, V(i — k?))
Q

i

Y

9

(D) (Var 12 — [Vl ), Rk — k?>)
Q;

Y

(k) — (k1)) [Vt [2, Ry (ke —k?))
(9]

i

(v0r
(
(
L =| (k) 0w VRO - 1))
(n0r
(
(1t

KV (R km,vmkﬁl—w)) .
Q;

(2.14)
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Pour j € {1,2,...,7}, on pose I; = Z[Z-J. On a aussi

7
VZHV (kP — kM3 g, < Z (2.15)

=1

Maintenant nous allons estimer les quantités /;.

Troisieme étape : Estimation des /;
Majoration de I; On utilise I'inégalité de Holder, I'injection continue (1.9) de H' dans

LS et I'inégalité de Poincaré-Friedrichs (1.10). On a donc

Iin =

Y

(akauvw“ﬁ V), ke — k)

Q;

< HOéHoo/Q [V (af =) [V | + (Vi )[R — k| da,

< Nlaoo] 7 (! ?)HU(Hu?“HWLW T Hu?HWl,w) B — Koo,

< 2Meolalloo| [V (™ — i) o] K7 — K7 (),

< 2Meocp|farloo| [V (i = u) o] [V (K = &) lo-

Fixons maintenant un réel ¢, strictement positif et appliquons la relation (2.10) a

(2Mcocp||a||oo||v< ?>||o)||v<k?+1 — ),

on obtient alors

40M> G2 |2,
v

v n n 7'L n
Ly < S|IV(E =KD + 1V (i —uf)[5,
)

2
v . . 40 M?cj 2||CY||<><> n n
et donc I SS g IV (kT = KD + E V(i —ul)|[3.

=1

D’apres la relation (2.11), on conclut que

45M4C C4HCYH2 ||O/Hoo n— n n
L < - ZHW” kOIG+ 5Zr|w“ KOIG (2.16)

v2

40 M eyl 5[ ]5

On pose C? = 5

14
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Majoration de I, On a

zm:{(mx@w—aA@P%MVuﬂ%@”l—@Q

Q;

En appliquant le Théoréeme des accroissements finis a la fonction «;(-), I'inégalité de
Hélder, linjection (1.9) de H'(£2;) dans L°(€;), I'inégalité de Poincaré-Friedrichs (1.10)
et la relation (2.10), on obtient

m=(mﬂﬁ—m%ywwwﬁwﬂ—w),

Q;
SNMMOW—WHW%RM“—WO,
Q;

< [l llocl VU Iz pallF7 = Ko@)

(ki = K)o,
< collo oo [ [[fy.300 a1V (KT = K olIRT — K720 0
< cocy M| |0/ ool [V (R = B 1oV (K7 = k7)o,

oM cgeplle’ |3 - 4
IV (K = K7OIE + 5118 = K71

On a donc

2
= Z I 5 <
i—1

SM*c3

QHO/HOO n nl n+1 n
ZHVk — kOl + ZHk — K7|l6,

soit
2 2
L <25 ||V — kY12 + STk — k2, 2.17
2 < 2;” (ki — K] )Ho+5;\|z P10 (2.17)
e M]3 o _—
ou Cf = , ce qui acheve la majoration de I5.

14

Majoration de /3. On a

B =| (k) = )R V2 - )

Q;

De la méme fagon, on applique le Théoreme des accroissements finis a la fonction ~;(+),
'inégalité de Holder, l'injection (1.9) de H'(€;) dans L5(€);), I'inégalité de Poincaré-
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Friedrichs (1.10), et la relation (2.10), on obtient

?

B =| () = 2k )R T = ) )

Q;

< mzrroo(m? VR [V (ke k?>|) |
Q;

< oo 185" = K7 | oo V(E =)o,

s

< coM |1y ook} = k7|22

(k7 = K)o,

< cocp M|V [l [V (K] = B2~V (57 = B,

dcgey M2[1' 13 - VG
< IV (K = K916+ 51V R =BG

On a donc

2
Iis < ZHW = kKON + 5Z|\w“ KOG,

ce qui nous donne la majoration de I3,

2

I; < C3 ZHW kY12 + Z (kP — kD)2, (2.18)
=1 =1
5 2M2 2
avee 2 — 085 17[1%
1%

Majoration de I,. On a

I :] ((W?) (k) VR, VR (R — k?))

Q;

Par les mémes arguments, on applique le Théoreme des accroissements finis a la fonction
7:(+), Vinégalité de Holder, I'injection (1.9) de H'(€;) dans L%();), 'inégalité de Poincaré-
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Friedrichs (1.10), la relation (2.10) et (2.13). On obtient alors

9

I :‘ ((%(k??) — (kPN VE! VR (k' — k?))

Q;

< 1Y llol1K7 = K7 oo, ik = ED)lo,

i s
< AW llooll®?" = &7~ Hlzso IVAT | ao 1 R (B = k) L.

< creo MY ||l K7 = Kl (ey

=kl
H ()]

< craoC MY ool [V (K] = K7~ Dol |67 = k7|10

< creocy M| |loo| [ = K7 HIo[IV (K7 = K)o,

dcge, M?| 1Y I15 - Vo 0
< V V(K = kD16 + SV R = B,

< SRBEMINI ey, Vg e
B0 Ry — RO+ S G - IR,

donc

2
I, = Z I; 4 <
i=1

24 )2 2
deqpcgenM

=1

On a aussi une majoration de Iy,

5c 3t M?

IWHOO n o ne n n
Iy < ZIIVk — k716 + ZHVk“ KI5

S22 M2~ 12
On pose (2 = — 80P I HOO, pour plus de clarté.
v

Majoration de /5. On a

Ly —\ (akawﬂr? V), Rk — k?))

Q;

||7||OOZ||V kn kn 1 ||() Z kn-}—l —

29

k)5

(2.19)



60 Chapitre 2. Couplage de deux fluides turbulents : océan/atmosphére

En remplagant  [Vui™' |2 — [Vup[? par [V(u; " — uf)[ [V(u]™ + up)], et en utilisant
l'inégalité de Holder et les relations (2.13) et (2.11), on obtient

lis =

)

(aka(vll?ﬂﬁ V), Rk — k?>)

Q;
< Haum(m w1 )] (Ve 4+ [V, R (R — k?>|) ,
Q;

< ool V(™ = a1 Va ™l zagye + VU] || s [ Ri (k7 = K)o
< 2Meolalloo|[V (i — i) fof[Ri (k7 = K| 120

< 2Megeg||of |oo| [V (uf T — ) [fol |47 — Fill 2 oy
00

< 2Meqcr||of oo [V (uf T —af)[[oll47 " = &7[]211 0
< 2Megcperllal |l [V (T —a?) o] [V (K7 — K)o,

45M2000 |l A

14
IV (™ = ud)[[5 + SV = K6

2

CCR||a||oo " 0 0
ZHV =)l + Z (ki = KD,

=1

46 M2

Comme [5 = ZIM <

_ AM el 2l

/HOO n n— n n
< ZHV/f — kP DIl6 + 5ZHV/€“ KI5,

2

on a la majoration,

I5<022||v (k7 = EPY)| 5+ ZHV (kP —ED)[E, (2.20)

=1

40 M checpllal S e |13

\ 2
ou C? =
5 VQ
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Majoration de Iz. De la méme maniere qu’auparavant, on a

Y

Jzezz\(<oa<k?>——cu<k?1>n<7uﬁﬁ,fa<k?+l—-k?>)

Q;
sWﬂme—k?WVﬂﬁumw“—@m)

< e [Jol K7 =

P al [ R (K7 = K)oy,

< Mgl oIk} — kil o

SR — B |00,

< MPcgeperla ||l [V (KT = K)ol K7 — K7

3 )
H (D)

< M2cgeperlod ||l [V (K] = B ollA7 ™ = &7l 0
< MPcgeperll ||l [V (K] = KD olIV (BT = E)o,

OMcicycqlla|l3

n n— v n n
IV (R =R DIl + S IV R = R[5

D’apres la définition de I, on a la majoration

SM*cd

046%%”&/”00 n n— 1 n+1 n
Is < ZHVk — kO + 5ZHV/€ — EDIG-

5M4C4C4C2 O/ 2
OnposeC'g: OpR|| ||oo
14

Majoration de I;. La majoration de I7 est plus technique. On a

Y

m—wawwﬁhwnvmww—wﬁ

Q;
< il loo [V (BT = B o [V Ry (B — &) o,

< cal el VR = K)ol B2 =Kl
00

61

(2.21)
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or

(k7 = B = Moy = uy ™ = Juf —ugP)r,

n+l _ gn — n+l _ _.nt+l12 _ |.on_ ..n|2
= ||k leHo%o(F) Al Juf uy | lu} — uj| ||H§O(F)7
=4mwhm®4@“—@Wﬂ“wm—mW+@n1.
HE) (D)

Donc

mSNﬂMMW%“—WMMMT“n@%@“—%Wﬂ“ﬁm—W?WMM

Ho(I)
(2.22)

Pour estimer la quantité qui est sur le bord I', nous utilisons le Théoreme 7 en dimension

d = 2, en prenant

1
p— :2
S 27p )
1
51_57 p1:27
1 L 3+
s9=1——— py=3+¢,
2 3+¢ b2

(ui*! = uf) = (ug™! — ) =€ HAT) = WHA(T) = W (T),
(it —uf) = (wp™ - wg) = v e WHst (D) = W ().

Pour tout ¢ strictement positif, on a sy > s.
La condition (1.35) du Theoréme (7) est vérifiée car

1

3+¢’
_2+€

346’

(1 1 1) 2
o —+—— - ) =—,
pPr P2 P 3+¢€

1 1 1
Ve>0, s1+8s0—s>2[—+———.
b1 P2 D

S1+8 —s=1-—

et

donc

Et aussi

1 1
s1—s=0, et 2(— — —>— 0, alors,
pr P

1 1
81—522<———>.
b1 P
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Pour s,, on a

] 1 1
Sg—s=1— — =
2 34+e 2
2 1
34e& 2
et comme
(1 1) 2
2l —— =) = -1,
ps P 3+¢
alors

1 1
Sg—s>2(———-).
b2 D

Ceci implique

H[(u’f“ w?) — (g — wl ) — (|| L
Hg,(T)

< n+1_ n n+1_ n n+1 n+1

<l = ) = (s ) )

< un+1 + un+1 un | :|

| 2||H30(F)

() ]

e ],

l

H2

O

{Hu”+1 ] -

i=1

2 2
<e (Z - umrm)d) (Z I u?HWl,MW),
=1

ou ¢; = max{cy, s}, tel que ¢ et ¢z représentent respectivement, les constantes de conti-
1
nuité des opérateurs traces de H(€;) dans HZ,(I'), et de WL3+=(Q;)? dans W' 53+ (I")¢,

donc
(uz*! 4 u3)]

(3™ —u)][(uf ™ +up) —

U, 1

2
<deMe,y [Vt —uf)b.

=1

[(u ™! —uf) -
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D’apres les relations (2.22), (2.23),(2.10) et (2.11), on a

2
Ly < AMXcgescy | Il [V (RPT = &) o D IV (™ — ) lo,

=1

v . . 166 M2 X222 1|12 (& . . 2

< vk - kI + R (S 9 = i)
=1

Voo 325M2/\20302 2117112, < . n
< LIV — KOl + SIS -l

Vo n 0 325 M* N eyl 1v]2 |12 0 i
< LIV - RIE + o SV Kl

En faisant la somme sur ¢, on obtient la majoration de I; = Z I 7,

325 M* N gyl Il 2alle’ 12

2
V n n n n—
gz (kP = EDI + 3 ZHVk — K2,

- (2.24)

320 M Ncqci iy | |75 la |5 o —
, ce qui acheve la majoration de I5.

On pose C? = 5
v

Finalement, d’apres (2.15),(2.16),(2.17),(2.18),(2.19),(2.20),(2.21) et (2.24) et en pre-
nant § = 14 , par exemple, nous avons la majoration suivante

2 K22
DIV =BG < — D IV = kI,
i=1 i=1

7
o K?=2) C}.

Rappelons que les constantes C; sont de la forme S, donc on peut conclure que si la
viscosité v est assez grande, alors la constante K est strictement inférieure a 1. Ce qui
prouve que la suite ('), est contractante, donc elle converge fortement dans H'(€;) vers
une limite, qu’on note k;.

D’apres la relation (2.11), nous allons montrer que la suite (ul),, est de Cauchy.
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Soient m et n deux entiers naturels tels que m > n, alors

2 2 m
MIVE—u)E <> > IV -3,
i=1

i=1 j=n+1

||0/HooMQCo

< PSS - K

i=1 j=n+1

||O/||<>OM2 2 2 m

12 Mo % ZKJ “Zuv (k7 — K22,

D’ou ,
1 — Km— n+1 " -
ZHV u)lff < ——=—— DIV = kI3 (2.25)
1-K pa
2
Donc, quand n tend vers 400, la quantité Z IV (u* —u?)||2 tend vers 0, car K < 1 et
i=1
la suite (kI'),, est convergente. Ce qui prouve que la suite (ul), est de Cauchy. Soit u; sa
limite forte dans H'(Q;). Ceci achéve la preuve du Theoreme 9. O

Il reste & montrer que la suite (p}'),, est convergente, pour cela nous utilisons la condi-
tion inf-sup, Théoreme 5.

Théoréme 10 (pression). Soit f; € L?(Q,)?, on suppose qu’il existe une constante M,
strictement positive telle que la suite (ul'), vérifie

Vn € N, ||U?||W1,3(Qi)d S ]\47

alors il existe une constante ¢ ne dépendant que du domaine €);, de oy, de v; et de M,
telle que si v > c, la suite (pl'), est de Cauchy dans L*(€;). De plus, on a

[l + MPcielle’1% <

ZHP”“ pitE <8 F1-K) ZIIV k= E)IIG

4ct
52

|um+1 —H‘( m+1 ug@—i—l) _ |u111+1 n+1|( n+1 ug—i—l)

c
ou K = — < 1.
v

Démonstration. D’apres la formulation (2.5), pour tout ¢ # j € {1, 2}, et pour tout champ
de vecteurs v; € X;, on a

J

(ai(k:f)Vu?“,Vvi) + bi(vi, pit) + /@(|u”Jrl ”+1|( ntl u’-‘“),vi> = (f;,vy).
r
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Soient m et n deux entiers naturels tels que n < m. Fixons un vecteur v;, non nul de X,.
On écrit I'équation (2.5), aux étapes m et n. La différence des deux équations obtenues
donne

b (V“ p:n—i-l pzn—i-l)

Vil @

- (ai(kzlm)Vu;”“ — o (KM Vurt, L)
HViHHl(Q)d Qi

_ (]um“ m+1‘( m+1 u§”+1)—|u?+1 n+1|( n+1 u;wrl)7 Vi )
||ViHH1(Q)d r

En faisant apparaitre le terme a; (k") — ;(kP), la derniére équation devient

bi(vi, p" =Pt
|[Ville ()
- (akavmrﬂ g, —") - ((aka ~ (k) VL, —V)
Vil @ie / Vil [ (2,4
\Z)
_ |um+1 m+1|( m+1 um—i—l)_ |U?+1 n+1|( n+1 un—l—l)’ ) )
( ! ! HviHHl(Q)d r

D’apres l'inégalité de Holder et le Théoreme des accroissements finis, on a

b (V“ p:n—i-l p;H-l)
Vil 0 -
[ Vvillo [ Vvil|o
et oo IV (0" = wi ) o W + | oo | [&7" = K| Lo ) [ VU7 |23 02y W
+ "fi/ |um+1 m+1|( m+1 um+1)_|un+1 n+1|( n+1 u@-‘,—l) |Vz| d’T.
rl ! ' ! HVz'HHl(Qi)d

En utilisant U'injection (1.9), de H(€;) dans L°(€;)¢ et I'inégalité de Poincaré-Friedrichs
(1.10), la derniere inégalité s’écrit
b (Vu pzn+1 p:L+1>

[1Viller e

m n m n vvi
(HOéHooHV( ) |o + Meoey| ||| |V (K] _/fi)\‘())u

I{’L\/
r

Comme u? € H(£;), sa trace sur I' est dans Hz(T'), qui s’injecte de fagon compacte
dans L3(T")4, alors on a

+1 ‘V2|
;‘ dr.

m+1 m+1|< m+1 —u

—uth —

n+l n+1|( n+1
J

u;

lu;

|[vil |H1(Qi)d

|um+1 m+1’( m+1 um+1)

! ! n+l n+1‘< n+1 n+1)

- |ui uj

e L3 (D)7,
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d’ou
bi(vi, p"t — pith)
|[villm1 (;)a
m n m n valHO
< (||a||oo||V(ui F— ) |o + Meoep| |||l [V (K — K )||0) m

+ | [Juf Tt — (et = ut) = Ju Villggd
J )

! ; n+l _ u?+1|(u2n+1 _ un+1)

? J

L%(r)d ||ViHH1(Q¢)d.

D’apres la continuité de I'opérateur trace de H(€2;) dans Hz(I), et la condition inf-sup,
on écrit

bi(Vu p;-nﬂ - pfb“)

Vil ()

Ba,llpi =P o <

< [lafloolIV (i = i) lo + Meocy|lo ||| [V (B = K)o

T R [ AR I
L3 (T)d
En passant au sup sur les v; € H!(€;), on obtient
(. m+1 _  n+l
ﬁQi p;n—&-l _p?—HHO < sup bz(vza b; D; )
verm(@) Vil
< ledlool [V (u™ = ui )lo + Meocy|o oo [V (K" — &7)]lo
+ ¢ ‘u;n-i-l . u;jnﬁ-l’(ulm-i-l . u;n—i—l) o |u;1+l o u;z—i-l’(u?—i-l _ u;}-i-l) \
L3 (1)

Ensuite, en sommant sur ¢ = 1, 2, on trouve

2
>_Ba,
i=1

+ QCt

2 2
o =0 o < llaflee D IV =)o + Meoey oo D IV (R = K)o

=1 =1

gt = g - gt - gt gt gt - gt

2 % 2 %
< ﬂuaum(z 9 — u?“)ll%) +¢§Mcocp||a'nm(2 IV (ke — k:?)u%)
=1 =1

+ QCt ‘u71n+1 - u72n+1|(ugn+1 o ug@—&-l) o ’u?—i-l - ugﬁ-l’(u?-i—l o ug+1)

)
3
L2(I)4
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d’aprés la relation (2.25), on a

n+1||
7

1 — Km—n+l ’ 2 n+1 ny||2 %
<2 llalle + Meoy| o] > VR = kDI
=1

+ 2Ct |um+1 m+1|( m+1 u;n—&-l) _ |u711+1 n+1|( n+l g—&—l) .
7(F)d
Donc si on pose § = min{f;, i = 1,2}, et puisque K < 1 et m > n, on a
m n |al|3, + M2 2||0/||oo n n
Zup A TR e o ZHV (k= K
4Ct m+1 +1 m+1 m+1 ntl n+1 n+1 n+1 ’
ﬁg ("™ —uy™) — uj [(u™ —ua3™) N
L2 (r)d
(2.26)

Il reste & montrer que la quantité de droite de cette inégalité tend vers 0, quand n tend
vers +00.
D’apres le Théoreme 9, on a

ol |2, + M2l
H Hoo || ||ooz||v k‘"+1 k;”)”o—)() quand n — +o0.

(1 - K)
Pour le terme
4¢2 ?
% m+l +1’( m+1 u12n+1) ‘un+1 +1|( n+1 u721+1) 7
p L¥(r)e

nous avons montré que la suite (ul"),, converge fortement vers u;, dans H'(€;), la continuité
de l'opérateur trace, de H*(€);) dans H: (T"), implique que

luy —uyf, — 0 dans H%(F), quand n — 400, et

(uf —u3),. — 0 dans H%(F), quand n — 4o00.
Comme Hz (") s’injecte dans L3(I')?, de fagon continue, nous avons aussi

{(u? —uy)|uy — u§|} — 0 dans L%(F)d, quand n — 400,

Ir

donc la suite ([(u’f — u})ul — u§|] ) est une suite de Cauchy dans L2 (I')%. Ceci
Ir

implique que quand n tend vers +oo, la quantité

32
On conclut alors que la suite (p?), est une suite de Cauchy dans L?*(€);), donc elle y
converge fortement vers une limite notée p;. Ceci acheve la preuve du Théoreme 10. [

2

m+1 +1|( m+1 m+1)

7 —uj |u7lz+1 n+1 |( n+1 n+1)

)

L3 ()
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2.2.3 Passage a la limite

Afin de s’assurer que le schéma itératif (2.5)-(2.6), que nous avons proposé au début
de ce chapitre converge vers une solution du probleme (2.3)-(2.4), il faut vérifier que
(w;, ps; k;) satisfait (2.3)-(2.4). Pour cela nous énongons le théoreme suivant

Théoréme 11 (Passage a la limite). Sous les conditions du Théoréme 9, la limite (w;, p;; k;)
de la suite (u}, p; k'), est une solution de la formulation variationnelle (2.3)-(2.4).

Démonstration. La preuve de ce Théoreme se fait en trois étapes
o (u;,p;; k;) vérifie 'équation de Stokes (2.3),

o (w;,p;; k;) vérifie 'équation de de I’énergie cinétique turbulente (2.4),
o (u;,p;; k;) vérifie les conditions aux limites, & savoir k; = A|ju; — uy|? sur T.

Premiere étape : équation de Stokes
Nous allons montrer que (u;, p;; k;) satisfait (2.3). Prenons un champ de vecteur v; € X;,
et vérifions que

&i(ki, u;, Vi) + bi(viapi) + K (’uz - llj\(ui - Uj), Vi) = (fi, Vz)ﬂ
r

o a;(k!, ult v;) — a;(ki,w;, v;), quand n — +oo, en effet la suite (k7'), tend vers

k; dans L?*(Q;) fort et «;(.) est continue, donc

a; (k') — a;(k;), p.p dans €;, quand n — oo,
d’autre part la suite (u?),, tend vers u;, fortement dans H'(€;), donc (Vu?),, tend
vers Vu; dans L?(€;)? fort.

D’apres la réciproque du Théoreme de Lebesgue (voir [17], Th. IV.9), il existe une
sous suite de (Vu?'),, notée encore (Vul'),, telle que

Vu! — Vu,;, p.p dans €);, et
VneN, |Vu}| <g,
ol g; est une fonction appartenant & L?*(€2;). Donc pour tout v; € X;, on a
a;(EMVul - Vv, — a;(k;)Vu; - Vv,, p.p dans Q;, et
(k) YV} - Vvi| < laul|olgsl [ Vil € LH ().
Ceci implique que

/ a;(EM)Vul - Vvdx — / a;(k;)Vu; - Vvdx, quand n — oo.
Qi Qi
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e Montrons que b;(v;, pit) — b;(v4, pi), quand n — +oc. Nous avons montré que la

suite (p?), converge fortement dans L?(§2;) vers p;, donc pour tout v; € X,

lim —/ Pt Vv, dx = —/ pi V.v; dx.
n—-+o0o Qi Q

o lim /iz-<|u?+1 —u (! —u;.‘“),vi) = mi(|ui—uj|(ui—uj),vi) , en effet la
n—+00 r r

trace de ul' sur I' est dans H%(F)d, qui s’injecte dans L*(TI")¢, de fagcon compacte,
donc quand n — +o00

u? — u;, fortement dans L*(T")?,

— ot — (T ) — Juy - wyf(w; — uy), dans L2 (1) fort.

De plus, puisque Vv; € X;, sa trace v;|r € Hz(T') s'injecte dans L3(I')?, alors

K‘,i/ luftt — u?+1|(u;‘+1 — u’f”l)vi dr — /{i/ lu; — u;|(w; —u;) v, dr.
r r

On en déduit que la limite (u;, p;, k;) vérifie 'équation de Stokes (2.3).

e Vérifions maintenant, que pour toute fonction ¢; € L3(£;), on a b;(u;,¢;) = 0. On
sait que la suite (u"), satisfait la relation

bi(utt ¢) =0, VnéeN.
u? — u;, dans H' fort quand n — +oo,

= V-u/"" — V.u;, dans L* fort quand n — +oo0,

= Vq; € L*(Q), 0—/ ¢V -utt dx — / ¢V -u; dx = 0.

K3

Ceci termine la preuve de la premiere étape.

Deuxiéme étape : Energie cinétique turbulente Cette étape consiste a montrer
que (ug, p;, k;) satisfait ’équation de I’énergie cinétique turbulente (2.4), c’est-a-dire

Vi € Wy (), (vi(k:) Vi, Voi)a, = (u(k:) [ Vail*, ),

Pour cela, on prend une fonction test ¢; dans D(£2;), 'espace des fonctions de classe C'™
a support compacte dans €2;, et montrons que

. (Wﬁ)vzﬂ?ﬂ,wi) H(mmi,wi) et

Qz‘ Qi
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° (ai(k‘?)|Vu?+1|2,cpi) — (ozi(ki)|Vui|2,<pi) , quand n — +00.
Q Q

Faisons la différence (fyi(k?)vlk;”l, Vi)a, — (’yi(ki)Vl:;i, Vi)a,. On obtient

<%’(7€?)V7€?+1 — (ki) Vi, V%) = (%(k;ﬂ)V(kf*l — ki), V%)

(b = ()T, Vi

Q;

e Montrons que (%(k’?)V(k;‘“ - ki),Vgoi) — 0, quand — +o00. En appliquant
Q;

I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve

\(%(k?)wk?“ - kn,wi) < Il IV G = k) 1ol 1l

Q;
Or la suite (k7),, converge fortement vers k;, dans H*();), donc
||V(k??+1 — k)|lo — 0, quand n — +o0,

et donc

<%(k{‘)V(kf‘“ — k), V%) — 0, quand n — +o0.
Q;

e maintenant, vérifions que ((%(k?> — %(ki))Vk,;,V%> — 0, quand n — oo.
Q;
En effet en appliquant le Théoreme des accroissements finis a la fonction ;(-), et
I'inégalité de Holder, on trouve

\(m(k?) - %<ki>>vz@-,wi) < Wl = kIl ol Vil

Q;

Comme ||k — k;i|lo — 0, quand n — 400, on a,

(4t = (k) VE T ) 0,

Q;

soit

(Wf)w?“, wi) . (%<ki>vzci, wi) s € D).

Qi Q;

Soit € > 0, tel que pour n supérieur a un certain ng, on ait

Vi € D(EY), < -. (2.27)

(m(k?)vrsﬁwi) - (m(@)vm,w)

Wl M

Qi Qi
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Soit maintenant ¢; € Wy (€;). Comme D(€;) est dense dans W, (£2;), il existe une
suite (¢I")m € D(€), telle que des que m est supérieur a un certain mg, on a
5

|lpi™ — SDing”(Q,-) = 3
L’injection canonique de W, (€);) dans H2(€) étant continue, on peut écrire aussi

6 \
e = @ill i < 3 des que m > my. (2.28)

Utilisons maintenant 'inégalité triangulaire suivante,

(m(k{b)ka“, Vgoi> — (%(k:,-)Vki, Vgoi)

< | (w1wr " 9 ) - (i a9
| (v v ) - (v ). vr

(Vi(ki)V (ki), Vi) — (i(ki) V (ki), Vi)

(2.29)

_|_

Nous allons majorer chaque terme de la relation (2.29) par une quantité en e.

e Premieére ligne de (2.29). La convergence de la suite (kI"),, implique qu’il exite
une constante M; > 0, indépendante de n, telle que ||yi||oo|[VE! |0 < M;. En
Utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

(w;‘)w;‘“, wz) —(%-<k?>vw“,wzn)

< il [VE oIV (67 = 1) lo-
Et d’apres la relation (2.28),

(w(k?)vzc?“, v%) —(%(k?)Vk?“,WZ”)

< H’%HOOHV]{?—HHO’ pour m > mo,

Wl ™

< %Ml — 0, quand ¢ — 0.

e Second terme de (2.29). Pour ce, on utilise la relation (2.27), pour tout m € N,
Sogn S D(QZ)7

(uthrie, 7 ) = (k) Vi, v

e Derniér terme de (2.29). Comme pour le premier terme de (2.29), on utilise
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, et la relation (2.28),

\m(ksi)wki), V) — (3 () V (k). Vipr)

< illol [VEillo1V (07" = 9i)] o,
< Sl VAl — 0, quand & — 0.

§§—> 0, quand ¢ — 0.
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Ceci entraine que

(HDIT 0,70 ) — (BT T ), Vo € Wi (@)

. <ozi(k?)|Vu?+1|2, %‘) — (ozi(ki)|Vui|2,90z') , quand n — +00. En effet en fai-

sant la différence, on a

i

‘( (K Vuf P — o i)lvui|2,¢i)
Q
<

()

En écrivant

|vun+1|2 ‘Vul 2

-r)m+(r<ai<k?> - )] IVuf o

Q;

VU )? — |[Vu? = V! —w,) - V(! +w;),

)

et en appliquant le Théoreme des accroissements finis, on obtient

(ozz<k?>|vu?“|2 (k) VP, 90@-)

Q;

< |\az-||oo(|v<u?+1 — W)Vt + [Vl |soi|) +||a;||oo(|k? k| [Vl |soz-|)
Q;

Q;
Utilisons maintenant 'inégalité de Holder,
| (s (k) VU = ai(ki) Vil 00) |
< Jlailloo @il loo V07 Hlol [V o[V (0 — w)fo
+ |l ool il lool 57" = KillLo@

125,
et enfin, on applique I'injection (1.9), de H'(£2;) dans L%(£2;)?. On obtient

| (k) Vu = (k) [V, 1) |
< il lsol il oo | [V ol [ Vi o[V (uf ™ — wi) o
+ coM ||l oo @il oo 15} = Killm1 (),
la suite (u}*!
telle que ||Vu

)n est convergente dans H! fort, donc il existe une constante ¢ > 0,
"o < ¢, pour n > ng. De plus

K} — kil gy — 0, et [Vl —wy)|lg — 0.

Donc, pour tout ¢; € D(€;),

<ozi(k?)\Vu?+l\2 - @i(ki)‘vuz”% %’) — 0, quand n — 4oo.
Q;
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Soit € > 0, tel que pour tout n supérieur a un certain ng, on ait

<:Z (2.30)

Wl M

(amwy“P — k)Yl soi)

Q;

Prenons ¢; € Wy (Q;). Puique D(€;) est dense dans W, (€;), il existe une suite
(©M)m € D(;), telle que dés que m > my, on a

m m 6
197" = @il < " = @illwpray < 3- (2.31)

Faisons apparaitre ¢ dans la quantité

(ai(k?>lvu?+1l2 — aslk) [Vl goz-)

Utilisons pour cela I'inégalité triangulaire suivante,

Q;

(m(k?Wu?“F — (k) Vi, soz-)
Q;

< ‘ <ai(k?)!Vu?“!2, o — 901')

Q;

+

(ocz-(k‘?)IVU?“IQ — (k) Vil 90?)

Q;

; \ (amwﬁ o — soi)

Q;

On a alors

(ai(k?Wu?“F — (k) [Vl %)

Q;

n m : 3
. g
< 2eM|le" = @illmyen + 35

ol ¢ est la constante de l'injection de H'(€;) dans L3(€);). Soit

\ (axk?)rw?“r? — (k) [Vl wi)

§2cM§+E — 0, quand n — 4-o00.
Q, 3 3

On conclut alors

<04i(k?)|vu?“|27%> — (az(ki)|vui|2790z’) , Y, € Wy ().

Ql‘ Qi

Troisieme étape : Conditions aux limites sur I'. 1l reste a montrer que k; =
Alu; — uy)? sur T'. Comme (k!'),, converge fortement vers k; dans H'(€);) et comme
I'opérateur trace est continue de H'(Q;) dans H %(F), k' converge fortement vers k;
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dans Hz ().
D’autre part, kP = Auf™ —uj™|? sur I, donc

ANu?tt —ud ™ ? — k;, dans H? 2(T) fort.

Montrons maintenant que k; = A|u; — us|? dans H2(T'). Pour cela, on utilise I'in-
égalité triangulaire suivante

s = s = Fall

<A =g = Kl g+ A = u ] = A =]y

1l suffit de montrer que ||A|[u} — uj]? — A|u; — u2|2||H% — 0, quand n — +o0.

(1)
Utilisons l'identité suivante

Mg = w3 = Ay =Pl

—)\H{ ") — (ug—uQ)H(u’Hul)—(u3+u2)

H3(T)
D’apres le Théoreme 7, la derniere équation implique, pour tout € > 0,

A} = w3 = A =l

(uf —uy) — (uy —up) (uf + ) — (ug + uy) ,

<

1
‘WI_W’S+E(F)d

H2 ()
< Al = g g 1 el
R R R

En utilisant respectivement, les injections continues des opérateurs traces de H'(§;)
dans Hz(T), et de W13+5(Q;)? dans W' 5=2+(I")4, on obtient
M = g = Ay =Pl

sﬁx@ﬂ—ummmn+W£—ummmJ
{Hu? + u1|]W1,3+5(Ql)d + ||u§ + u2||W1,3+s(Qz)d:| .

Or, nous avons supposé que la suite (u}'), est bornée dans W'3¢(;)9, et satis-
fait [|uf||y1s+e(0)e < M, donc

(Ao} = 3 = Al = w0

< 4Ct2M>\(||u? — W[y + [luz — u2||H1(92))‘



76 Chapitre 2. Couplage de deux fluides turbulents : océan/atmosphére

u?),, converge fortement vers u; dans H'(€2;), ce

De plus, nous avons montré que (u}

qui implique que

\|)\\u7f—u§\2—)\|u1—u2|2|]H — 0, quand n — +o0,

2(I)
d’ott I'égalité k; = Mu; — uy|?, sur I.

On conclut alors que la limite de la suite (ul, p?, kI'),, est une solution du probleme (2.3)-

(2.4). Ceci acheve la preuve de ce Théoreme. O

Jusqu’a présent, nous avons montré que le schéma itératif (2.5)-(2.6), converge vers
une limite qui est solution du probléme variationnel (2.3)-(2.4). Il reste a vérifier que cette
limite est unique sous les conditions du Théoreme 9.

2.2.4 Unicité

Théoréme 12 (Unicité). Soit f; € L*()? et soit U; = (wy, p;, ki) une solution du pro-

bleme (2.3)-(2.4). Si U € W3+(Q,)? x L?(Q;) x W3(Q;) et si v est assez grand, au

sens ot pour une certaine constante ¢, qui ne dépend que de Q;, a;(+), vi(), A et k;, la

relation K = < < 1 est satisfaite, alors U; = (w;, p;, k;) est 'unique solution du probléeme
v

(2.3) — (2.4) dans Uespace U € W3Te(Q,)4 x L2(Q;) x W3(€,).

Démonstration. Supposons qu'il existe une autre solution du probleme (2.3)-(2.4) dans
Pespace W1h3+(0;)4 x L2(;) x WE3(€,), notons-la U; = (1, pi, ks ).

Montrons les relations suivantes

2 2
S IV = k)G < K> NV (ki = k)G, et
=1 i=1
(2.32)

ZIIV u; — 1 ||o<KZ|IVk‘ — ki)llo-

i=1

Pour ce faire, nous choisissons v; = u; — u; comme fonction test dans (2.3). La différence
des deux équations obtenues s’écrit, pour tout 1 < i # j < 2,

(a(ki)V(ui — ), V(u; — ﬁi))ﬂ

i

+ ((Oz(ki — k;))Vu;, V(u; — ﬁi))

Q;
+ K; <|u2 — uj|(ui — uj) — |ﬁl — ﬁj|<ﬁz — ﬁj), u; — ui> = 0.
r
En faisant la somme sur 7, on obtient
2

Z(a(ki)V(ui — 1), V(u; — ) i+z< a(k; — k;))Vuy, V(u; — ﬁi)>

i=1 Q;

(o= vl = ) = s =l ). )~ (o —m))rz 0
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D’apres le Lemme 2, le terme suivant
(|111 —up|(u; —uy) — [0 — Wpf(U; — W), (u; — uy) — (41 — 112)) > 0,

est toujours positif, ceci entraine que

=1

On a donc

VZHV i w)lg < HO&MZH
=1

2
< Mllo'loo Y (ki = il oo [V (w; = @)lo,

i=1

@[V (u; — 1;)]o,

2
2 _
< Mlj'lloo Y = lki = Kil 7o, +Z—|IV i —w)|l5,
i=1

et donc

2]\/[0302“04

—Zuv a2 < ”°"Z|\v k- R

On obtient donc la seconde inégalité de la relation (2.32),

4||0/||2 Mzco

ZHV )| <

Zuv (ki — k:)||2. (2.33)
Pour montrer que k; = k;, nous utilisons la méme technique que pour estimer

2

DIV ET =3,

i=1

Donc, en prenanant ¢; = k; — ki — Ri(k; — /;;Z-) comme fonction test de I’équation d’énergie
cinétique turbulente, on trouve

2 7
v V= k)G <DL (2.34)
i—1 j=1
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ol,

Iy =

<.
Il o
—

&
I
H'Mm
I

2
I, = Z
=1

Les estimations de ces termes se font de la méme maniere qu’auparavant. Si on désigne
par 9, un réel strictement positive, alors les relations suivantes sont satisfaites

Vief{l,.. 7 <OQZHW — ki)lls + ZHV (ki = E:)I[5, (2.35)

ou les C; sont des constantes strictement positives ne dépendant que des données
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Qi, ai(+), %(+), A, k; et M. Les constantes C; sont alors données par

c? -

2 =

A0Mcheyllal[Slle’|5

)
V2

SMGic

9

v

dcgcy M2 (113

)

14

dckcoe, M| 1Y II3

)

14

40 M checpllalZlle |13

Y

2

IM*checllo]%

, et
v

326 MAN* ety ||V I 1o |13

V2

D’apres les relations (2.34) et (2.35), on conclut que

2 2
DIV —E)IIF < KNIV (ks — KI5,
i=1 =1

7
ot K =) C}.
j=1

79

(2.36)

Donc, si on suppose que la viscosité v est assez grande, alors K < 1, et donc k; = k;.
De plus, d’apres la relation (2.33), u; = u;. Il reste & montrer que p; = p;. Pour cela, nous
utilisons le Théoreme 5, pour tout 1 <i <2, on a

Billpi — pillo < sup

bi(Vi, pi — Di) = — (ai(ki)vui - Oéi(/;?i)Vﬁia Vv,-)

- <\uz‘ —wyf(u; —uy) — [u; — uy|(w; — ﬁj),Vz') :
T

Comme k; = k; et u; = u;, alors

bi(Vi, pi — Di)
vieX; ||Vi||H1(Q¢)

Q;

bi(vi.pi —pi) =0, = pi =D

D’olt I'unicité de la solution dans I'espace W13+2(Q;)4 x L3(Q;) x W3(€,).
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2.2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons généralisé les résultats obtenus dans le premier chapitre,
en proposant un schéma itératif, dont la solution approche au mieux la solution du pro-
bleme initial. Nous avons pu rendre I’étude de la convergence de I’algorithme associé au
modele du couplage océan/atmosphere, semblable & celle considérée dans le cas d’un seul
fluide, ceci est du au Lemme 2 qui nous a permis de découpler les équations.

L’unicité de la solution dans 'espace W37 (0,)4x L2(Q;) x W13(€;) est aussi prouvée
pour des viscosités assez grandes. Par conséquence, le schéma proposé converge vers la
solution désirée.

Afin de réaliser des simulations numériques du couplage océan/atmosphere, nous avons
développé et intégré un code écrit en C++ [69] dans le logiciel freefem3d. Ce code permet
la résolution des équations aux dérivées partielles par une méthode spectrale.



Deuxieme partie

Résolution des EDP par un code
spectral
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Chapitre 3

Une méthode spectrale dans des
domaines a géométries complexes

3.1 Rappels sur la méthode spectrale

Introduction

La méthode spectrale utilisée dans cette these repose sur I’approximation des solutions
d’équations aux dérivées partielles par les polynomes de Legendre et sur l'utilisation de
bases tensorisées des espaces d’approximation. Pour ces raisons, le domaine de base de
ces méthodes est construit par tensorisation. Les discrétisations spectrales sont obtenues
par une méthode de GALERKIN avec intégration numérique. Pour évaluer les integrales
apparaissant dans la formulation variationnelle, on utilise des formules de quadrature.
Pour plus de détails sur les méthodes spectrales, on se reportera a [13], [14], [21], [36],
[59]...

Une grande partie de 'analyse numérique de cette méthode repose sur le fait que la
base de polynomes est orthogonale. Nous avons choisi les polynomes de Legendre, dont
on rappelle d’abord les principales proprietés.

3.1.1 Rappels sur les polynomes de Legendre

Définition 1. On appelle famille des polynomes de Legendre la famille (Ly,),, de polynémes
sur|—1,1[, deux a deuz orthogonaur dans l’espace L*(]—1,1[) et tels que, pour tout entier
positif ou nul n, le polynéme L,, soit de degré n et vérifie : L,(1) = 1.

On peut aussi définir les polynomes de Legendre comme étant les solutions d'une
équation différentielle, voir [14].

Proposition 1 (Equation différentielle). Pour tout entier n > 0, le polynome L,, vérifie
I’équation différentielle

d 2 ! o
d_ﬁ((l —&)L) +n(n+1)L, =0.

83
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Cette équation est a la base des techniques de discrétisation spectrale.
On donne une derniere définition des polynomes de Legendre, par une relation de

récurrence qui sera utilisée dans la mise en ceuvre de la méthode spectrale.

Proposition 2. La famille des polynomes de Legendre (L,), est donnée par les relations

Lo(&) =1 et Li(§) =¢&,
(14 1) Lr(€) = (20 + DELA(E) — nLur(€), n > 1

A titre d’exemple, on représente les onze premiers polynomes de Lengendre, évalués
par la relation de récurrence donnée dans la Proposition 2, en figure 4.13.

05 [

-0.5

-1 -0.5

F1G. 3.1 — Les onze premiers polynomes de Legendre.

3.1.2 Intégration numérique

La construction des formules de quadrature numérique se base sur les zéros et les ex-
trema des polynomes de Legendre en particulier et n’importe quelle famille de polynomes
orthogonaux en general. Pour calculer numériquement les intégrales, nous avons utilisé les
formules de quadrature de Gauss et de Gauss-Lobatto, qui sont exactes pour des poly-
nomes de degré élevé, on réfere a [12], [28] et [29] pour leur analyse numérique compléte.
On désigne par Py(] — 1, 1]), k étant un entier positif, 'espace vectoriel des polynomes de

degré inférieur ou égal a k.
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Dans la proposition suivante, on approche une intégrale sur | — 1, 1] par la formule de
quadrature de Gauss suivante.

Proposition 3 (Gauss). Soit N un entier positif firé. Il existe un unique ensemble de N
points £ de ] —1,1[, 1 < j < N, et un unique ensemble de N réels w;, 1 < j < N, tels
que [’égalité suivante ait lieu pour tout polynome P de Pon_1(] — 1,1])

[ P dc=3 P

Remarque 3. Les neuds &, sont les zéros du polynome Ly. Les poids w;, 1 < 3 < N,
sont positifs.

La formule de quadrature que nous avons utilisée dans cette these differe de celle citée
au-dessus par le fait que les extrémités —1 et 1 de I'intervalle sont des noeuds de la formule,
voir [14] (chapitre II, Lemme 3.4 et Lemme 3.5).

Proposition 4 (Gauss-Lobatto). Soit N un entier positif fizé. On pose & = —1 et
Env = 1. Il existe un unique ensemble de N — 1 points §; de | —1,1[, 1 < j < N —1, et
un unique ensemble de N +1 réels p;, 0 < j < N, tels que l'égalité sutvante ait lieu pour
tout polynome P de Pon_1(] — 1, 1)

[ P dc=3" P&

Les noeuds §;, 1 < j < N—1, sont les zéros du polynome L'y. Les poids pj, 0 < j < N,
sont positifs et ils sont donnés par la formule suivante,

2
N(N +1)’
B 2
T NN )IZE)

VI<j<N-—1.

Le tableau 4.2, ci-dessous, représente les noeuds de Gauss-Lobatto et les poids associés,
pour N = 10.

3.1.3 Erreur d’approximation polynomiale

Notations On pose D =] — 1, 1[%.
— On note ITy Popérateur de projection de L?(D) sur Py(D) pour le produit scalaire
usuel de L?(D), définit par

Vv € L*(D), [y(v) € Py(D), et

Vwy € Py (D), / Iyv wy doe = / wy v dzr.
D D
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=] & | pi
0 -1.000000 || 0.0181818
1 -0.934001 || 0.1096120
2 -0.784483 || 0.1871700
3 -0.565235 || 0.2480480
4 -0.295758 || 0.2868790
5 00.000000 || 0.3002180
6 0.2957580 || 0.2868790
7 0.5652350 || 0.2480480
8 0.7844830 || 0.1871700
9 0.9340010 || 0.1096120
10 || 1.0000000 | 0.0181818

TAB. 3.1 — Neeuds de Gauss-Lobatto (colonne de milieu) calculés par la méthode de
dichotomie, et les poids associés (colonne de droite), pour N = 10.

— On note IT} l'opérateur de projection orthogonale de H'(D) sur Py (D) pour le
produit scalaire associé a la norme || - || g1(py, définit par

Vv € H(D), ITv € Py (D), et

Vwy € Py(D), / V(v —yv) - Vwy dr + / (v —Hjv) - wy dov = 0.
D D

Théoreme 13. Pour tout entier m > 1, il existe une constante ¢ > 0 ne dépendant que
de m telle que, pour toute fonction ¢ € H™(D), on ait

|l = TInellr2py < eN-"{|o||mm (D), (3.1)

e — Iy ell2py < N[l m (D), (3.2)
et

o — TNl oy < NVl am(p).- (3.3)

La preuve de ce Théoreme est donnée dans [14], (voir chapitre III, Théoréme 1.2 pour
d = 1, et chapitre III, Théoremes 2.4 et 2.9 pour d > 2). Notons que pour d > 2, la preuve
utilisée est basée sur un argument de tensorisation.

3.2 Meéthode spectrale dans des domaines a géomé-
tries complexes

3.2.1 Description de la méthode

Dans ce chapitre, on propose une extension de la méthode spectrale dans un domaine
quelconque © de R Une étude de la méthode est faite dans [14] (chapitre VI), olt on
s'intéresse aux cas
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e ou () est 'image du carré ou du cube par une transformation réguliere, voir par
exemple ORSZAG [26], et MADAY-R@ONQUIST [56],

e ou {2 est I'union de rectangles ou parallélépipedes rectangles, voir par exemple
QUARTERONI-VALLI [66], et CANUTO-HUSSAINI-QUARTERONI-ZANG dans [23], [22]
pour d’autres applications de cette méthode.

On se place tout d’abord dans un cadre abstrait permettant une analyse des problemes
variationnels et aux limites qui nous intéresseront par la suite.

Considérons donc deux espaces de Hilbert Hy C H.

Soient a et ¢ deux formes, respectivement bilinéaire et linéaire, qui sont toutes deux
continues sur H. De plus, a est coercive sur Hy.

Les hypotheses du lemme de Lax-Milgram sont vérifiées, et donc, le probleme

Trouver u € Hy, telle que

a(u,v) = L(v) Vv € Hy, (3.4)

admet une solution unique.
Soit § un parametre de discrétisation. On approche 'espace Hy par un sous-espace Hg
de dimension finie, définit par

Hs =Py, ® Py, ® Py, (3.5)

ou Py, est 'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égales N, dans la direction z,
(de méme pour Py, et Py, ). On cherche alors la solution du probleme discrétisé

Trouver v’ € Hj, telle que

a(u’,q) = l(q), Vqe€H; (3.6)

L’existence et 'unicité de la solution du probleme (3.6) sont assurées par le lemme de
Lax-Milgram.

3.2.2 Conditions aux limites naturelles

Considérons d’abord un probleme aux limites de type ROBIN.

u—Au = f, dans €2,

3.7
au+0,u = g, sur 0f), (3.7)

ot f € L2(Q), g € H2(99Q) et a € Ry
Le probleme (3.7) admet la formulation variationnelle suivante

Trouver u € H*(R), telle que

3.8
Ve H(Q), /uv+/Vu-Vv+a/ uv = /fv—ir/ g v. (38)
0 0 00 0 o0

On approche le probleme (3.8) par le probleme suivant

Trouver v’ € Hy, tel que

3.9
YV q € Hs, /u5q+/Vu5-Vq+oz/ u‘sq = /fq+/gq. (3.9)
Q Q a0 Q a0
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La difficulté consiste a bien calculer les intégrales sur €2 et 0€2. Pour calculer les intégrales
sur €2, on partitionne le domaine {2 en un nombre fini de parallélépipedes, sur lesquels
on utilise la formule de quadrature de Gauss-Lobatto. En ce qui concerne le calcul des
intégrales sur le bord 0€2, on crée un maillage de la surface par des triangles (par exemple),
sur lesquels on utilise la formule de Gauss ad-hoc. Maintenant nous allons étudier les
estimations erreurs a priori.

3.3 Estimations d’erreurs a priori

3.3.1 Erreur d’approximation polynomiale

Pour donner des estimations d’erreurs d’approximation polynomiale sur €2, semblables
a celles données dans le Théoreme 13, nous avons besoin d’'un Théoréme de prolongement,
que l'on trouve dans [38], (voir Théoreme 7.25, page 170).

Théoréme 14 (extension linéaire). Soit Q un owvert conneve de R?, dont le bord 0
est de classe C™ 1Y avec m > 1, et soit D un ouvert tel que Q C D. Il existe alors un
opérateur d’extension linéaire continu E de H™(Q)) dans HJ'(D) tel que

Ev|g =, et
|Etllimiy < CO.Qm)llellany, Y ve HP(Q)
Soient Iy opérateur de projection de H'(Q) sur Py (), et II$ Popérateur de pro-
jection de L*(Q) sur Py ().

Théoréme 15. Soit Q un ouvert connexe de R?, dont le bord 05) est de classe C™ 11,
avec m > 1, et soit uw € H™(QQ), alors il existe une constante c, strictement positive, ne
dépendant que de ) et m, telle que

||U — H%UHLQ(Q) S CN_mHU”Hm(Q), (310)
et
u — T3 ) [ gy < eNP [l e - (3.11)

Démonstration. Nous ne montrerons que la relation (3.11), 'autre relation s’obtient de la
méme maniere.
Soit D un parallélépipede de R?, contenant strictement 2, d’apres le Théoreme 14 d’ex-
tension linéaire, il existe un opérateur linéaire E, continu de H™ () dans H{'(D), tel
que

Eulg = u, et

(3.12)
Eul|lgm@py < C(D,Q,m) ||ullmm)-

Soit ITy" 'opérateur de projection de H'(D) sur Py(D), alors on a

T — ull () = [T (Eu) — Bul | g,
<llg— Bullm,  (YqePy)
— [y — vl < |37 (Eu) = Eullyi@,  (pour g =117 (Eu))

< |[UN"(Bu) — Eullmi(p),  (car Q C D).
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Comme Eu € H™(D), et D est un parallélépipede de RY, les relations (3.2) et (3.3) du
Théoreme 13, entrainent qu’il existe une constante ¢, strictement positive, qui ne dépend
que de m, telle que

T3 (Eu) — Eullrepy < eo N~ |Bullgm(p), et
3" (BEu) — Buli oy < ex N Bul| gy

donc

TN — ullma o) < erVVN-2m + N20-m)|| Bu|| g ),
< 2ei N[ Bl gm -

Donc pour tout parallélépipede D, contenant strictement €2, la relation (3.12) implique

1IN () = ull ) < 2C(D, Q2 m) eoN*"ul|am (e,

<2 inf C(D,Q,m) et N'""™||u||gm(q),
DDQ

S C]\/v1 ||u||Hm(Q)7

ol ¢ est une constante strictement positive, ne dépendant que de m et de 2. O

3.3.2 Estimations a priori

Soit A un opérateur elliptique de second ordre sur €, et soit B un opérateur d’ordre
r (r=0oul) sur 0%, tels que
e A est de la forme

0
Z . a”& Ju + agu, (3.13)

,j=1

e ct B est soit I'identité si r = 0, soit
L9
Bu=1b bi—u, 3.14
u oU + Zzl Oxzu ( )

sinon.
De plus, les a;; et les b;, vérifient les proprietés suivantes :
e a;; et b; sont des fonctions uniforméments lipschitziennes,
® a;; =aj, 1 <, <d, etil existe o > 0, telle que

d
Z 2)&E > alé? Yz e Qet £ €RY, (3.15)

e de plus, ag est une fonction positive, presque partout dans €,
d

e ct by + Z bin; > 0 sur €2, ou n = (n;)1<i<a est le vecteur normal a 0S2.
i=1
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Considérons le probleme aux limites suivant

Au=f dans 2,

3.16
vyBu =g sur 012, (3.16)

ol vy est 'opérateur trace sur J€2. On a le Théoreme suivant, voir GRISVARD [41], Théoreme
2.4.2.6.

Théoréme 16. Soit Q un ouvert borné de R? tel que 0) est de classe C*'. Pour toutes
1

fonctions f € LP(Q) et g € W' vP(9Q), il existe une unique solution u € WP(Q) du

probléme (3.16).

On se place maintenant dans le cas particulier, ou les fonctions b; satisfont
d
j=1

Ainsi, le probleme (3.16) admet la formulation variationnelle suivante

Trouver u € H'(Q), telle que

3.18
a(u,v) = £(v), Vo € HY(Q), (3.18)
ou .
Oou Ov
_ L ou g bo uv, 3.19
a(u,v) /anuv—l—mzﬂ/ﬂa]axiﬁxi—%/mouv ( )
et

(o) = /Q fo+ /8 o (3.20)

D’apres les hypotheses (3.15) et (3.17), pour tout u,v € H'(Q), on a

a(u,v) < <sup]a0(:c)] + max sug]aij(:l:)\ + 2 Sug’b[)(x)’) ull g ool m o), et
e

zeQ 1<i,j<d ze
tt0) < (111l + supltn(a)l gl ) el

oli ¢ est la constante de continuité de 'opérateur trace de H'(Q2) dans H 2(09). De plus,
puisque ag est postive sur €, et by est positive sur 9, alors pour tout v € H'(Q)

allulli o) < alu, u).

Les formes a et b sont donc continues, et en plus a est coercive. D’apres le Lemme de
Lax-Milgram, il existe une unique solution v € H'() du probléme variationnel (3.18).
Notons ¢, et ¢/, les normes de continuité et coercivité de la forme bilinéaire a, c’est-a-dire

a(w o)l

CO( = lIlf 9
u,vEH(0) ||u||H1(Q)||U||H1(Q)

g ol
“ uEHl(Q)HuH%ﬂ(Q)
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On a donc les relations suivantes :

|a(u,v)| < callullm@llv]|a @), (3:21)

et
a(u.u) > lull? o) (3.22)

On approche donc, le probleme (3.18), par le probleme discret suivant
a(u’,q) =(q),  Vq€ H;s. (3.23)

Puisque Hs; C H'(Q), on choisit v = ¢ dans (3.18) et on retranche la formulation varia-
tionnelle au probleme discret (3.23). On a donc

alu —u®,q) =0, Vq € H;s. (3.24)

On peut interpréter ce probleme en terme d’optimisation. u°, solution de (3.23), est aussi
la solution du probleme de minimisation suivant

Trouver u’ € Hy, telle que,
J(u’) = min J(g), (3.25)

qEH;s
ounJ(q) = alu—q,u—q),

et vérifie donc
alu— vl u—u’) <alu—qu—q), VYqc H;.

En particulier pour g = H}\}Q u, la projection de u sur Hs = Py ® Py ® Py = 'ensemble
des polynomes de degré inférieur ou égal N dans chaque direction, on a

a(u—u®,u—u’) < a(Mlyu — o T u — uf).

Donc

Ca 1,Q
|lu — ]|}y < C_/HHN u— |30 (3.26)

Théoréme 17. Soit Q un ouvert connexe de RY, dont le bord O est de classe C™ 11,
pour m > 1, (2 est supposé convexe pour m = 1). Soient u la solution du probléme
(3.18), et u® celle de (3.23). Siu € H™(Q), il existe une constante c, strictement positive,
ne dépendant que de €2, m et «, telle que

Hu—u5]|H1(Q) S CNl_mHUHHm(Q), (327)

et
||u—u5||0 < N7 ul| g (3.28)
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Démonstration. L’estimation (3.27) est une conséquence directe de la relation (3.26) et
du Théoreme 15. Il reste & montrer (3.28). Pour cela, on utilise la méthode de dualité
d’AUBIN-NITSCHE [62],

/Q 9(@)(u — ) () da

llu —u’l|lg = sup (3.29)
geL(Q) lgllo
Pour toute fonction g € L*(2), on considere la solution w € H*(€2) du probleme
Yo e HY(Q), a(w,v) = / g(x)v(z) d. (3.30)
Q

Puisque 2 est de classe C™ 11 ou convexe si m = 1, la fonction w € H?(Q) et vérifie

w29 < c(Q)]lgllo- (3.31)

Soit w’ € Hj la solution du probleme
Vg € Hs, a(uw’, q) = /Qw‘s(x)q(:c) dzx. (3.32)
D’apres (3.24), pour tout ¢ € Hs
a(w —w’,q) = 0. (3.33)

Prenons v = u — u° dans I'équation (3.30), et utilisons la relation (3.24). On obtient

/ g(x)(u —u®)(z) dz = a(w — w’,u — u).
Q

Comme la forme bilinéaire a(-, ) est continue, alors

[ st@a = w)@) do < callw = 0 ollu = wllm o
Q

En appliquant la premiere inégalité (3.27) de ce Théoreme, et la relation (3.31), on obtient

[ o= @) do < cac? (Nl ) (3 ulleio )

< e(Q)cal® N[l grme) |9llo-

Donc, pour toute fonction g € L?(), il existe une constante ¢, ne dépendant que de €,
telle que

/Q 9(@)(u — ) (@) da

[gllo
Ce qui acheve la démonstration de ce Théoreme. n

< CN_mHU“Hm(Q). (334)
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3.4 Probleme aux limites de type Dirichlet

3.4.1 Pénalisation

Dans cette partie, nous considérons la prise en compte des conditions aux limites de
type DIRICHLET par une technique de pénalisation. Cette technique est due a NITSCHE
au début des années 70, voir [63]. On peut aussi voir [45].

La pénalisation en volume est une technique souvent employée en mécanique des
fluides, pour le traitement des obstacles. Pour imposer ©v = 0 dans w C €2, on ajoute

un terme de type [ u-v aux équations de Navier-Stokes
w

1
2u-qu/Vu-Vv%—/(u-Vu)-v%——/u-v—{—/u-Vp:O,
o Ot Q Q € Juw Q

sous la contrainte V - u = 0. Cette technique est souvent utilisée pour des méthodes ten-
sorielles (différences finies, par exemple) qui ne permettent pas une bonne approximation
de la géométrie (voir [24] et [27]). On s’intéresse ici a un autre genre de pénalisation,
(méthode de NITSCHE [63]) non pas volumique, mais surfacique, qui revient dans le cas
d’opérateur du second ordre a approcher une condition aux limites de type DIRICHLET
par une condition de ROBIN,

1 1
—u+ Opyu = —g, sur 0f) remplace u = g sur 0f2,
€ £

ou ¢ est un réel positif, que l'on fera tendre vers 0. On réfere aux [3], [5] et [49], pour
I’analyse mathématique de la méthode de pénalisation.

Dans ce qui suit on s’intéressera surtout aux problemes de type DIRICHLET, puisque
pour les conditions aux limites de ROBIN et NEUMANN l'opérateur n’est pas modifié et
I’analyse est donc standard.

3.4.2 Probleme abstrait

On considere le probleme suivant

Trouver u € H}(Q) telle que

a(u,v) = £L(v) Yo € HY(Q), (3:35)

ou a(-,-) et £(-) sont deux formes, respectivement bilinéaire et linéaire, qui sont toutes
deux continues sur H} (). De plus a est coercive.
La technique de pénalisation consiste a construire un autre probleme aux limites, de la

forme
Trouver u. € H'(Q2) telle que

3.36
ac(ue,v:) = £(ve) Yo, € HY(Q), (3.36)
oll a.(+,-) est une forme bilinéaire continue et coercive sur H*(Q).
Pour simplifier I'analyse, on s’intéresse au cas particulier
—Au = dans (2,
/ (3.37)

v = 0 sur 90f).
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On cherche donc u € H} () solution de (3.35), et u. € H'(Q) solution de (3.36), avec

a(u,v) = / Vu - Vo,
Q

1
ae(ug,v) = alue,v) + —/ Ue V,
€ Joa

et ((v) = /Q fo.

(3.38)

3.4.3 Estimations d’erreurs

Dans ce paragraphe, nous allons estimer I'erreur entre la solution du probleme (3.35)
et la solution du probleme discrétisé

Trouver u® € H; telle que

(3.39)
wlilg) = o) VoeHs
Pour cela, nous utilisons I'inégalité triangulaire suivante
|1 = |l () < |[u = uellm @) + [Jue = ullm o) (3.40)

On sait que u. est la solution d'un probléeme aux limites de type Robin, et u® est la solution
du probléme discret associé. Si en plus u. € H™(2), m > 1, alors on estime ||u —u.|| (o)
grace au Théoreme 17. Il existe donc une constante ¢, ne dépendant que de m et €2, telle
que

[lug = wel [0y < NV el [me). (3.41)

On va commencer par citer ce Théoréme, voir par exemple [19], [50] et [57].

Théoréeme 18. Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire (-,-) et de la norme
associée || - ||. Soient a et b, deux formes bilinéaires continues et positives telles que

e ker a est un espace de dimension finie;

e 3¢ >0 telle que a(v,v) > c|]v||?, Yv € (ker a)t;

e ker anker b = {0}.
Soit € > 0, on définit alors la forme bilinéaire

Soit maintenant f € H' et soit Hy = ker b. On définit les deux problémes suivants

Trouver u € Hy, tel que
(3.42)
a(u,v) =< f,o>p g Yv € Hy,
Trouver us. € H, tel que
(3.43)
a:(u:,v) =< f,v >y Vv e H.

Alors, les probléemes (3.42) et (3.43) sont bien posés, et la suite (u.)->o converge fortement
vers u quand € — 0.
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Le résultat d’estimation d’erreur suivant est inspiré de BABUSKA, dans [5]

Théoreme 19. Les problémes (3.35) et (3.36) sont bien posés, et la suite (uc)e~o converge
fortement vers u, quand € — 0, et en plus nous avons l’estimation d’erreur suivante

Ou

, 3.44
L2(8Q) ( )

e = ul| g () < cV/e

ot ¢ est une constante indépendante de €.

Démonstration. Vérifions tout d’abord les hypotheses du Théoreme 18, dans notre cas.
e La dimension du ker a est finie. En effet, si u € ker a, alors ||Vu||g = 0, donc u est
une constante. On en déduit que ker a = R, donc de dimension 1.

e Soit v € ker(a)t, donc [ u = 0. Comme € est un ouvert borné connexe de classe

Q
C1, alors on peut utiliser I'inégalité de Poincaré-Wirtinger (voir [17] chapitre IX,
Commentaire A). Il existe donc une constante C' telle que

1
HU_ﬂHOSCHVUHO avec ﬂ:m/{zu

Mais @ = 0, donc
lulls < C*|[Vullg, et aussi [ullg + [V ulfg < (1+C)[|V ull5.

On conclut alors qu’il existe une constante C' > 0, telle que pour tout u dans
(ker a)*, on a

a(u,u) >

1 2

1+02||U||H1(Q)’
d’ott la coercivité de la forme a.

e kerankerb = {0}. En effet, soit £ une constante appartenant a kerb. Donc elle
vérifie €% = 0. Comme la mesure de 0f) est strictement positive, alors £ = 0.

o9
Toutes les hypotheses du Théoreme 18 sont vérifiées. Donc la suite (ug)e~o converge for-
tement vers u, quand ¢ — 0. Il reste & prouver lestimation (3.44). On cherche donc
u € H}(Q), telle que

/Vu-Vv:/fv+/ %v Yo € H(Q).
Q Q a0 On

Comme u = 0 sur 02, on peut aussi écrire

/VU-VU—kl/ uv:/fv—i—/ @v Vv € HY(Q). (3.45)
Q € Joa Q a0 On
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En faisant la différence entre la relation (3.45) et (3.36), on obtient

/V(U—UE)'VU+1/(U—U€)U: %v, Vv e HY(R).
Q € Joa a0 On

En choisissant v = u — u,, on obtient
2 1 2
u — uelp ) + =llu — uell72090) = - (u—ue),
€ o0

a0 On ' %(u )

En utilisant I'inégalité 2ab < a® + b%, ¥V a, b € R, il vient

2

lu — w3 —|—1||u—u]|22 < —|u — uc|3s —l—E Ou
el T 2 ellL2o0) = 57 ello0) T 5|5, Lz(m)»
soit
= el + el — el < | 22 (3.46)
U= Uelgr(o) T 5 U = Uell2a0) = 5|5 , :
SHUD T 9e OO = 2lon || e
i 1
pour un ¢ assez petit (€<§),ona
2
el 0u
|t — telip o) + lu = uelF200) < 5|5 : (3.47)
@) 0 = 91| on 269

Pour conclure, on applique I'inégalité suivante, qui est une variante de I'inégalité de Poin-
caré.

Proposition 5 (Inégalité de Poincaré). Soit Q un ouvert borné de RY, il existe une
constante C(Q) réelle, strictement positive, ne dépendant que de §, telle que pour tout
v e HY(Q), on a linégalité

IVOllL20) + [0llE200) = COIIIIE 0)- (3.48)
On a aussi I'estimation suivante
Théoreme 20. Soient u et u. les solutions des problemes (3.35) et (3.36). Il existe alors

une constante ¢, ne dépendant que du domaine 2, telle que [’estimation suivante est
satisfaite

ou
Hu—ugHo S CeH%HLQ((’)Q)- (349)

Remarque 4. Pour ce Théoreme, il suffit que ) soit convere ou que OS2 soit de classe

Cl,l
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Démonstration. Pour la preuve de ce Théoreme, on utilise la méthode de dualité d’AUBIN-
NITSCHE [62],

[ = w@lgo) da
u—uello= sup 2

geL?(%) [lgllo

(3.50)

Pour toute fonction g € L*(Q2), on considere la solution w dans H{(£2) du probleme

—Aw=yg dans €,

3.51
w=10 sur 0. ( )
Cette solution vérifie la formulation variationnelle suivante
Vv € H (), / Vw(z) - Vou(z) de = / g(x)v(x) dx. (3.52)
Q Q

Puisque © est convexe ou 99 est de classe C'!, 1a fonction w appartient & H?(Q) et vérifie
[lw][m29) < c(€)]lgllo- (3.53)

Pour tout v € H'(Q2), I'équation (3.52) s’écrit,

= XT)u\T ua aw(S)U S S
/QVw(x)-Vv(:c)dx—/Qg()()d +/m 0o (s) ds, (3.54)
en particulier pour v = u — u., on a
— U X €T = r)\u—u X T aw(S) u—u S S
[ vt V- w)w) de= [ o) -ua@ o+ [ ZD @) ds. (355)

D’autre part, u et u. sont les solutions des problemes (3.35) et (3.36). En prenant v = w
dans (3.35) et (3.36), on obtient

/Q V() - Vu(z) de = /Q F@)w(z) de, (3.56)

et

€

1
/VUE(SL‘) -Vw(x) dx + —/ w(s) u:(s) ds = / f(z)w(z) de.
) o0 Q
Comme w € H}(Q), la derniere équation devient
/ Vue(z) - Vw(z) de = / flz)w(z) de. (3.57)
Q Q
La différence des deux relations (3.56) et (3.57), donne

/QV(u —ug)(x) - Vw(x) dz = 0. (3.58)
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Ainsi, d’apres (3.55), on a

/Qg(fl?)(u —u)(x) dr = —/ Guls) (u—uc)(s) ds,

el (9n

D’apres la relation (3.46), on a aussi I'estimation de ||u — ue||r2(90),

Ua| |L2(aQ)-

L2( aQ)

ou
[ — || r200) < € (3.59)
on L2( aa)
et donc
8w au
g(x)(u —ue)(z) doe < e||=— e ’
/Q on L2(0%) on L2(8%)
6u aw
<el|l=— ‘
0| 12001 07 |11k oy

D’apres [41], (voir Théoreme 1.2.19), il existe une constante ¢/(€2), ne dépendant que de
Q, telle que

De plus, d’apres la relation (3.53), la derniere inégalité devient

J3l,

Donc pour toute fonction g € L*(Q2), on a

ow

5 < () |Jw|m2(0)-

3 (0Q)

< (Q)c(D)lglz2

/Q 9(@) (1 — ue)(x) da

9]l 220

ou
on

< C(Q)e

L2( 8Q)
On conclut alors qu’il existe une constante ¢, ne dépendant que de €2, telle que

ou

[lu—uello < cef| 5~

L2(09)
Ceci acheve la preuve de ce Théoreme. n

Les estimations d’erreur entre la solution du probleme (3.35) et le probleme discret
(3.39) sont données dans le Théoreme suivant
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Théoreme 21. Soit Q un ouvert connexe de R, dont le bord O est de classe C™ 11,
avecm > 1, et soient u la solution du probleme (3.35), et u® celle du (3.39). Siu € H™(),
alors il existe une constante c, strictement positive, ne dépendant que de € et de m, telle

que
m ou
lu =il < e( N llmaer + VE[ 52| ), (360
"l L2(00)
et
i ou
= llo < o N lamaey + o[ Ge|| ) (3.1
T L200)

Démonstration. Commencons par montrer que si u € H™ (1), alors forcément la solution
du probleme (3.36), u. est dans H™(2). Cela provient du fait que —Au. = f, dans (2,
avec les conditions de Robin sur le bord 99, qui est de classe C™ b et f € H™2(Q),
m > 2. D’apres les estimations (3.27), (3.28), et les Théoremes 17, 19 et 20, il existe deux
constantes c et ¢; indépendantes de ¢, telles que
Nl = ullme) < |[ud = uellm) + Jue — ullmq), et
[lug = ullo < [Jud = wello + [[ue — ullo.
donc
0 1-m du
w2 = ullmr) < N7 |uel[gm@) + Cl\/5||%||L2(aQ)> (3.62)
et
5 o ou
I — ullo < N~ lmiay + exell oo lluzomy (3.63)
On est donc ramené a estimer ||u.||gm ). Pour cela nous allons utiliser GRISVARD [41],

voir Remarque 2.5.1.2.

Remarque 5. Soient A et B les opérateurs définis dans la section 3.3.2, si de plus
e le bord O de Q est de classe C™ 11,
e a;; =aj € C™(Q), b e C"™(Q),

alors 'application
u — (Au,yBu)

est un isomorphisme de W™2P(Q) vers W™P(Q) x Wmﬂ_%’p(@Q). Donc il eziste une
constane ¢ telle que

lllwens2ag0) < QU o) + 1911 ) (3.64)

En appliquant cette remarque a notre cas, g = 0 et p = 2, on obtient

||u8||Hm(Q) < C/||f||Hm72(Q).

D’apres les relations (3.62) et (3.63), on a
6 / 1-m du
lue =l < N[ fllam-20) + avellg [lizen, et

—m ou
||U§s —ullp £ deN ||f||Hm*2(Q) + ClgHa—nHL?(aQy
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On conclut alors, qu’il existe une constante notée encore ¢, strictement positive ne dépen-
dant que de Q et de m, telle que

-m ou
4 = allncoy < e V'l + V|| 5

) , et
L2(8Q)

L2 (aQ)) ‘

ou

0 —-m
I = ully < o N llanoy + e[

Ceci acheve la preuve.

3.4.4 Evaluation des intégrales numériques

L’analyse numérique de la convergence de la méthode proposée repose sur le calcul
exact des intégrales. On propose donc d’évaluer les intégrales de volume, puis de surface
comme suit.

Intégrale numérique de volume

Etant donné un ouvert borné Q2 de R3, il existe une famille (D;),.cn de parallélépipedes
de R?, telle que

Q=U®, D, et
D;ND; =0 pourij.

Considérons par exemple, le probléeme variationnel suivant. Pour tout v € H* (),

/Q Vu- Vo = /Q fo, (3.65)

;/DiVu-Vv:;/Difv.

L’idée est d’approcher Q2 par UM, D;, et écrire
M M
Z/ VUM~VU:Z/ fo.
i=1 7 Di i=1 7 Di

Ainsi, les intégrales / Vuy - Vo et / fv sont calculées avec la formule de Gauss-

on a

Legendre.

Comme le recouvrement par des pavés de ) n’est pas unique, nous utilisons un algo-
rithme de type octree pour découper le domaine €2, voir la figure 3.2.

La figure 3.2 représente un domaine €2 inclu dans un parallélépipede D, on maille le
domaine D. La partie en bleu désigne les mailles conservées, qui sont telles que DN = D.
Celles qui sont a l'extérieur de Q (DN = (), sont exclues. Les mailles restantes (DN # ()
et DN # D) sont coupés en 8 parallélépipedes identiques pour lesquels on applique a
nouveau le processus (voir algorithme 1).
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FiG. 3.2 — Exemple de partition d’'un domaine €2 a I’aide d’un algorithme de type octree

Intégrale numérique de surface

Pour évaluer les intégrales a la surface 0f2, on crée un maillage en triangles de OS2,
nous utilisons la méthode marching tetrahedra (voir [30]). On approche donc

o par UM T,

ou (T;)1<i<m sont les mailles (triangles), vérifiant

TiNnT; =0 sii#j.
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Algorithme 1 Octree.

On se donne 2 ouvert borné de R3,

Q9 parallélépipede de R3, tel que D° D Q.

¢ = {mailles gardées}

répéter
(*) décomposition de DV en plusieurs mailles = DY = U} DN !
si DY N Q=0 on fait rien,
si DM N Q= DN on ajoute DN dans €,

Sl

DI nQ#0,
DN N Q # DN
N<Nmaa:7 et g%Qa

faire(*) avec DV = DN*!
jusqu’a N = N0, ou & D

Ensuite, on approche

M
f par Z / f, pour toute fonction f,
o0 i=1 YTi

enfin, en utilisant une formule de Gauss, on évalue chaque intégrale / fipourl << M,
T;

ce qui permet de calculer numériquement 'intégrale a la surface 0f).



Chapitre 4

Validation et implémentation

Dans cette these, nous avons mis en ceuvre la méthode spectrale dans le logiciel free-
fem3d, voir http://www.freefem.org/ff3d et [32]. Dans ce chapitre, nous validons le
code écrit, puis nous donnons quelques détails d’implémentation liés a 1’architecture du
code.

Remarque 6. Le code a été écrit en 3D, mais on peut l'utiliser pour faire des calculs en
2D. Pour cela, on remplacera le domaine 0 de R* par un domaine de type Q2x]a,b[, ot
a # b, et on prendra le degré de polynome de Legendre égal a 0 dans la direction de z.

4.1 Domailnes tensoriels

4.1.1 Equations de Laplace
Conditions aux limites de Dirichlet pour un systeme d’équations

On s’intéresse au systeme d’équations suivant

—Au=1f dans (2,

4.1
u=g sur Jf, (4.1)

ou =] — 2, 1[x]1,2[x] — 1, 0], et les fonctions f = (f1, f2) et g = (g1, g2) sont telles que,
pour tout (z,y) € €, on ait

fi(z,y, 2) = 3r?sin(r(z +y + 2)),
fo(x,y,2) = cos(m(x +y + 2)) — 27(z + y) + 37°2) + sin(w(z + y + 2)) 372y + 27),
et pour tout (x,y) € 01,
gl(xv Y, Z) = S’iﬂ(ﬂ'(l’ + Y + Z))v
g2(x,y,2) = zysin(n(z +y + 2)) + zcos(m(z + y + 2)).
La solution analytique de ce systéme est u = (uy, uz), telle que pour tout (z,y) € Q, on
ait
uy(z,y) = sin(m(x +y + 2)),
us(z,y) = zysin(r(x +y + 2)) + zcos(m(x +y + 2)).
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Le coefficient de pénalisation e, que nous avons pris pour réaliser le test numérique est

e = 1077, le programme freefem3d utilisé pour résoudre ce probléme est le suivant.
CL Dirichlet

// —*%— c++ —%-—

vector a = (-2,1,-1);
vector b = ( 1,2, 1);
vector n = (5,5,5);

double pi= acos(-1.);
double Eps= 1E-7;
function rr = pi*(x+y+z);

function ulexact = sin(rr);

function u2exact = x*y*sin(rr)+ z*cos(rr);

function f1 = 3*pi~2*sin(rr);

function £2 = cos(rr)*(-2*pi*(x+y) +3*pi~2%z)
+ sin(rr) *(3*pi~2x x*xy + 2xpi);

ofstream fout = ofstream("Test2_3d_Erreur");

double i=0;

mesh M = spectral(n,a,b);
sfunction ul(M);
sfunction u2(M);
do {
solve(ul,u2) in M
cg(epsilon=1E-50,maxiter=12000)
{
test(vl,v2)

int(grad(ul)*grad(vl)) + int(grad(u2)*grad(v2))

+ int[0,1,2,3,4,5] (1./Eps*ul*vl)

+ int[0,1,2,3,4,5] (1./Eps*u2*v2)
int(f1xv1l) + int(£2*v2)
int[0,1,2,3,4,5] (1./Eps*ulexact*vl)
int[0,1,2,3,4,5] (1./Eps*u2exact*v2) ;

+ +

}
save (vtk,"Test2-2d",{ul,u2,ulexact,u2exact},M);
double 12error = sqrt(int[M] ((ul-ulexact)”2 + (u2-u2exact)”~2));
fout << x(n)
<< " " << 12error <<"\n";
n =n+(1,1,1);
it++;

} while(i<8);

On remarque que lerreur en norme L? & 1'échelle logarithmique, décroit exponnentielle-
ment de N=5a N =9. A partir de N =9, c’est 'erreur d’approximation des conditions
de Dirichlet par Robin qui devient dominante.

La tableau 4.1 montre que le taux de convergence tend vers 1, quand ¢ — 0, ce qui
est compatible avec la relation (3.61).
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0.01

"‘Test2_3d_Errt‘eur"

0.001

0.0001

le-05

1le-06

1e-07 I I I I I I

10

T T T
"Test2_3d_Erreur_penalisation”

0.1 | i

0.001 E
0.0001 E
le-05 - E

1le-06 - E

1e-07 I I I I I I
le-07 1le-06 le-05 0.0001 0.001 0.01 0.1 1

Conditions aux limites de Neumann dans le cas scalaire

On résout ici le probleme

u—Au = f dans (),

0

g—u(a:,y,z) = 0 sur T,

x

g—u(x,y,z) = 2msin(r(l+y*+ 2?)) sur T},

x

U

§(:€,y,z) = 0 sur Iy, (4.2)
a—u(x,y,z) = 27msin(m(l+ 2?4 2?%)) sur T,

Y

ou

——(z.vy.2) = 0 sur TI4.
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Parametre de pénalisation & H Erreur ||u — Wiepact|o H Taux de convergence ‘

10Y 3.44613000 —
1071 0.423240000 —
1072 0.047623300 0.90568
1073 0.004860680 0.94368
10~ 0.000487180 0.99024
107° 4.87285e-05 0.99891
10°°¢ 4.87945e-06 0.99996
1077 5.62129e-07 1.00670

TAB. 4.1 — Erreur en norme L? en fonction de &(colonne de milieu), ainsi que le taux de
convergence(colonne de droite).

ou

e () =]0,1[x]0, 1[x]0, 1],

e I'h={(0,y,2) tel que 0 <y <1let0<z<1},
e I ={(1,y,z) tel que 0 <y <let0<z<1},
o I'y ={(z,0,2) telque 0 <z <1let0<z< 1}
o I's={(z,1,2) telque 0 <x<let0<z<1}.
o 'y ={(z,y,0) telque 0 <z <1let0<y<1},
o I's ={(z,y, 1) telque 0 <z <1let0<y<1},

La fonction f est telle que pour tout (z,y,z) € Q
f(z,y, 2) = cos(m(x® +y* + 22))[1 + 472 (2® + y* + 2%)] + 6wsin(n(2® + y* + 22)),
La solution analytique du probleme (4.2) est
u(z,y) = cos(m(x* +y* + %)), V (z,y,2) € Q.

Le programme freefem3d utilisé pour résoudre ce probleme est le suivant.
Cl Neumann

// —*%— c++ —%-—
vector a = (0,0,0);
vector b = (1,1,1);
vector n = (7,7,7);
double pi= acos(-1.);
function rr = pix(x"2+y~2+z"2);
function uexact = cos(rr) ;
function f = cos(rr)*(1+4*pi*rr) + 6*pixsin(rr);
ofstream fout = ofstream("test3_3d_Erreur");
double i=0;
do {
n=n+ (1,1,1);
mesh M = spectral(n,a,b);
sfunction u(M);
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solve(u) in M
cg(epsilon=1E-150, maxiter=3000)
{
test(v)

int (uxv)+ int(grad(u)*grad(v))
= int(f*v)
+ int [1] (-2*pixsin(pi*(1+y~2+z"~2))*v)
+ int [3] (-2*pi*sin(pi* (1+x"2+272))*v)
+ int [5] (-2*pi*sin(pi* (1+x"2+y~2))*v) ;

}

save (vtk, "test3_2d_Neum-scalar",{u,uexact},M);

double 12error = sqrt(int[M] ((u-uexact)~2));
fout << x(n)

<< " " << 12error <<"\n";
i++;

I

} while(i<9);

La courbe 4.1, montre que Uerreur ||t — tUegacre||o, & I'échelle logarithmique, entre la solu-
tion exacte et la solution approchée décroit exponentiellement en fonction des degrés des
polynomes. Le figure 4.2 représente la solution approchée, calculée en prenant N = 17.

4.1.2 Equation de Stokes

Une solution analytique d’une équation de Stokes

On considere I'équation de Stokes suivante

—vAu+grad p = f dans
V.-u = 0 dans,
uy, g, uz)(x,y,2) = (sin(n(y+ 2)),sin(w(y + 2)), sin(nw(y + z)) sur Iy,
(x,y,2 sin(n(14+y+ 2)),sin(n(1+y+ 2)),sin(1 +y+ z)) sur I'y,
(x,y,2 sin(m(x + z)), sin(m(x + 2)), sin(m(x + 2))) sur Iy,
(
(
(

z) (sin(m(
z) (sin(m(
r,y,z) = (sin(r(14+z+ 2)),sin(r(l+x+ 2)),sin(m
z) (sin(m(
2) (sin(m(

Ui 3

( )
(u1, uz, u3)
(uy, ug, ug)
(w1, us, uz)
(u1, us, u3)
( )

Uy 3 (1+x+2))) sur '3,
Uy 3)(x,y,2) = (sin(n(z+y)),sin(m(z+y)),sin(r(x +y))) sur Iy,
uy, ug, u3) (2, y, 2 sin(m(x +y+ 1)), sin(m(z +y+ 1)), sin(r(x +y+1))) sur I's.
(4.3)
ol

e O =]0,1[x]0,1[x]0, 1],

o 'y ={(0,y,2) tel que 0 <wy,z <1},

o I') = {(Lyv’Z) tel que 0 < Y,z < 1}7

o I'y = {(z,0,2) tel que 0 < z,z < 1},

o I's={(z,1,2) tel que 0 < z,z < 1},
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0.001 T

T
/

0.0001 ~

1le-05

1e-06

1e-07

1e-08

1le-09

le-10 1

"test3-3d-neum’ ]

10 11 12 13 14 15 16

F1G. 4.1 — Erreur en norme L? (echelle logarithmique) en fonction de N.

o 'y ={(z,y,0) tel que 0 < z,y < 1},
o I's = {(z,y,1) tel que 0 < z,y < 1},
o £ =1(f1, f2, f3), tel que pour tout (x,y,z) € £2, on a

filz,y,2) = 37T23m(7r

fo(z,y, 2) = 3r2sin(r

r+y+z)) — msin(rx),
r+y+z2)) + wsin(ry),

(
(

f3(z,y,2) = —6nsin(r(z +y + 2)) + 62 — 2.

La solution analytique du probleme (4.3) est

et

u(z,y, z) = (ug,uz, u3)(x,y, 2)

= (sin(m

(x+y+2),sin(r(z+y+2)), —2sin(r(x+y+ 2))),

p(x,y, 2) = cos(wz) — cos(my) + 32° — 2z.

Le programme freefem3d utilisé pour résoudre ce probleme est le suivant.

/] —*-
vertex
vertex
vector
vector

CH++ —%-—
A = (0,0,0);
B=(1,1,1);
n = (15,15,15);
n2= n-(2,2,2);

Stokes :solution analytique
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B

0.714
0.429
10.143

-0.143

-0.429

-0.714

-1.00

F1a. 4.2 — La solution approchée (N = 17).

¢ |mesh M = spectral(n,A,B);
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mesh M2 = spectral(n2,A,B);
double pi= acos(-1.);
double mu=1;
double k=1;
function uel

function ue2
function ue3
function pe
function f1
function f2

sfunction ul(M);

sfunction u2(M);

sfunction u3(M);

sfunction p(M2)=0;

double Eps = 1E-6;
solve(ul,u2,u3,p) in M
krylov(precond=none,type=gmres)

,gmres (basis=200, epsilon=8E-8,maxiter=20)

{
test(vl,v2,v3,q)

int( grad(ul)*grad(vl) - dx(vl)*p
grad(u2)*grad(v2) - dy(v2)*p
grad(u3)*grad(v3) - dz(v3)*p

- dx(ul)*q - dy(u2)*q - dz(u3)*q

+ +

)

n +

+

3

save (vtk, "stokes-3d", {[ul,u2,u3], [uel,ue2,ue3],p,pe}t, M);

Chapitre 4. Validation et implémentation

sin(pi*x(x+y+z));

sin(pi*(x+y+z));
-2*sin(pi*(x+y+z));

cos(pi*x) - cos(pixy) + 3%xz"2 - 2x*z;
3xpi~2*%sin(pikx (x+y+z)) - pi*sin(pixx);
3xpi~2*sin(pi*(x+y+z)) + pixsin(pix*y);
function £3 = -6xpi~2*sin(pi*(x+y+z)) + 6%z -2 ;

int[0,1,2,3,4,5] (1./Eps*ul*vl + 1./Eps*u2*v2 + 1./Eps*u3*v3)
int (f1xvl + f2xv2 + f3%v3)
int[0,1,2,3,4,5] (1./Eps*uel*vl +1./Eps*ue2*v2 + 1./Eps*ue3*v3)

Ainsi, on obtient les erreurs suivantes pour N = 15.

Hue:cacte - uappH() = 000119592, et
||pezacte - papp| |(] = (0.0307975.
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Cavité entrainée

111

On considere 'équation de Stokes suivante

—Au+gradp
V-u

=0 dans €2,

= 0 dans (2,

=0 V(x,y,z) € 0Q et y # 1, (4.4)
=1 V(z,2) ety =1,

=0 V(z,y,2) € 09,

=0 V(x,y,z) € 09,

ol u = (uy,us,us). Nous avons imposé la vitesse u = (1,0,0) sur la frontiere y = 1 et
u = 0 sur le reste de 9(£2). Pour le test numérique, on prend le coefficient de pénalisation
e = 107°. Le programme freefem3d utilisé pour résoudre ce probleme est le suivant.

// —*— c++ —%-—

vertex A = (-1,-1,-1);
vertex B = (1, 1, 1);
vector n = (15,15,15);
vector n2 = n-(2,2,2);

double Eps = 1E-6;
sfunction ul(M);
sfunction u2(M);
sfunction u3(M);
sfunction p(M2)=0;
solve(ul,u2,u3,p) in M

{
test(vl,v2,v3,q)

)

+ + +

Cavité entrainée 3d

mesh M = spectral(n,A,B);
mesh M2 = spectral(n2,A,B);
double mu = 1;
double k = 1;

krylov(precond=none,type=gmres),
gmres (epsilon=1e-7, basis=3000, maxiter=1)

int( muxgrad(ul)*grad(vl) - dx(vl)*p
+ mu*grad(u2)*grad(v2) - dy(v2)*p
+ muxgrad (u3) *grad(v3) - dz(v3)*p
- kxdx(ul)*q - kxdy(u2)*q - kxdz(u3)*q

int[0,1,2,3,4,5] (1./Eps*ul*vl)
int[0,1,2,3,4,5] (1./Eps*u2*v2)
int[0,1,2,3,4,5] (1./Eps*u3*v3)
int [3] (1./Eps*v1l)
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}
save(vtk,"cavité-entrainée-3d-Spectral", {[ul,u2,u3],p}, M);

Remarque 7. Comme les probléemes de Stokes et de cavité entrainée sont résolus de
maniere directe, a savoir sans utiliser [’algorithme de Uzawa, on obtient des problemes mal

conditionnés. Pour obtenir une meilleure convergence, nous utilisons la méthode gmres
[67], avec une base de Krylov assez grande.

La figure 4.3 montre que nous obtenons le résultat attendu, a savoir une cavité entrainée.
La figure 4.4 représente des isosurfaces de pression.

o o e

o -

[ . .
e g g

T N R Y
oa NN RS

|
1 : "
N \ h'\ g Y

-1.00
-1.00 100

(ul,u2,u3)
0.00 0.149 0297 0446 0594 0743 0891 1.04

F1G. 4.3 — Cavitée entrainée : coupe de la vitesse dans le plan y = 0. N = 15, et £ = 1075.
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-1.00 oo Jo)
809 -57.8 -34.7

34.7 57.8 80.9

F1G. 4.4 — Cavitée entrainée : isosurfaces de pression. N = 13, et ¢ = 107°.

4.1.3 Systeme de ’élasticité linéairisée

On considere une poutre constituée d’un matériau homogene isotrope, remplissant un
ouvert Q de R?, et fixée par une face latérale I'y. Soient \ et p les coefficients de Lamé du
matériau qui occupe €. Ils vérifient

>0 et 2p 432> 0.
Soit u = (uq, ug, ugz) le vecteur déplacement, et soit e le tenseur des déformations, on a

e(u) = (V ‘u+ (V-u)T)

= — -+ X
2 8xj (93:2 1<i,j<3
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On pose X = {v € H(Q), tel que v|r, = 0}. Le systéme tridimensionnel de 1'élasticité
linéairisée est donné sous forme variationnelle par

trouver u € X
2u/e(u)~e(v)+)\/v-uv'v:/f~v, Vv e X,
Q Q Q

que l'on écrit
/,uzaziujé?xivj+/,u28xiuj8xjvi+/)\Zﬁxiuiaxjvj:/f-v,
Q Q Qo Q

ou f est une force exercée sur la poutre. Le probleme dont on approche la solution est une
poutre soumise a son propre poids, donc f = (0, —1,0), et fixée par la face I'y défine par
x = 0. La géométrie de cette poutre est

Q =10, 5[x] — % %[x] _ % %[.

On applique des conditions de Dirichlet homogenes sur I'g, et on prend g = 500 et A\ =
1000. Le programme freefem3d implémenté pour résoudre ce probleme est le suivant.

Elasticité
// —%— ct++ —%-—
vector n = (10,5,5);
vector a = (0,-0.5,-0.5);
vector b = (5, 0.5, 0.5);
mesh M = spectral(n,a,b);
double L = 1000; // Lambda

double Mu = 500;

sfunction ul(M);

sfunction u2(M);

sfunction u3(M);

solve (ul,u2,u3) in M
memory (matrix=none),
cg(epsilon=1E-20,maxiter=1000)

{

test(vl,v2,v3)

int (Mu*dx (ul) *dx (v1) ) +int (Muxdx (u2) *dx (v2) ) +int (Mu*dx (u3) *dx (v3))
+int (Muxdy (ul) *dy (v1))+int (Mu*dy (u2) *dy (v2) ) +int (Mu*dy (u3) *dy (v3) )
+int (Muxdz (ul) *dz(v1))+int (Mu*dz (u2) *dz (v2) ) +int (Muxdz (u3) *dz(v3) )

+int (Muxdx (ul) *dx (v1))+int (Mu*dx (u2) *dy (v1) ) +int (Mu*dx (u3) *dz (v1))
+int (Muxdy (ul) *dx (v2) ) +int (Muxdy (u2) *dy (v2) ) +int (Muxdy (u3) *dz (v2) )
+int (Muxdz (ul) *dx (v3))+int (Mu*dz (u2) *dy (v3) ) +int (Mu*dz (u3) *dz (v3) )

+int (L*dx (ul) *dx (v1) ) +int (Lkdx (ul) *dy (v2) ) +int (L*dx (ul) *dz (v3))

+int (L*dy (u2) *dx (v1) ) +int (Lxdy (u2) *dy (v2) ) +int (L*dy (u2) *dz (v3) )
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+int (L*dz (u3) *dx (v1) ) +int (L*dz (u3) *dy (v2) ) +int (L*dz (u3) *dz (v3) )
+int [0] (1E6*ul*vl + 1E6*u2*v2 + 1E6%u3*v3)

= int(-v3); // gravity
+;
mesh T = transform(M, [x+ul,y+u2,z+u3]);
save(vtk,"elasticity", [ul,u2,u3],T);

La figure 4.5 représente la déformée de la poutre en utilisant la méthode spectrale. Une
simulation en élément finis, voir figure 4.6, est réalisée afin de comparer les deux résultats,

Fi1G. 4.5 — Déplacement de la poutre en mé- F1G. 4.6 — Déplacement de la poutre en élé-
thode spectrale. Degrés = 10 x 5 x 5. ments finis, le maillage utilisé est 50 x 10 x
10.
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Equation de la chaleur
On considere le probleme suivant
— —Au = 0, dans Q =]0,4[x]0,1[x]0, 1]

.Vt ER+, (4.5)
u(z,0) = 0, Vrell

I~
—~
=

~
~—

|

—_

On résout ce probleme en utilisant un schéma d’Euler implicite. Le programme freefem3d
utilisé pour résoudre ce probleme est

Chaleur
vector a = (0,0,0);
vector b = (4,1,1);
vector n = (10,5,5);
mesh M = spectral(n,a,b);

sfunction u0(M)=0;
double dt = 0.1;
double i = 1;
sfunction u(M)=0;

do{
solve (u) in M
memory (matrix=none),
cg(epsilon=1E-10,maxiter=1000)

test (v)

int ((1/dt)*uxv) + int(grad(u)*grad(v))
+ int [0] (1E3*ux*v)

=int ((1/dt)*ul*v) + int[0] (1E3*v);

}

u0 = u;
save(vtk,"chaleur-".i,u,M);
i= i+l

} while(i <= 100);

Les figures 4.7, 4.8 et 4.9 représentent les résultats numériques aux temps 0, 5 et 10. On
remarque qu’a la fin (t=10) u est proche de 1.
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u u u
.1.00 .1.00 .100

0.857 0.857 0.857

0.714 0.714 0.714

0.571 0.571 0.571

0.429 0.429 0.429

0.286

I0v143
0.00

0.286

Io,143
0.00

0.286

ID.143
0.00

FiG. 4.7 — Résultats numé- FI1G. 4.8 — Résultats numé- Fi1G. 4.9 — Résultats numé-
riques a t = 0, 1. riques a t = 5, 1. riques a t = 10.

4.2 Domaines non tensoriels

Conditions aux limites de Dirichlet

On considere le probleme aux limites suivant

—Au = f dans Q,

4.6
u=g sur 0f, (4.6)

ou 2 =y Uy UQ3, tel que

Q=] —1,0[x] —1,1[x] —1,1],
Qs =]0,1[x] — 1,0[x] — 1,1[, et
Q3 =0, 1[x]0,1[x] — 1,0][.

Voir la figure 4.10 pour une représentation de la géométrie. Les fonctions f et g sont
définies par

V(z,y,2) € Q f(z,y,2) = 3nsin(r(z +y +2)), et
g(x,y,z) = sin(m(x +y + 2)).

La solution exacte de ce probleme est
V(z,y,2) € Q, u(z,y,z) = sin(r(z+y+ 2)).

Le programme freefem3d utilisé pour résoudre ce probleme est le suivant
laplace dans un domaine non tensoriel

vector a = (-1,-1,-1);
vector b = (1, 1, 1);
double N = 10;

vector n = ( N, N, N);
double pi = acos(-1);
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Fi1G. 4.10 — Le domaine €.

finemesh;

scene S = pov("laplace.pov");

function uexact = sin(pix(x+y+z));
function f = 3*pi~2*sin(pi*(x+y+z));
domain D = domain(S,outside(<0,0,0>));
mesh m = structured((3,3,3),a,b);

mesh O octree(D,m,0);
save(vtk,"o",0);

domain D2 = domain(S,inside(<1,0,0>));
mesh s = surface(D2,structured((31,31,31),a,b));
save(vtk,"s",s);
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save (medit,"s",s);

double Eps = 1E-10;

mesh M = spectral(n,a,b);

sfunction u(M);

solve(u) in O
gmres (epsilon=1E-30,maxiter=1,basis=(N+1) "3+10),
krylov(type=gmres)

{
test (v)
int (grad(u) *grad(v))
+ int[s] (1./Eps*u*v)
int (f*v)
+ int[s] (1./Eps*uexact*v) ;
}

save (vtk,"u",{u,uexact},tetrahedrize(D,structured((20,20,20),a,b)));

mesh M1 = spectral(m,(-1,-1,-1),(0,1,1));
mesh M2 = spectral(n,(0,-1,-1),(1,0,1));
mesh M3 = spectral(n,(0,0,0),(1,1,-1));

cout << sqrt(int[M1] ((u-uexact)~2)
+int [M2] ((u-uexact) "2)
+ int [M3] ((u-uexact) "2))<< "\n";

La courbe 4.11 représente 'erreur entre la solution exacte et la solution approchée, en
norme L2, & I’échelle logarithmique, en fonction de N. Le parametre de pénalisation dans
ce test est e = 10710,

La figure 4.12 représente la solution approchée, sur le bord 0f2, projetée sur une grille
de tétrahedres.

4.3 Implémentation

freefem3d [31] est un logiciel libre, écrit par Stéphane Del Pino pendant sa these [30].
Il a pour but la résolution des équations aux dérivées partielles elliptiques, paraboliques,
et non linéaires. Il est basé sur la discrétisation de briques de base et piloté par un
langage proche des mathématiques. Les résultats de calculs sont stockés dans des fichiers
sous différents formats, citons par exemple : .vtu et .bb, qui sont respectivement les
formats lisibles par les logiciels de visualisation mayavi [58], et medit [35]. freefem3d
fait partie de la famille des logiciels freefem (voir par exemple [42], [43]). Il permet
de générer le maillage de surface d'un objet construit par CSG (Constructive Solid
Geometry), par la méthode de marching tetrahedra, voir [30]. Il implémente en plus de la
méthode des domaines fictifs, une méthode d’éléments finis de degré 0, 1 ou 2 sur plusieurs
types de maillages (tétraédriques, hexaédriques, structurés ou non). Au cours de sa these,
Jean-Baptiste Apoung Kamga [2], y a développé une méthode de Galerkin discontinue
afin de résoudre les équations d’écoulement dans les mileux poreux. L’intégration des ces
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F1G. 4.11 — Erreur en norme L? présentée en échelle logarithmique pour , (¢ = 10719).

méthodes dans freefem3d est en cours.

Dans cette these, nous avons mis en ceuvre la méthode spectrale dans ce logiciel,
donc en C++ [69]. Nous donnons maintenant quelques détails liés a I'implémentation du
code dans freefem3d. Nous n’aborderons pas le probleme du branchement de la partie
numérique que nous avons développé au langage freefem3d, car ceci a été effectué par
Stéphane Del Pino.

4.3.1 Détails de la mise en ceuvre

Bien que freefem3d utilise des formulations fortes et faibles, on s’est contenté pour
I'instant d’utiliser uniquement des formulations variationnelles, qui sont plus souples dans
le logiciel. Ainsi, les formes variationnelles suivantes ont été implémentées, dans les cas
scalaire et vectorielle.

e Formes linéaires implémentées

v
[r@@ar [ @ 5@
Jg

/ﬂf(x) . (x)v(x)dx et/ﬂf(x) Vyg(z) - Vo(zx).
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F1G. 4.12 — La solution approchée, N = 10, et ¢ = 1071,

e Formes bilinéaires implémentées

/Qoz(x)u(ac) v(z)dz, /Q,u(x)Vu(m) -Vou(z)dz, /Qa(x) g;i (x) aa—;;(x) dx,

/Ql/(m)u(x)g—ZZ(x) dx, et /Qy(ac)g;i(x)v(m)dx
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Ces formes variationnelles permettent de décrire par exemple les problemes scalaires ou
vectoriels présentés au début de ce chapitre.

Remarque 8. Pour les probléemes vectoriels, l'implémentation que nous avons faite per-
met de discrétiser différemment chaque inconnue. Par exemple, pour résoudre le probléme
de Stokes, on utilise (P,)? @ Py, ou la vitesse discréte est dans (P,)? et la pression est
dans Py (généralement k = N — 2).

Nous avons tiré partie de la structure objet du langage C++, qui nous a permis par
exemple d’intégrer de maniere transparente de nouveaux types de fonctions et de maillages
dans freefem3d :

e les fonctions spectrales qui s’écrivent sous la forme

N1 N2 Ng

SN wipLi(x) Li(y) Le(z), et

i=1 j=1 k=1

e les maillages spectraux
e tensoriels qui sont donnés par les points de Gauss-Lobatto, et
e les maillages de type octree, pour gérer les géométries complexes.
Nous avons implémenté plusieurs classes dans freefem3d. Nous allons en citer certaines
et expliquer leur roles.

La classe Interval

Puisque la méthode spectrale utilisée se base sur la tensorisation des domaines, nous
avons commencé par coder la classe Interval, qui permet de construire par la suite les
domaines parallélépipédiques. Ainsi on notera | — 1,1[%, d = 1,2 ou 3, le domaine de
référence.

La classe SpectralConformTransformation

Cette classe a été introduite dans le logiciel pour transformer un pavé de R? (sur lequel
on travaille), en domaine de référence | — 1, 1[>. Notons que dans freefem3d, il existe une
autre transformation conforme liée a la méthode des éléments finis. Celle-ci permet de
transformer un interval |a, b[ en |0, 1|. La classe SpectralConformTransformation permet
aussi de calculer le jacobien (et son inverse) de la transformation.

La classe LegendreBasis

La méthode spectrale implémentée dans cette these utilise les polynomes de Legendre.
La famille formée par ces polyndomes constitue une base orthogonale de I'espace L*(]—1, 1).
La base formée par les polynomes de Legendre est implémentée dans freefem3d grace a
la formule de récurrence suivante

Lo(€) =1 et Lyi(€) =&,
(4 1) L1 () = (20 + DEL(E) —nLu1(6), n > 1.
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Elle permet de calculer les valeurs de tous les polynomes de la base de Legendre, ainsi
que leur dérivées en un point. La figure (4.13) reproduit les onze premiers polynémes de

Legendre.

05

-0.5 |

F1G. 4.13 — Les onze premiers polynomes de Legendre.

La classe GaussLobatto

Apres avoir implémenté la classe LegendreBasis dans le logiciel freefem3d, nous
avons écrit la classe GaussLobatto, qui permet le calcul des nceuds de Gauss-Lobatto
(&)o<i<n. Comme les &, 0 < i < N sont les racines du polynome (1 — z?)Ly (), nous
avons utilisé la méthode de dichotomie pour les approcher. Nous avons comparé les nceuds
calculés par la méthode de dichotomie que nous utilisons, et les nceuds calculés par le code
de M. EL RHABI qu’il a développé durant sa these [34]. Nous trouvons les mémes résultats.
Rappelons que la méthode utilisée dans [34] est celle citée dans [14], (voir chapitre II,
Remarque 3.2 et Remarque 3.6). Elle consiste a trouver les valeurs propres d’une matrice
tridiagonale symétrique a diagonale nulle. Ces valeurs propres sont les noeuds recherchés.
Les deux méthodes donnent les mémes valeurs des noeuds, et on remarque que le méthode

de dichotomie est plus facile a programmer que ’autre méthode.
Les poids p;, 0 < j < N, sont aussi calculés dans cette classe. On rappelle qu’ils sont
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donnés par la formule suivante
B B 2
2

P NN DIE)

Le tableau 4.2 ci-dessous représente les noeuds de Gauss-Lobatto et les poids associés,

pour N = 10, calculés avec freefem3d.
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VI<j<N-1.

i & pi
0 -1.000000 || 0.0181818
1 -0.934001 || 0.1096120
2 -0.784483 || 0.1871700
3 -0.565235 || 0.2480480
4 ]| -0.295758 || 0.2868790
5 || 0.0000000 || 0.3002180
6 | 0.2957580 || 0.2868790
7 ]| 0.5652350 || 0.2480480
8 || 0.7844830 || 0.1871700
9 | 0.9340010 || 0.1096120
10 || 1.0000000 || 0.0181818

TAB. 4.2 — Neeuds de Gauss-Lobatto (colonne de milieu) calculés par la méthode de
dichotomie, et les poids associés (colonne de droite), pour N = 10.

La classe SpectralFunction

Le logiciel freefem3d est un code permettant la résolution des équations aux dérivées
partielles par la méthode des éléments finis, donc les seules fonctions discretes étaient
de type éléments finis (femfunction dans le langage utilisateur. L’intégration de la mé-
thode spectrale dans freefem3d nous a conduis a créer un nouveau type de fonctions : les
fonctions spectrales notées sfunction dans les programmes freefem3d. Ainsi, la classe
SpectralFunction hérite de la classe de base ScalarFunction, qui permet de manipu-
ler de maniere abstraite tout type de fonction scalaire (voir figure 4.14). Nous donnons
maintenant quelques détails concernant cette classe.

e La fonction () permet d’évaluer une fonction spectrale en tout point de 'espace.

e La fonction = permet de calculer la projection L2?(2) (2 est le parallélépipede

défini par SpectralMesh : __mesh) d’une fonction sur la base des polynomes de
Legendre.

e La fonction dx (de méme pour les fonctions dy et dz) donne la dérivée par

rapport a la variable x, d’une fonction spectrale. Ainsi si,

szNy:Nz

f(x,y,2) = Z fijuLi(w) L (y) Li(2)

i1j7k
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FiG. 4.14 — Diagramme d’héritage pour la classe SpectralFunction

ScalarFunctionBase

# _type
# _name

+ setMNamel)

+ name()

+ typel)

+ o};perator()(]l

+ operator()()

+ dx()

+ dy()

+ dzl)

+ canBeSimplified()

+ ScalarFunctionBase()
+ ScalarFunctionBase()
+ ~ScalarFunctionBasel()

# putl)

SpectralFunction

- _walues

- _mesh

- _discretizationType
- _intervalx

- _intervaly

- _intervalz

- _transformX

- __transformy

- _transformZ

- _gausslLobattoX
- _gaussLobattoy
- _gaussLobattoZ
- _basisx

- _basisy

- basisZ

- _interval

- _transform

- _gaussLobatto

- _basis

+ values()

+ operator[]()

+ operator[]()

+ meshi)

+ canBesimplified()
+ discretizationType()
+ operator()(}

+ operator=()

+ dx()

+ dy()

+ dz()

+ SpectralFunction()
+ SpectralFunction()
+ SpectralFunction(}
+ SpectralFunction()
+ SpectralFunction()
+ ~SpectralFunction()

- put()

125

est une SpectraleFunction, la valeur de sa dérivée par rapport a x en (z,y, z) est

NmyNy:Nz

f.dx(x,y,z) = Z fijieLi(x) L (y) Li(2),

i7j7k
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ou L} est la dérivée du polynome de Legendre L; calculée par __basisX qui est de
type LegendreBasis.

e La fonction canBeSimplified() permet de simplifier dans le cas de la méthode
des éléments finis les opérations : addition, multiplication, etc... Soient f et g deux
fonctions de type femfunction : P1 (par exemple), définies sur le méme maillage.
Alors 'opération f+g est simplifiée automatiquement en créant une nouvelle fonction
h de méme type que f et g, telle que h; = f;+g;. De méme, 'opération 2*f introduit
une fonction A, telle que h; = 2 f;. Il s’agit d'une optimisation qui ne change pas le
résultat.
canBeSimplified() n’est pas implémenté pour 'instant dans la méthode spectrale.

La classe SpectralMesh

La classe SpectralMesh est construite a partir (dérive) de la classe abstraite Mesh.
Le diagramme 4.15 illustre ce propos.

Nous tenons a préciser un modele de programmation objet que nous avons utilisé.
En effet, la méthode spectrale dans les domaines tensoriels et celle dans les domaines

complexes utilisent la méme brique de base. Prenons I’exemple de la forme / f(z)v(z) dx,

Q
pour 'expliquer. Dans le cas ou €2 est un pavé, on utilise le code spectral tensoriel. Et si
Q) est quelconque, il est approché par une partition finie de pavés, notés D; sur lesquels le

calcul de [ f(x)v(x)dz se fait de la méme maniére que dans le cas tensoriel. Il est donc

souhaitable d’utiliser les mémes lignes de code, afin

e d’éviter la réécriture du code,

e d’éviter des éventuelles erreurs, et

e de permettre qu'une optimisation unique profite aux deux méthodes.

Pour ces raisons, nous avons créé la classe SpectralLegendreDiscretizer, qui sera uti-
lisée par les instances de SpectralLegendreDiscretizationConform et de SpectrallLe-
gendreDiscretizationNonConform que nous avons développées. La figure 4.16 montre
le diagramme de collaboration de cette classe.

Ainsi, a chaque résolution d’équations aux dérivées partielles, la classe SpectrallLe-
gendreDiscretizationConform et la classe SpectrallLegendreDiscretizationNonCon-
form utilisent la classe SpectralegendreDiscretizer, qui sait calculer les intégrales sur
des pavés.

4.3.2 Conclusion et futurs développements

Comme la méthode spectrale a été bien intégrée dans freefem3d (spécialisation de la
classe SpectralFunction pour la manipulation des fonctions spectrales par exemple), on
peut résoudre un probleme d’équations aux dérivées partielles par les méthodes d’éléments
finis et spectrales, en ne changeant que quelques lignes dans le programme freefem3d.
Ceci permet de comparer les résultats obtenus. On peut aussi, résoudre un probleme par
une méthode des éléments finis sur une partie €2; du domaine global €2, et par la méthode
spectrale sur )y, I'autre partie de €2 (avec des conditions aux limites adéquates).
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Grace a la structure objet mise en place, il serait facile d’ajouter de nouvelles méthodes
spectrales, ou les inconnues sont par exemple les valeurs aux nceuds de la grille de Gauss-
Lobatto (la base correspondante étant constituée par les polynémes de Lagrange en ces
nceuds), ou en mélangeant les deux (Lagrange et Legendre).
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Mesh

# _ verticesSet

# _ verticesCorrespondance
# edgesSet

-_type

- __family

- __meshld

+ isPeriodic()

+ typeMamel()

+ insidel()

+ insid;()

+ type

T Formily0)

+id0)

+ vertexMumber()

+ hasEdges()

+ buildraces()

+ hasFaces()

+ buildedges()

+ edgeMumber()

+ numberofvertices()
+ sethumberofvertices()
+ numberofcells()

+ numberofEdges()
+ verticesSet()

+ verticesSet()

+ verticesCorrespondance()
+ verticesCorrespondance()
+ vertex()

+ vertex()

+ correspondance()
+ edgel]

+ edgel)

+ Mesh()

+ Mesh()

+ ~Mesh()

# Mesh()

- getNextMeshid()

i’

SpectralMesh

_ degrees

_ werticesShape
cellshape
cells
surfaceMesh

-_ facesSet

- _ connectivity

+ typenName()

+ degrees()

+ degree()

+ do?Number{)

+ buildEdges()

+ hassurfaceMesh()
+ surfaceMesh()
+ surfaceBaseMesh()
+ buildraces()

+ hasFaces()

+ face()

+ faceMumber()

+ numberofFaces()
+ numberofcells()
+ cellnumber()

+ find(}

+ find(}

+ vertex()

+ vertex()

+ cell()

+ cell()

+ cell()

+ connectivity()

+ connectivity()

+ cell(}

+ shapel)

+ vertex()

+ wertex()

+ wvertex()

+ vertex()

+ cell(}

+ cell()

+ cellindex()

+ cellindex(}

+ wvertexindex()

+ inside()

+ inside(}

+ SpectralMesh()
- SpectralMesh()

Fi1G. 4.15 — Diagramme d’héritage pour la classe SpectralMesh
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FiG. 4.16 — Diagramme de collaboration de la classe SpectralegendreDiscretizer.
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Chapitre 5

Simulation numérique du couplage
océan/atmosphere

L’objectif de ce chapitre est d’effectuer des simulations numériques du couplage océan/
atmosphere que nous avons étudié dans la premiere partie de cette these, avec le code que
nous avons réalisé. Nous rappelons 'algorithme utilisé, dont la convergence a été prouvée
dans le chapitre 2

Etape 1

On se donne k' € W3((),), i = 1,2,
on obtient  (u/t pit) € WATE(Q)? x L2(Q),i = 1,2,

tel que pour tout (v;,q;) € X; x L*(€);), on ait

(k) VU V) o+ bi(vi, o) = bt g)

(5.1)
+r; (Juf ! — u?“|(u?+1 — u?“),vi)F = (f;,vi)a,-
Etape 2
Etant donnée  (ul, k") € WH3He(Q,)% x WH¥(Q,),i = 1,2,
on obtient kPt e Wh3(Qy),
tel que pour tout o; € W, (€;), on ait,
Ertt =0, sur Ty,
Pt = Afuftt —ad ) sur T
et,
(R VET, V) o = (k) IV 2 0i) (5.2)

Nous avons testé notre algorithme en prenant les données suivantes :

131
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e Domaines
e 2, =|0,5[x]0,1[x]0, 1] pour 'atmosphere,
e (s =|0,5[x] —1,0[x]0,1] pour I'océan.
e Viscosités et coefficients de diffusions turbulents (valeurs physiques réalistes,
voir [60]).
o 7i(ki) = 3.1073 +0,277.10~V/F1.
o Yo(k2) =3.1072 4+ 0,185.1079\/ko,
o () =7(), 1=1,2.
e Coefficients de friction (valeurs physiques réalistes, voir [60]).
o 1, =103, i=1,2,
e \=510"2%

Conditions aux limites

On impose une vitesse horizontale u; = (1,0,0) a la frontiére y = 1, et des conditions
d’adhérence pour les deux vitesses u; = (0,0,0), ¢ = 1,2, sur le reste de 9(2; U 2y). En
ce qui concerne les conditions aux limites pour 1’énergie cinétique turbulente k;, on prend

k; =0 sur le bord 0(2; U ), et

ki =Au; — uy)? a la surface de l'océan T'.

On utilise le schéma spectral associés au schéma itératif 5.1-5.2, voir par exemple [11]. La
résolution se fait de maniere directe (sans passer par l'algorithme d’Uzawa), en cherchant
le couple discret (vitesse,pression) dans (Py)® @ Py_». Le programme freefem3d utilisé

pour résoudre ce probleme en méthode spectrale est le suivant.
Couplage océan/atmospheére

// —%— c++ —%-—

vertex al = (0,0,0);

vertex bl = (5,1,1);

vector n1 = (25,8,8);

mesh M1 = spectral(nl,al,bl);// Domaine atmosphere
vertex a2 = (0,-1,0);

vertex b2 = (5,0,1);

vector n2 = (25,8,8);

mesh M2 = spectral(n2,a2,b2); // Domaine ocean

vector npl = n1-(2,2,2);// Pour la pression pl-atmosphere:

mesh Mpl = spectral(npl,al,bl);

vector np2 = n2-(2,2,2);// Pour la pression pl-ocaen:P_n\P_{n-2}
mesh Mp2 = spectral(np2,al,bl);

function fi1x = O0;

b

function fly 0
function f1z = O;
function f2x = O;
function f2y = 0
function f2z = O0;

// Données Physiques

3
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28

29

30
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32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

double ¢

double 1

double d

double d

double g

double g

// Viscosités et
function
function
function
function

// Initialisatio
sfunction
sfunction
sfunction
sfunction
sfunction

// Initialisatio
sfunction
sfunction
sfunction
sfunction
sfunction

//Pour le module
function ul
function ul
function ul
function pl
function ki
function u2
function u2
function u2
function p2
function k2

sfunction module

sfunction module
double diffuln =
double diffu2n
double diffkin
double diffk2n =
double difful
double diffu2
double diffkil
double diffk2

i n
I
=

f = 1E-3;
ambda = 0.05;
1 = 0.277E-4,
2 = 0.185E-5;
ammaOl = 3E-3;
amma02 = 3E-2;
coefficients de diffusion turbulents

alphal = gammaO1l;

gammal = gammaO1l;

alpha2 = gammaO2;

gamma?2 = gammaOl;
n des inconnus(u,p,k): atmosphére.

ulx(M1) = 0;

uly(M1) = 0;

uiz(M1) = 0;

pl(Mp1) = 0; // pression.
k1(M1) = 1; //ECT.

n des inconnus(u,p,k): océan.
u2x(M2) = 0;

u2y(M2) = 0;

u2z(M2) = 0;

p2(Mp2) = 0; // pression.
k2(M2) =1; // ECT.

du grad de la vitesse et ECT & 1’interface
nx = 0;
ny
nz

[

[

n:
n

[

]
O O O O O O O o

-

nx

ny =
nz =

e v

[

n =
n = 0;
DxU1(M1)
DxU2(M2) =
1;
1

I

[

nn
[l e)

I
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sfunction moduleU1U2(M2) = 0;
double eps=1E-3;
double P =1E4;
double Ep =1E3;
ofstream fout = ofstream("convergence_gmres1-3d");
double i = 0;
do {
moduleU1U2 = cfxsqrt((ulnx-u2nx) “2+(ulny-u2ny) "2+(ulnz-u2nz) "2);
solve(ulx,uly,ulz,pl) in M1
krylov(type=gmres,precond=none),
gmres (basis=700,epsilon=1E-10, maxiter=5)
{
test(vix,vly,viz,ql)
int (alphal*grad(ulx)*grad(vix))
+int (alphal*grad(uly)*grad(vly))
+int (alphal*grad(ulz)*grad(viz))
—-int (dx(vix) *pl+dy (vly) *pl+dz (viz)*pl)
—-int (dx (ulx) *ql+dy (uly)*ql+dz (ulz)*ql)
+int [2] (moduleU1U2*ulx*vix)
-int [2] (moduleU1U2*u2nx*vix)
+int [2] (moduleU1U2*ulz*viz)
-int [2] (moduleU1U2*u2nz*viz)
+int [3] (P*ulx*vix)
-int [3] (P*v1x)
+int[0,1,4,5] (P*xulx*vix)
+int[0,1,2,3,4,5] (P*uly*vly)
+int[0,1,3,4,5] (Pxulz*viz)
= int(fix*vix+flyxviy+fiz*viz);
}
solve(u2x,u2y,u2z,p2) in M2
krylov(type=gmres,precond=none),
gmres (basis=700,epsilon=1E-10, maxiter=5)
{
test (v2x,v2y,v2z,q2)
int (alpha2*grad (u2x)*grad(v2x))
+int (alpha2*grad (u2y)*grad(v2y))
+int (alpha2*grad(u2z)*grad(v2z))
—int (dx (v2x) *p2+dy (v2y) *p2+dz (v2z) *p2)
—-int (dx (u2x) *q2+dy (u2y) *q2+dz (u2z) *q2)
+int [3] (moduleU1U2*u2x*v2x)
-int [3] (moduleU1U2*ulnx*v2x)
+int [3] (moduleU1U2*u2z*v2z)
-int [3] (moduleU1U2*ulnz*v2z)
+int[0,1,2,4,5] (Ep*u2x*v2x)
+int[0,1,2,3,4,5] (Ep*xu2y*v2y)
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+int[0,1,2,4,5] (Ep*u2z*v2z)
= int (£2x*v2x+f2y*v2y+f2z*v2z) ;
}
moduleDxUl = dx(ulx) ~2+dy(uly) "2+dz(ulz) "2;
solve(kl) in M1
gmres (epsilon=1E-15, maxiter=10, basis=400),
krylov(type=gmres)
{
test (phil)
int (gammal*grad (k1) *grad(phil))
+ int[0,1,3,4,5] (Pxk1*phil)
+ int[2] (1E10%k1*phil)
= int(alphal*(moduleDxU1)*phil)
+ int [2] (1E10*1lambda* ((ulx-u2x) "2+ (uly-u2y) "2+ (ulz-u2z) “2) *phil) ;
}
moduleDxU2 = dx(u2x) “2+dy (u2y) “2+dz(u2z) "2;
solve(k2) in M2
gmres (epsilon=1E-40, maxiter=10, basis=400),
krylov(type=gmres)
{
test (phi2)
int (gamma2*grad (k2) *grad (phi2))
+int[0,1,2,4,5] (P*k2*phi2)
+ int[3] (1E10%k2%phi2)
=int (alpha2* (moduleDxU2) *phi2)
+int [3] (1E10*lambdax* ((ulx-u2x) “2+(uly-u2y) "2+ (ulz-u2z) "2) *phi2) ;
}
alphal
gammal

gammaOl+dl*sqrt (k1+5E-3) ;

alphal;

alpha2 = gamma02+d2*sqrt (k2+5E-3) ;

gamma2 = alpha?2;

save (vtk,"omegal-3d-gmres.O1".i, {[ulx,uly,ulz],kl,pl}, M1);
save (vtk,"omega2-3d-gmres.O01".i, {[u2x,u2y,u2z],k2,p2}, M2);
fout << i

<< " " << sgqrt(int [M1] ((uilx-ulnx) "2+ (uly-ulny) "2+(ulz-ulnz)~2))
<< " " << sqrt(int [M2] ((u2x-u2nx) "2+ (u2y-u2ny) "2+ (u2z-u2nz) “2))
<< " " << sqrt(int [M1] ((k1-kin)~2))

<< " " << sqrt(int [M2] ((k2-k2n) "2))

<< " " << gqrt(int [M1] ((pl-pin)~2))

<< " " << oggrt(int [M2] ((p2-p2n) ~"2)) << "\n";

<< II\11I|;
ulnx = ulx;
ulny = uly;
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ulnz = ulz;
pin = pil;
kin = ki;
u2nx = u2x;
u2ny = u2y;
u2nz = u2z;
p2n = p2;
k2n = k2;
i++;

} while(i<10);

Nous avons aussi écrit, un programme freefem3d qui résout le probleme 5.1-5.2 par la
méthode des éléments finis. Nous avons utilisé une discrétisation (); — @) stabilisée par
pénalisation sur la pression. Le maillage de chaque domaine est 50 x 20 x 20. Ainsi,
on obtient les simulations des vitesses et énergies cinétiques turbulentes avec les deux
méthodes, voir figures 5.1 a 5.10.

(ulx,uly,ulz) (u2x,u2y,u2z)
0.00 0.160 0.320 0.480 0.640 0.799 0.959 1.12 0.00 0.000149  0.000297  0.000446  0.000595  0.000743  0.000892 0.00104

Fic. 5.1 — Vitesse atmosphérique en mé- Fia. 5.2 — Vitesse océanique en méthode
thode spectrale dans le plan de coupe z = 0 spectrale dans le plan de coupe z = 0 (so-
(solution interpolée sue le maillage éléments lution interpolée sue le maillage éléments fi-
finis). nis).

Commentaires Les résultats obtenus par la méthode des éléments finis et la méthode
spectrale sont bien ceux attendus : on observe une cavité entrainée. Notons que les deux
fluides (océan et atmosphere) tournent dans un sens opposé, voir

e figures 5.1 et 5.2, pour la méthode spectrale, et

e figures 5.5 et 5.6, pour la méthode d’éléments finis,
du fait du couplage océan/atmosphere.

Les figures 5.3 et 5.4 représentent des coupes des vitesses atmosphérique et océanique

en méthode spectrale, dans le plan z = 0, qui mettent en lumiere ’aspect tridimensionnel
du probleme.
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(ulx,uly,ulz) (u2x,u2y,u2z)
0.00 0.160 0.320 0.480 0.640 0.799 0.959 1.1 0.00 0.000149  0.000297 0.000446 0.000595 0.000743  0.000892

Fi1G. 5.3 — Vitesse atmosphérique en mé- F1G. 5.4 — Vitesse océanique en méthode
thode spectrale dans le plan z = 0 (solution spectrale dans le plan = = 0 (solution in-
interpolée sur le maillage éléments finis). terpolée sur le maillage éléments finis).

Ces différentes figures montrent I'efficacité de ’algorithme pour ces deux méthodes. On
a en effet fait la seule hypothese que les méthodes de résolution locales a chaque domaine
devaient étre des méthodes de GALERKIN.

Par ailleurs, les courbes 5.11 et 5.12 illustrent bien la convergence exponentielle du

schéma proposé, en accord avec le Théoreme de convergence 9 (les suites sont contrac-
tantes).

0.00104
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(ulx,uly,ulz) (u2x,u2y,u2z)
0.00 0.230 0459 0.689 0.919 1.15 1.38 1.61 0.00 0000159 0000318  0.000477 0000636  0.000795  0.000955  0.00111

Fi1G. 5.5 — Vitesse atmosphérique en élé- F1G. 5.6 — Vitesse océanique en éléments fi-
ments finis dans le plan de coupe x = 0, nis dans le plan de coupe x = 0, le maillage
le maillage utilisé est 50 x 20 x 20. utilisé est 50 x 20 x 20.



0.0332

-0.000301 0.00640 0.0131 0.0198 0.0265 0.0399 0.0466

FiG. 5.7 - Energie cinétique turbulente at-
mosphérique en méthode spectrale dans le
plan de coupe z = 1/2. Valeur de l'iso-
surface est 1072 (solution interpolée sur le
maillage éléments finis).

Y

8%

Z 1.0w.00

0.0869 0.130 0.217 0.261 0.304

I

2.47e-107 0.0435 0.174

Fi1G. 5.9 — Energie cinétique turbulente at-
mosphérique en méthode d’éléments finis
dans le plan de coupe z = 1/2. Valeur de
l'isosurface est 1072
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zZ

1.0@.00

-7.25¢-05 0.00109 0.00225 0.00341 0.00457 0.00574 0.00690 0.00806

Fic. 5.8 — Energie cinétique turbulente
océanique en méthode spectrale dans le plan
de coupe z = 1/2. Valeur de l'isosurface est
2.1072 (solution interpolée sur le maillage
éléments finis)

0.00622

0.00747 0.00871

4 k2
1.00,
000124 0.00373

-1.11e-98 0.00249 0.00498

Fic. 5.10 - Energie cinétique turbulente
océanique en méthode d’éléments finis dans
le plan de coupe z = 1/2. Valeur de I'isosur-
face est 2.1073.
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ul —— \ ul ——
e I S W2
KL KL
0.01 k: o 0.01 = k: a -
g 0.0001
0.0001 e

1e-06

1e-06

1le-08

1e-08

le-10

1e-10 g T
1e-12

1e-12

le-14

le-14
0

le-16
0

Fic. 5.11 — Méthode spectrale : convegence Fia. 5.12 — Méthode des éléments fi-
en echelle logarithmique de |[u?*! — u?||z2, nis : convegence en echelle logarithmique de
et |7 — k7[lLs, i € {1,2} [ — [z, et ||k7 —K7|[r2, i € {1,2}



Annexe A

Une borne inférieure pour la
constante de la condition inf-sup sur
I’opérateur de divergence

STEPHANE DEL PINO, ULRICH RAZAFISON et DRISS YAKOUBI

Introduction

On rappelle d’abord le Théoreme de la condition inf-sup pour 'opérateur de divergence,
voir par exemple V.GIRAULT-P.-A.RAVIART [39], BABUSKA [4], et F. BREZZI [18].

Théoréme 1. Soit Q un ouvert connexe, borné a frontiére lipschitzienne de RY. Alors il
existe une constante Pq, strictement positive et ne dépendant que du domaine €2, telle que

b
Vg € Li(Q), sup 229

——— > fallglo,
veH}(Q) [[v] e ()

ou
L3(Q) = {q € L*(Q), tel que / q(z)dx = 0} , et
Q

b(v, q) :—/QV'V(J:)q(m) da.

Dans cette annexe, nous allons donner une caractérisation de la constante de la condition
inf-sup de Popérateur de divergence. Dans [64], M. A. OL'SHANSKII et E. V. CHIZHONKOV
ont montré que si Q = {(z1,z7), tel que 0 < z; < L;, 1 <i <2}, ou Ly, Ly désignent
respectivement la longueur et la largeur du rectangle €2, alors la meilleure constante de la
condition inf-sup [ satisfait la relation
Ly Ly
= 0(=—), quand — — +o00.

Ba = O( Ll) q I,
Dans notre papier, nous considérons un domaine connexe, borné et a frontiere lipschit-
zienne de RY, d = 2,3, et nous donnons un encadrement de 3q en fonction de la norme
d’un relevement harmonique.

141
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La suite de cette annexe est la partie écrite en Francais de la note soumise aux comptes
rendus de l'académie des sciences .

A.1 Une borne inférieure pour la constante de la
condition inf-sup sur 'opérateur de divergence

On considere un ouvert w connexe, borné de R?, d = 2, 3, de frontiere lipschitzienne. Nous
noterons b, (-, -) la forme bilinéaire qui & tout couple (u,p) € HY(Q)? x L?(Q) associe le
réel

b,(u,p) = — / Vu(x) p(x) dx. (A.1)

Nous rappelons la condition inf-sup qui a été établie indépendemment par I. BABUSKA [4]
et par F'. BREZZI [18] dans un cadre abstrait (voir aussi V.GIRAULT-P.-A.RAVIART [39)]).

Théoréme 2 (Condition inf-sup). Soit w un ouvert connexe, borné de RY, d = 2,3,
de frontiére lipschitzienne. Il existe une constante f = [f(w) > 0 qui ne dépend que du
domaine w, telle que
b, (v,
inf sup v, 9)
qeL(w) veH] (w)d ||Q||L2(w)||v||H1(w)d

-y} (A.2)

Ici Lg(w) désigne Pespace {¢q € L*(w), [ q(x)dx = 0}.
Le but de cette Note est de donner une borne inférieure pour la constante f(w), qui ne
dépend que de la norme du relevement harmonique sur w et du supg-5 5(€2).

A.2 Une borne inférieure pour la constante de la
condition inf-sup

Nous allons maintenant énoncer le résultat principal de cette Note.

Théoréme 3 (Borne inférieure). Soit w un ouvert connexe, borné de R, d = 2,3, de
frontiére lipschitzienne. Alors, pour tout € ouvert borné de R? de frontiére lipschitzienne

tel que ) D W, on a
Bw) > B

N A3
= T ] (4-3)

ou Ry est Uopérateur de relévement harmonique sur w.

La suite de cette Note prouve cette minoration de f(w).
Soit tout d’abord ¢, € L3(w). D’apres la définition de 3(w), pour établir (A.3), il suffit
de montrer que

sup bo(V, q.) > B(Q)

> - (A4)
verl(w) VI llgollzz@w) — 1+ (Rl
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Soient maintenant v € HE(Q)¢ et v, sa restriction sur w : v,, = vol, (v, = vq presque
partout dans w). Par construction, on a v,, € H*(w)? Nous considérons par ailleurs la
fonction ¢q définie de la fagon suivante :

aq, sur w,
_ A5
o { 0 sur 2\ w, (A-5)

ol « est une constante réelle que nous choisirons ultérieurement. Notons que, par construc-
tion, go appartient & L3(£2) et

lgellz2) = lalllqwllL2w)- (A.6)

La preuve de (A.4) est composée de trois étapes.

A.2.1 Premiere étape : calcul de bo(vq,qq).

Nous distinguons ici deux cas : selon que v, est nul ou non sur w.

Le cas vg|, =V, #0

Soit R un opérateur de relevement linéaire continu de H'/2(dw)? dans H' (w)? de norme
égale a cg. On a alors

Ry volla @y < crllyvollmzouye < crey| Vel w)e,

oll ¢, est la norme de 'opérateur de trace v de H!(w)? dans H/2(9w)?. On note ¢ = cpc,
et on pose v = v, — Ryv,. Par construction v € H}(w)? et on a

[VI[E @) < Vel wye + [ BYVo|[at @) < (1 + )|V [mr @)

De plus, comme v,, est la restriction de vo sur w, on a ||vy|[m ()¢ < [|Vallm (@), et donc
on obtient
|[VI[e @) < (1 +)||valla ) (A7)

Estimons maintenant bg (v, go). D’apres (A.1), on a

bQ(VQ7QQ):_/V'VQQQdXZ_/V'VQQQdX_ V - vq qo dx.
Q w QN\w

Grace a la définition (A.5), on peut écrire

bQ(V97QQ) = _/V * Vo gy an

ba(va, qa) = —a/V (V4 Ryvy) o dx.
Finalement, on a

ba(Var, o) = ab(v, ) — @ / Ryve g dx.

Nous choisissons & présent o pour que la quantité b (vq, qq) soit inférieure a la quantité
ab, (v, q,). Pour cela, il suffit de prendre
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/V-Rfvaqwdx
si/V-vawqwdx%O, o = ¥
w /V-vawqwdx

, et

si/V-vawqde:O, a=1.
w
Notons que dans les deux cas, la constante « vérifie || = 1, et on a

bQ(VQ7qQ) <a bw("»(]w) < |bw(V7Qw)|.
||VQ||H1(Q)d ||VQ||H1(Q)d HVQHHl(Q)d

D’apres la relation (A.7), on obtient
ba(va, ¢o)

||VQ||H1(Q)d

N V]l

Cette derniere inégalité étant vérifiée pout tout vg € H(Q)4, avec vgl., # 0, on en déduit
que

b bw y YW
sup —Q(VQ7QQ) <(l4+¢) sup —| (v.q )|,
voeH} (Q)d HVQHHI(Q)d voeH}(Q)d ||V||H1(w)d
valw#0 valw#0
donc ; ;
Sup Q(Vﬂa QQ) S (1 + C) sup w(va QuJ) ) A
voeH}(Q)d ||VQ||H1(Q)d vEH) (w)d ||V||H1(w)d (A.8)
volw7#0
Nous étudions maintenant le cas v, = 0.
Le cas : vg|, =v,=0
Le calcul de bg donne :
bQ(VmQQ):—/V'VQquXZ—/V'VQquX— V - vq qqo dx.
Q w QN\w

D’apres la définition (A.5) et comme v, = 0,

bo(va,qa) = — / Vv, aq, dx =0.

On obtient donc

b bUJ ) 1w
0= sup balve, o) <(1+¢) sup (v, 40)| )|
vaeH} (@)t |[Vallm @) veri(w) |[ V][ w) (A.9)
volw=0
Les relations (A.8) et (A.9) donnent 'inégalité suivante :
b bw ) 1w

voeH}(Q)d |[val |H1(Q)d veH} (w)d |[v] |H1(w)d
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A.2.2 Deuxiéme étape : minoration de [(w)

D’apres la définition de 3(€2), on a

ba(va,
sup  220¥0:40) S gonct .

voeH} (Q)d HVQHHI(Q)d
Grace a (A.10), on obtient donc

bu(V, qu B
qup 2Vl S B o (A1)
veH] (w)d ||V||H1(w)d 1+c¢

En utilisant (A.11) et (A.6), et comme |o| = 1, on en déduit la minoration de [(w)
suivante :

wp b)) B©)

veH((w)? ||V||H1(w)d||Quz||L2(w) — 1+ c’

ol ¢ = cgey = ||7]|||R|| ne dépend que du domaine w. Il reste maintenant a caractériser la
constante c.

A.2.3 Troisisieme étape : caractérisation de la constante c.

Comme dans ce qui précede, 'opérateur de relevement est quelconque, afin de choisir
le plus petit ¢ possible, on peut prendre ¢ = ||7|| I%nlf{ || R||, ou
€

v w Rv "
nyH: sup M’ HRH: sup HH—Hl()d

veH! (w)d ||V||H1(w)d veHl/Q(aw)d||V|‘H1/2(8w)d

et H = {R: relevement linéaire continu de H'/?(9w)? dans H'(w)?} .

Y

Si on prend [|yv||g1/2(g0ya = inf {||[W|[g1)e, YW = yv sur 9Q} | alors ¢ = inf ey || R||. De
plus, on a infgeq ||R|| = || Rr||, ot Ry, est le relevement harmonique, donc le plus petit ¢
est ¢ = || Ryl||. Ceci termine la preuve de (A.4). W

A.3 Une remarque sur la condition inf-sup en utili-
sant la semi-norme

Soit € un ouvert, connexe, borné de R, d = 2,3, de frontiere lipschitzienne. Dans cette
section, on définit la constante 3(€2) > 0 vérifiant la condition inf-sup comme suit :

B(2) = inf  sup ba(v. 4) (A.12)

0€L3(@) ver (e Nl 2o VI @)

ol | - [gr1(ya désigne la semi-norme de H(€2)%.
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Remarque 9. Soient a un vecteur quelconque non nul de RY, X\ un réel et @y, lappli-
cation suivante :

Dra 1 2= Qya,

A.13
X — Oy a(x) =a+ Ix. ( )

On a alors
ﬁ(Qk,a) = ﬁ(Q)

Autrement dit, en utilisant la définition (A.12), la constante (3(§2) vérifiant la condition
inf-sup est invariante par translation et par homothétie du domaine 2.

On introduit la constante c,(€2) > 0 vérifiant ||vollmie < ¢,(Q)|Valmi (o). En utilisant
la définition (A.12) de f3, a la place de (A.2), on peut montrer que la remarque 9 permet
d’encadrer la constante G(w) :

Corollaire 4. Soit w un ouvert, conneze, borné de R%, d = 2,3, de frontiére lipschitzienne.
Alors pour tout Q ouvert borné de R? de frontiére lipschitzienne, on a

88)
cp(Q)(1 + || Rall)”

cp(W)(L+ [|Ra])B(Q) 2 Blw) 2

ou Ry et Ry sont respectivement les opérateurs de relevement harmonique sur w et 2.



Annexe B

Une condition de type inf-sup

Dans cette annexe, nous allons montrer le Théoreme suivant ,

Théoreme 5 (inf-sup). Soit Q un ouvert connexe, borné et a frontiére lipschitzienne de
R?, alors il existe une constante 3'(2) > 0, telle que

vae 12, s 229D 5 50)gle. (B.1)

veH1(Q) ||V| |H1(Q)d

De plus, pour tout ouvert borné et & frontiére lipschitzienne €y de RY, tel que Q C Q,
nous avons linégalité suivante

51(9) 2 ﬂ(Qo)\/ O B2)

ou 3(€) est la meilleure constante strictement positive vérifiant la condition inf-sup
du Théoreme 1, et 5'(€Q) la meilleure constante strictement positive vérifiant I'inégalité
(B.1).

Démonstration. Soit q € L?(2), et soit €y, un domaine borné & frontiere lipschitzienne,
tel que Q C €, voir figure B.1. Construisons une fonction gy définie et intégrable sur €2,

telle que
/ q(z)dx = 0.
Q

qo = q+a, dans €,

On choisit gy de la fagon suivante

(B.3)
go = —1 / (q + a) = constante dans Qg \ €,
Q

ol a est une constante réelle que nous allons choisir par la suite, et r = mes(€y \ Q).

147
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Omega

Fic. B.1 — Un domaine €, englobant €.

On pose s = mes(£2), et on note par

bo(vo, q0) = —/ (V-vo)qo Vvo € HY(Q)%, et
Qo

b(v,q) = — /Q(V v)q, YveHY(Q)L

Calculons / qo dx.
Qo

for= ) [ o)
yAGOEIACON

=0.

On a

D’apres la condition inf-Sup (voir Théoreme 1), il existe une constante 3(€) > 0, ne
dépendant que de €y, telle que

bo(vo, q
sup o(vo, o) > B(0)]1q0|| L2 (00)- (B.4)
voeH}(Q0) ||V0||H1(Qo)

Maintenant, nous allons chercher pour quelles valeurs de la constante a, ’égalité suivante
sera satisfaite

bo(vo, qo) = b(v,q), oil v est un vecteur a choisir dans H'((2).
Comme vy € H} (), sa restriction sur 2 appartient & I'espace H'(Q). Prenons donc

v = volg € H'(Q),
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de plus on a 'inégalité suivante
Vol o) = [1VIla @)- (B.5)

Calcul de bo(V(), qO)
On a

bo(vo, qo) = —/ V - vq qo,
Qo

:—/V-V[q—l—a]dx—/ V-voqodz,
Q Q0\Q2

1
:b(v,q)—a/v-vdx+—/[q+a] V- vodx.
Q rJa Q0\2

Soit n le vecteur normal extérieur a €2, alors

/V-de:/ v-ndr et,

Q o0

/ V-Vodx—/ V-ndT—/ v - ndr,
Q0\Q a0 o0

:—/ v -ndr, car vy = 0 sur 0€.
a0
D’ou

bo(vo, qo) = b(v,q) — |:CL+%/Q(C]+CL)dI:| /mv-ndf,

1
:b(v,q)—[cH—g%——/qd:B]/v-ndT.
rorJo 0

Pour avoir 1'égalité souhaitée, a savoir

bO(V07 QO) = b(V, q)? (BG)
il suffit que la constante a vérifie I’équation
1
a+ﬁ+—/qd:)::0.
T " Jo

Or cette équation a pour unique solution

1
=- da. B.7
“ 7”+3/qu ( )

D’apres les relations (B.5) et (B.6), on a

b(V,Q) > bO(V(]?q{))
IVIlEr@) — IVollar @)
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en passant au sup sur tous les vo € H}(€)), on obtient

b b
sup (V7Q) > sup O(VOaQO>’

veri (@) |[VI[H1©Q) ~ voert (o) [IVollH(00)

en utilisant la relation (B.4), on déduit que

b(v,q
sup blv.q) > B(Q0)!l90! | L2 (00)-
veri() |[V[m(o)

Pour terminer la preuve, il suffit de montrer que ||qo||z2(00) = 0||¢/|r2(

Calculons ||qo| ‘%2(90) .

On a

1 2
ol = [ la+af do+ [ [_- / <q+a>dx} ar.
Q Q0L TJa
:/|q|2dx+/|a|2da:+2/aqu)
Q

1
r

— {lglZy +a s+2a/qdw+
Q

S 2 2 2
2
= + de | — / dx)
22 1) </Qq ) S T( Qq

) (5 > O)

(faie) o (foae) 2 faoe) (o)
(/qux)Q—l—aQsz—l—Zas/qua:],

(foae) 5 (o) =55 (o) ]

= [lall? +</qu>2< AN S )
L2() o (s+7r)? s+r 1 ps+r)? r(s+r))’

_ 2
= HQHL2(Q) T r+s

_ mes(Qo) — mes(Q) gl
) mes(€) @

Y]

2
( / q da:> , on utilise 'inégalité de Cauchy-Schwarz,
Q
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D’apres la relation (B.8), on obtient

b(v,q) mes(Qo) — mes(Q)
Vg e L2(Q),  sup oS> (0 Al (BI)
( ) veH!(Q)d ||V||H1(Q)d ( 0) mes(QO) H HL (Q)

Comme (3'(Q2) est la meilleure constante strictement postive qui satisfait la relation
(B.9), alors

mes(§2y) — mes(§2)
mes(€) ’

31 (Q) > 6(90)\/ vQ ¢ Q.
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